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Pròlogo 


Este libro constituye una importante révisión del titulado Introducción a 
la Termodinàmica, Teoria Cinètica de Gases y Mecànica Estadfstica de 
Francis W. Sears. El enfoque generai no se ha alterado y el nivel continua 
siendo el mìsmo, quizàs un poco incrementado al ampliar el campo. El texto 
se considera ùtil para alumnos avanzados de fisica e ingenieria que estén fa- 
miliarizados con el calcalo matematico. 

Los primeros ocho capitulos estàn destinados a presentar la termodinà¬ 
mica clàsica sin recurrir a la teoria cinètica o a la mecànica estadistica. Re¬ 
sai t amo s asi la importancia de que el alumno entienda que si ciertas propie- 
dades macroscópicas de un sistema se determinan experimentalmente, todas 
x sus propiedades podràn especificarse sin conocer para nada las propiedades 
microscópicas del sistema. En los capitulos posteriores veremos còrno pue- 
den determinarse las propiedades microscópicas del sistema utilizando los 
métodos de la teoria cinètica y la mecànica estadistica para calcular la de- 
pendencia que existe entre las propiedades macroscópicas de un sistema y 
las variables termodinàmicas. 

La presentación de muchos temas difiere de la utilizada en la edición an- 
terior. Los sistemas distintos de los PVT se introducen en el segando capitulo 
y se discuten a lo largo de todo el texto. El primer principio se introduce 
definiendo la variación de energia interna de un sistema entre dos estados 
de equilibrio, corno el trabajo realizado adiabàticamente entre dichos esta¬ 
dos en ausencia de variaciones de energia cinètica y potencial. El flujo de 
calor es entonces la diferencia entre el trabajo realizado en un proceso entre 
dos estados de equilibrio y el trabajo realizado adiabàticamente entre los 
mismos estados. Se explican también con detalle los efectos de los cambios 
de las energias cinètica y potencial. Después de la exposición del primer prin¬ 
cipio se presentan varios ejemplos que muestran las propiedades del siste¬ 
ma que pueden determinarse en función exclusivamente de este principio. 
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El segando principio se introduce con la afirmación de qua «en todo pro¬ 
ceso que tenga lugar en un sistema aislado, la entropia del sistema crece o 
permanece constante». Se confirma mediante una serie de ejemplos que este 
enuncìado es equivalente a otros enunciados que utìlizan las «mdquinas tér- 
micas», ast corno al tratamiento de Carathéodory. Los potenciales termodi- 
nàmicos se presentan con mayor detalle que en la segunda edición. Se intro¬ 
duce un nuevo potencial F* para hacer compatibles los tratamientos termo- 
dinàmico y estadistico de los procesos en los que cambia la energia potencial 
del sistema. La discusión sobre los sistemas abiertos que se aiiade al capita¬ 
lo 8 es necesaria para la nueva deducción por métodos estadisticos. 

En los capitulos 9 y 10 se trata la teoria cinètica de gases. Aunque los 
temas tratados parecen reducirse respecto a los de la edición anterior, los te- 
mas restantes se tratan desde el punto de vista estadistico en el capitalo 12. 

La deducción de las funciones de distribución para los diversos tipos de 
estadisticas difiere completamente de las ediciones previas. Los niveles dis- 
cretos de energia se suponen desde el principio. El nùmero de microestados 
correspondientes a cada macroestado se calcala de forma convencional para 
las estadisticas de Bose-Einstein, Fermi-Dirac y Maxwell-Boltzmann. Se de- 
muestra que la entropia es proporcional al logaritmo neperiano del nùmero 
total de microestados disponibles y no al nùmero de microestados que exis- 
ten en el macroestado mas probable. La distribución de las particulas entre 
niveles energéticos se determina sin hacer uso de los multiplìcadores de 
Lagrange ni la aproximación de Stirling, calculando el cambio en el nùmero 
total de microestados que tiene lugar cuando se extrae del sistema una par- 
ticula en un nivel determinado de energia. El logaritmo de este cambio es 
proporcional a la variación de entropia del sistema. 

Sólo se introduce la función de partición de la particula aislada y se uti¬ 
liza para deducir las propiedades termodinàmicas de los sistemas. La exten- 
sión del tema es semejante a la contenida en la edición anterior, excepto que 
se basa completamente en los niveles discretos. Se ha prescindido del capi¬ 
talo de fluctuaciones. 

El nùmero de problemas al final de cada capitulo se ha ampliado. Con¬ 
viene utilizar para algunos problemas un pequeno calculador electrónico, 
pues de otro modo su resolución seria tediosa. En lodo al texto se sigile el 
Sistema Internacional. Las unidades son, pues, las del sistema MKS y, por 
cjemplo, las del calor especifico son J kitomai- 1 K"‘. 

La sección de termodinàmica clàsica pnede exponcrse en un trimestre. En 
un semestre puede exponcrse, ademds, la teoria cinètica o la termodinàmica 
esladistica, pero probablementc no ambas cosas, a menos que sólo se expon- 
ga la estadtstica clàsica, lo citai puede hacerse utilizando el desarrollo dado 
en las secciones que tratan la esladistica de Bose-Einstein y tornando el 
limite gj Nj, 
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


1-1 OBJETO DE LA TERMODINAMICA 

La termodinàmica es una ciencia experimental basacta en un pequeno nù¬ 
mero de principios que son generalizaciones tomadas de la experiencia. Se 
refiere sólo a propiedades macroscópicas (macro-escala) de la materia y no 
hace hipótesis sobre la estructura microscòpica (o de pequena escala) de la 
materia. A partir de los principios termodinàmicos se pueden deducir rela- 
ciones generales entre ciertas magnitudes, corno son los coeficientes de dila- 
tación, compresibilidades, calores especificos y coeficientes magnéticos y 
dieléctricos, especialmente los afectados por la temperatura. Estos principios 
nos dicen tambien cuàles de cstas relaciones pueden determinarse experi- 
mentalmente a fin de cspecificar por completo todas las propiedades del j 

sistema. ! 

Los valores rcales de las magnitudes, corno las citadas anteriormente, 
sólo pueden calcularse sobre la base de un modelo molecular. La teoria cinè¬ 
tica de la materia aplica las leyes de la mecànica a las moléculas individua- 
les de un sistema y nos permite calcular, por ejemplo, el valor numerico 
del calor especifico de un gas y comprender las propiedades de los gascs en 
función de la ley de fuerzas entre las moléculas individuales. 

En el enfoque de la termodinàmica estadistica no entra la consideración 
detallada de las moléculas por separado y aplica consideraciones estadisti- i 

cas para determinar la distribución de grandes conjuntos de moléculas que 
constituyen una porción macroscòpica de la materia. Para aquellos sistemas 
cuyos eslados encrgéticos pueden calcularse por métodos clàsicos o cuàn- 
ticos, tanto los valores de las magnitudes citadas anteriormente corno las 
relaciones entro ellas, pueden determinarse por incdios completamente ge¬ 
nerales. Los métodos estadisticos ofrecen también un anàlisis mas profundo 
de los conceptos de entropia y del principio de aumento de la entropia. 

La termodinàmica se complcmenta con la teoria cinètica y la termodinà¬ 
mica estadistica. La termodinàmica nos proporciona relaciones entre las pro¬ 
piedades fxsicas de cualquier sistema una vez que se realizan ciertas medi- 
ciones. La teoria cinètica y la termodinàmica estadistica nos perniiteli cal¬ 
cular las magnitudes de estas propiedades en aquellos sistemas cuyos osta- 
dos energéticos se pueden determinar. 

La termodinàmica se inicia en la primera milad del siglo xix, Illudameli- il 

talmente corno resultado de los inlentos de inejorar los leiidimieulos de las s 

inaquinas de vapor destinadas a Iransforinar el calor en trabajo mccànico. ’! 

liste es el origpn de su nomine que implica a la vez- conceptos térmicos y $ 

d'màmicos (o mccanicos). Oliando se desarrolló y sus principios bàsicos fueron f' 

inejor entendidos, su campo de acción se exlcndió considerablemente. Los I 

principios termoilinàmieos los utilizali boy los ingenieros en los proyec- ! 

los de màquinas ile eombustiiin interna, de centrales térmicas convencio- 
nales y de energia micie.u, en los sistemas de refrigeración y de acondiciona- 
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miento de aire y en los sistemas de propulsino para cohetes proyectiles 
dirigidos acronaves, buques y vehiculos terrestres. La Uamada qmmica- 
fisica consta en gran parte de aplicaciones de la termodinamica a la quimica 
yTls equUibrios quimicos. La producción de temperaturas muy bajas, en 
fa proximidad del cero absoluto, lleva consigo la aptoiaoncle P ™? 1 
termodinàmicos a sistemas formados por imanes 

Las comunicaciones, la teoria de la informacion e incluso cieritos P^ce 
biológicos son e j empio s de los extensos campos en los cuales aplicabl 

el razonamiento termodinàmico. . . H , tpr „ 

En este libro desarrollaremos en primer lugar los principios de la t 
modinàmica y mostraremos còrno se aplican a sistemas de cualquier na m 
raleza. Después expondremos los métodos de la teoria cinetica y de 
distica y los correi acionaremos con los de la termodinamica. 

m en «e—ica 

la STSTIm»»' * termodinàmica inter.ienen intercambi» de 
un sistema dado y otros sistemas. Cualquier sistema que pue- 
ZL-ì: enerva con J sistema dado se dama 
medio exterior o cntorno del sistema. Un sistema y su medio extenor co 

SeTTU**. * 

ìnauiria dii in c, sis.cma , .. io ambio,de, cl sistema es ab,erto. 

1-3 ESTADO DE UN SISTEMA. PROPIEDADES v m nrPS 

El estado de un sistema termodinàmico queda ° ropie dades o 

ssin ttxzsri ta 

ción de un dieléctrico y el àrea superficial de un liquido. 
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La termodinàmica se ocupa también de magnitudes que no son propieda- 
des de ningun sistema. Asi, cuando se produce un intercambio de energia 
entre un sistema y su medio ambiente, la energia transferida no es una prò- t 
piedad de ninguno de los clos. 

Aquellas propiedades de un sistema en un estado determinado que son 
proporcionales a la masa del sistema, se llaman extensivas. Son ejemplos, el 
volumen total y la energia total de un sistema. Las propiedades que son in- 
dependientes de la masa se llaman intensivas. La temperatura, la presión y 
la densidad, son ejemplos de propiedades intensivas. 

El valor especifico de una propiedad extensiva se define corno el co¬ 
diente del valor de la propiedad por la masa del sistema, o sea, su valor 
por unidad de masa. Usaremos letras mayusculas para las propiedades ex¬ 
tensivas y letras minusculas para los correspondientes valores especificos 
de las mismas. Asi, el volumen total de un sistema lo representaremos 
por V y el volumen especifico o volumen por unidad de masa por v. 

v = — 
m 

El volumen especifico es evidentemente la inversa de la densidad p, 
puesto que por definición, 


Como toda propiedad extensiva es proporcional a la masa, el valor es¬ 
pecifico correspondiente es independiente de la masa y, por tanto, se trata 
de una propiedad intensiva. 

La razón de una propiedad extensiva al nùmero de moles de un sis¬ 
tema se llama valor molar especifico de esa propiedad. Utilizaremos tam¬ 
bién letras minusculas para representar valores molares especificos; por 
ejemplo, escribiremos el volumen molar especifico, v, 

v = V 
n 

siendo n el nùmero de moles del sistema. 

Obsérvese que en el sistema MKS el termino mol implica kilogramo- 
mol o kilomol, es decir, una masa en kilogramos numèricamente igual al 
peso molecular. Asi, 1 kilomol de 0 2 representa 32 kilogramos de 0 2 . 

No existe posibiiidad de confusión al emplear la misma letra para re- 
presentar por ejemplo el volumen por unidad de masa y el volumen por 
mol. En cualquier ecuación en que se presente tal magnitud habrà alguna 
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otra magnitud que indi que si se refiere al volumen especifico o al volu¬ 
men molar y si no existe tal magnitud, significa que la ecuación se cum- 
ple igualmente bien para ambas. 

En muchos casos es mas conveniente escribir las ecuaciones termodi- 
nàmicas en función de los valores especificos de las propiedades extensivas, 
ya que de ese modo son independientes de la masa de cualquier sistema 
particular. 

1-4 PRESIÓN 

Diremos que sobre un medio continuo se ejerce una presión hidrostdtica 
cuando la fuerza que actùa por unidad de superficie sobre un elemento de 
àrea (dentro del medio o en su superficie) es: (a) normal al elemento y (b) 
independiente de la orientación del elemento. La presión en un fluido (liqui¬ 
do o gas) en reposo en un recinto cerrado es una presión hidrostàtica. Un 
sòlido puede someterse a presión hidrostàtica sumergiéndolo en un liquido 
en el cual es insoluble y ejerciendo una presión sobre el liquido. La presión P 
se define corno la magnitud de la fuerza por unidad de superficie y su unidad 
en el sistema MKS es 1 newton* por metro cuadrado (1 N m~ 2 ). Una pre¬ 
sión de 10 s N m~ 2 (= IO 6 dinas cm- 2 ) se denomina 1 bar y una presión de 
IO -1 N m -2 (=1 dina cm -2 ) es 1 microbar (1 p bar). 

La presión de 1 atmosfera (atm) es la producida por una columna ver- 
tical de mercurio de 76 cm de altura y densidad p = 13,5951 g cm* 3 , en un 
lugar donde g = 980,665 cm s~ 2 . De la ecuación P = pgh, resulta 

1 atmosfera = 1,01325 X IO 6 dina cm- 2 = 1,01325 x 10 5 Nm- 2 . 

Por tanto, 1 atmosfera es casi igual que 1 bar y 1 /i bar està muy próximo 
a IO- 6 atm. 

Una unidad de presión muy utilizada en trabajos experimentales a bajas 
presiones es el torr (de Torricelli**), que se define corno la presión produ¬ 
cida por una columna de mercurio de 1 mm de altura en las condiciones 
antcriores. Por tanto, 1 torr = 133,3 N m -2 . 

1-5 EQUILIBRIO TÈRMICO Y TEMPERATURA. EL PRINCIPIO CERO 

El concepto de temperatura, corno el de fuerza, tiene su origen en las 
percepciones sensoriales del hombre. Del mismo modo que una fuerza a 
menudo podemos relacionarla con un esfuerzo muscular y describirla corno 
tirando o empujando algo, también la temperatura puede vincularse con la 


* Sir Isaac Newton, matemàtico inglés (1642-1727). 
** Evangelista Torricelli, fisico italiano (1608-1647). 
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sensación relativa de calor o de frio. Pero el sentido de temperatura del 
hombre, corno el de fuerza, es incierto y de aleance restringido. Sin rela- 
ción con el concepto primitivo de calor o de frio, se ha desarrollado la 
ciencia objetiva de la termometria, lo misrno que un mètodo objetivo para 
definir y medir fuerzas independientes del ingenuo concepto de fuerza corno 
tracción o empuje. 

El primer paso que hay que dar para alcanzar una medición objetiva 
del sentido de temperatura es establecer un criterio de igualdad de tempe¬ 
ratura. Consideremos dos bloques metàlicos A y B del mismo material y 
supongamos que nuestro tacto nos dice que A està mas caliente que B. 
Si ponemos A y B en contacto y los rodeamos con una gruesa capa de 
fieltro o lana de vidrio, encontraremos que al cabo de un tiempo suficiente 
los dos parecen estar a igual temperatura. La medición de diversas pro- 
piedades de arnbos cuerpos, tales corno sus volumenes, resistividades eléc- 
tricas o módulos elàsticos demostrarfan que estas propiedades cambiaron 
cuando los cuerpos se pusieron primeramente en contacto, pero que con 
el tiempo llcgaron a hacerse otra vez constantes. 

Supongamos que ahora ponemos en contacto dos cuerpos de material 
distinto, tales corno un bloque de metal y otro de madera. De nuevo obser- 
vamos que después de un tiempo suficientemente largo, las propiedades 
medibles de estos cuerpos, tales corno sus volùmenes, dejan de variar. Sin 
embargo, los cuerpos no parecen estar igualmente «calientes» al tacto, del 
mismo modo que un metal y una madera que han estado en una habitación 
durante mucho tiempo no parecen estar igualmente «calientes». Este efecto 
es debido a una diferencia de conductividades tèrmicas y es prueba de la 
poca confianza que en este aspecto merece nuestro sentido del tacto. 

La caracteristica comun en ambos ejemplos (con los cuerpos de igual 
o distinto material) es que se alcanza un estado final en el cual no se pro- 
ducen cambios en las propiedades observables. Se dice que òste es un csta- 
do de equilibrio tèrmico. 

Las observaciones, corno las descritas anteriormente, nos dicen que todos 
los objetos ordinarios poseen una propiedad fisica) que determina si-estàn 
o no en equilibrio tèrmico con otros objetos en contacto. Està propiedad 
es la temperatura. Si dos cuerpos est ali en equilibrio tèrmico cuando se 
ponen en contacto, por definición sus temperaturas son iguales. Y recipro¬ 
camente, si las temperaturas de ambos cuerpos son iguales, al ponerlos en 
contacto estaràn en equilibrio tèrmico. Un estado de equilibrio tèrmico 
puede describirse corno aquél en el cual la temperatura del sistema es la 
misma en todos los puntos. 

Supongamos que el cuerpo A, por ej empio, un bloque metàlico, està en 
equilibrio tèrmico con el cuerpo B, también metàlico. La temperatura de B 
sera igual a la temperatura de A. Supongamos, àdemàs, que cl cuerpo A 
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està también aparte cn equilibrio tèrmico con el cuerpo C, por ejcmplo, un 
bloque de madera, de modo que las temperaturas de A y C son iguales. 
Se deduce, pues, que las temperaturas de B y C son iguales; pero surge la 
cuestión que sólo puede con testarse cxperimentalmente de qué ocurre en 
realidad cuando B y C se ponen en contacto. iEstaràn en equilibrio tèr¬ 
mico? La experiencia nos dice que si lo estàn, de modo que la definición 
de igualdad de temperaturas es de por si coherente con el concepto de equi¬ 
librio tèrmico. 

El hecho de que B y C estén ambos cn equilibrio tèrmico con A no exige obvia- 
mente que también lo estén entro si. Cuando una barra de cinc y otra de cobre 
se sumergen en una solución de sulfato de cinc, ambas barras alcanzan un 
equilibrio eléctrico con la solución. Si se conectan mediante un alambre, re¬ 
sulta, sin embargo, que no estàn en equilibrio eléctrico entre si corno se pone 
cn evidencia por la condente eléctrica que se dcsarrolla en cl alambre. 

Los resultados experimentales pueden enunciarsc del modo siguiente: 
Cuando dos cuerpos cualesquiera estàn por separado en equilibrio tèrmico 
con un tercero, también lo estàn entre si. 

Este enunciado se conoce corno el principio cero de la termodinàmica 
y su validez està tàcitamente supuesta cada vez que se mide una tempe¬ 
ratura. Si deseamos saber cuàndo dos vasos de agua estàn a igual tempera¬ 
tura, cs innecesario ponerlos cn contacto y observar si sus coordenadas ter- 
modinàmicas varian con cl tiempo. Nos basta introducir un termòmetro 
(cuerpo A) cn un vaso (cuerpo B) y esperar basta que la longitud de la co- 
lumna de mercurio cn cl capitar (una coordcnada termodinàmica) perma- 
nezea constante. El termòmetro tcndrà cntonces la misma temperatura que 
el agua en este vaso. Repetimos el procedimiento con el otro vaso (cuer¬ 
po C). Si las columnas del termòmetro son las mismas, inferimos que la 
temperatura de los dos vasos cs la misma y la experiencia lo confirma; 
cs decir, que si los dos vasos se ponen en contacto tèrmico, no tiene lugar 
ningun cambio de sus propiedades mensurables. 

Noiose que el termòmetro que se emplea en este ensayo no requiere ca- 
libración; es unicamente ncccsario que la collimila de mercurio alcance el 
mismo punk» en el capitar. Tal instrumento puede denominarse termosco¬ 
pio e indica igualdad o desipualdad de lem paratura sin determinar su valor 
numèrico. 

Aunque un sistema alcance con el tiempo el equilibrio tèrmico con su 
entorno, si éste se mantiene a temperatura constarne, la velocidad a que 
se alcanza el equilibrio depende de la naturale/.;! do los limiles del sistema. 
Si los limites estàn formados por una gruesa capa de un material aislantc, 
tal corno lana de vidrio, la temperatura del sistema variar;! niuy lentamen¬ 
te y es util imaginar una capa ideal que impida loda variación de tempe¬ 
ratura. Una superficie limite con està propiedad se denomina adiabdlica y 
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un sistema incluido en su interior puede permanecer indefinidamente a 
una temperatura distinta a la del medio ambiente, sin que alcance el equi¬ 
librio tèrmico con él. La superficie ideal adiabàtica juega en termodinà- . / 

mica un papel parecido al de la superficie ideal sin rozamiento en mecà- 
nica. Ninguna de las dos existe; las dos son utiles para simplificar argu- 
mentos fisicos y ambas se justifican por las conclusiones correctas que se 
deducen de los argumentos que las aplican. 

Aunque no hemos definido todavia el concepto de calor, puede decirse 
en este momento que una superficie adiabàtica ideal es aquella en la cual 
el flujo de calor a su través es cero, aun cuando exista una diferencia de 
temperatura entre sus caras opuestas. 

En el extremo opuesto a la superficie limite adiabàtica està la super¬ 
ficie diatèrmica compuesta por un material buen conductor tèrmico, corno 
por ejemplo, una làmina delgada de cobre. La temperatura de un sistema 
incluido en una superficie limite diatèrmica se aproxima muy ràpidamente 
a la de su medio exterior. 

1-6 TEMPERATURA EMPÌRICA Y TERMODINÀMICA 

Para asignar un valor numèrico a la temperatura de un sistema seleccio- 
naremos en primer lugar algun sistema llamado termòmetro, que posee 
una propiedad termomètrica que varie con la temperatura y se lea fàcilmen¬ 
te. Un ejemplo es el volumen V de un liquido, corno ocurre en el popular 
termometro de liquido en un tubo. Los termómetros mas utilizados en el 
trabajo experimental de precisión son, sin embargo, el termòmetro de re¬ 
sistendo y el par termoeléctrico. 

La propiedad termomètrica del termòmetro de resistencia es su resis- 
tencia eléctrica R. Para una buena sensibilidad, el cambio experimentado 
en la propiedad termomètrica de un termòmetro para una variación deter- 
minada de temperatura debe ser lo màs grande posible. A temperaturas 
no demasiado bajas, resulta apropiado un termòmetro de resistencia, que 
conste de un fino alambrq de platino arrollado en un bastidor aislanle. A 
temperaturas extremadamente bajas la resistividad del platino cambia sólo 
ligeramente con la temperatura, pero se ha encontrado que el germanio 
impurificado con arsènico constituye un buen termòmetro de resistencia, 
incluso a temperaturas muy bajas. 

En la fig 1-1 (a) se muestra cl circuito eléctrico del pai' lennocléctrico en 
su forma màs simple. Cuando dos metales o aleaciones distinta» en forma 
de alambre se unen dando lugar a un circuito completo, se produce en èste 
una fuerza electromotiz S, siempre que las soldaduras A y B estèn a tem¬ 
peraturas diferentes, siendo precisamente està foni* la propiedad termoeléc- 


* N. del T. fem = fuerza electromotriz. 
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trica del par. Para su medición se inserta en el circuito un galvanómetro o 
potenciómetro, lo cual introduce un par de uniones en los puntos donde se 
conectan los cables del instrumento. Si estos conductores son del mismo 
material, usualmente cobre, y si ambas uniones estàn a igual temperatura 
(temperatura de referancia), la fem es la misma que en un circuito simple, 
una de cuyas soldaduras estuviera a la temperatura de referencia. La figura 
l-l(b) muestra un circuito tipico de un par termoeléctrico. Las soldaduras B 
y C se mantienen a una temperatura de referencia conocida, por ejemplo, 
introduciéndolas en un vaso Dewar* que contenga hielo y agua. La sol- 


Soldadura de ensayo A 



Fig. 1-1 Circuitos de un par termoeléctrico: (a) circuito simple y (b) 
circuito pràctico mostrando la soldadura de ensayo y la soldadura de 
referencia. 

dadura A o soldadura de ensayo se pone en contado con el cuerpo cuya 
temperatura se désea determinar. 

Otro importante tipo de termòmetro, aunque no apropiado para las me- 
diciones de rutina de laboratorio es el termòmetro de gases a volumen cons- 


* Un vaso Dewar es un recipiente de dobles paredes, entre las cualcs se hacc el 
vacfo para evitar que el calor se transfiera a su través. Fue inventado por Sir 
James Dewar, quimico inglés (1848-1923). 
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tante, ilustrado esquemàticamente cn la fig. 1-2. E1 gas està contenido cn 
el bulbo C y la presión que ejerce puede medirse con un manòmetro de 
mercurio de tubo abierto. Cuando la temperatura del gas se incrementa, 
el gas se expansiona, forzando el mercurio bacia abajo cn el tubo B y hacia 
arriba en el tubo A. Los tubos A y B se coinunican a través de un tubo 
de caucho D con un depòsito de mercurio R. Elevando R el nivel del mer¬ 
curio en B puede enrasarse en la serial E. El gas se mantiene asl a volu- 
men constante. Los termómetros de gases se utilizan en las oficinas de me- 
didas patrones y en los Iaboratorios universitarios de investigación. Los 
materiales, construcción y dimensiones difieren de unos a otros laborato- 
ri°s y dependen de la naturaleza del gas y del intervalo de temperaturas 
que interesa medir. 



Fig. 1-2 Termòmetro de gas a volumcn constante. 

Llamemos X al valor de cualquier propiedad lermomélrica, tal corno la 
lem <S de un par, la resistencia R de un termòmelro de resistencia o la pre- 
sión P de una masa fija de gas munlcnido a volumcn constante y 0 la tem¬ 
po atura empirica del termòmetro o de cualquier sistema con el cual està 
eu equilibrio tèrmico. La relaciòn entro dos temperaturas empiricas 0 2 y 0 V 
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detcrminadas por un termòmetro parlicular, se define igualàndola con la 
relaciòn corrcspondicntc de los valorcs de X: 

<h = X, 

0t X x ' 

La etapa siguicnte consiste cn asignar arbitrariamente un valor numè¬ 
rico a ciqrta temperatura denominarla punto fijo patron. Por acuerdo intcr- 
nacional se elige corno patron cl punto triple del agua, que es la temperatura 
a la cual coexistcn en equilibrio el hiclo, cl agua liquida y el vapor de agua. 
Ya veremos cn la sccción 8-2 que los tres estados de cualquier sustancia 
pueden coexistir a una sola temperatura. 

Para conseguir el punto triple, mediante un recipiente que se esquemati- 
za en la fig. 1-3, se destila agua de la màxima purcza, que tiene sustancial- 
mcnte la composición isotòpica del agua del ocèano. Una vez climinado todo 
el aire se cierra herméticamente el recipiente. Mediante una mezcla frigo- 
rifica situada en el vaso interior se forma una capa de hiclo a su alrededor. 
Al quitar la mezcla frigorifica y reemplazarla con un termòmetro se funde 
una delgada capa de hiclo. Mientras el sòlido, el liquido y el vapor cocxis- 
ten en equilibrio, el sistema està cn el punto triple. 



Fig. 1-3 Célula de punto triple con un termòmetro cn el vaso interior 
que funde una capa delgada de hiclo de sus alredcdores. 
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Asignando un valor arbitrario () 3 a la temperatura del punto triple, si X 3 
es el valor correspondientc de la propiedad termomètrica de un termòme¬ 
tro, la temperatura empirica 0 correspondientc al valor de la propiedad X es 

0_ _ X_ 

0 3 ~~ X 3 ’ 

o sea 


La tabla 1-1 nos ofrece los valores de las propiedades termométricas de 
cuatro termómetros distintos para un cierto nùmero de temperaturas y el 
cociente entre la propiedad a cada temperatura y su valor en el punto triple. 
El primer termòmetro es un par cobre-constantàn, el segundo es un termò¬ 
metro de resistencia de platino, el tercero es un termòmetro de hidrógeno 
a volumen constante que se ha llenado a una presión de 6,80 atm, en el 
punto triple, y cl cuarto cs también un termòmetro de hidrógeno a volu¬ 
men constante, pero llenado a una presión inferior, 1,00 atm, en el punto 
triple. Los valores de cstas propiedades termométricas se dan para el punto de 
ebullición normal (PEN) del nitrògeno, punto de ebullición nomi al del 
oxigeno, punto de sublimación normal (PSN) del dióxido de carbono, punto 
triple del agua, punto de ebullición normal del agua y punto de ebullición 
normal del estano. 


Tabla 1-1 Comparación de termómetros. 


Sistema 

(Cu-Constantan) 
S, 
m V 

<? 

(Pt) 

Jt, 

ohms* 

R 

R, 

(IL, 

V const) 
P, atm 

P 

P. 

(H„ 

V const) 
P, atm 

P 

P, 

N 2 (PEN) 

0,73 

0,12 

1,96 

0,20 

1,82 

0,27 

0,29 

0,29 

0 2 (PEN) 

0,95 

0,15 

2,50 

0,25 

2,13 

0,31 

0,33 

0,33 

C0 2 (PSN) 

3,52 

0,56 

6,65 

0,68 

4,80 

0,7! 

0,72 

0,72 

I-I 2 0 (PT) 

& 3 = 6,26 

1,00 

R 3 = 9,83 

1,00 

A, = 6,80 

1,00 

I\ = 1,00 

1,00 

H 2 0 (PEN) 

10,05 

1,51 

13,65 

1,39 

9,30 

1,37 

1,37 

1,37 

Sn (PEN) 

17,50 

2,79 

18,56 

1,89 

12,70 

1,87 

1,85 

1,85 


Como vemos surge una complicación. La relación entre las propiedades 
termométricas a cada temperatura es distinta para los cuatro termómetros, 
de modo que para un valor determinado de 0 3 la temperatura empirica 0 es 
distinta en todos ellos. Sin embargo, cl acucrdo cs mas intimo para los dos 


Georg S. Ohm, fisico alemàn (1787-1854). 
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termómetros de hidrógeno y experimentalmente se comprueba que los ter¬ 
mómetros de gas a volumen constante que emplean distintos gases con- 
cuerdan mejor cuanto mas baja es la presión P 3 eh el punto triple. Esto 
viene ilustrado en la fig. 1-4 que muestra las gràficas de la relación P v /P 3 
para cuatro termómetros diferentes de gas a volumen constante, represen- 
tadas en función de la presión P 3 . La presión P v es la del punto de ebulli- 
ción normal del agua (punto del vapor). Las medidas expenmentales, natu¬ 
ralmente, no pueden prolongarse hasta la presión cero de P 3 , pero las cur- 
vas extrapoladas cortan todas al eje vertical en un punto comùn, para el 
cual P„/P 3 = 1,3660. A cualquier otra temperatura, las gràficas extrapoladas 
se cortan también en un punto comùn (distinto), de modo que todos los 
termómetros de gas a volumen constante concuerdan cuando sus lecturas 
se extrapolan a la presión nula P 3 . Por tanto, definiremos la temperatura 
empirica del gas corno 

0 a = 0 3 X lim (^-ì , (1-2) 

p,~o\P 3 /f 

en donde el subindice V indica que las presiones se miden a volumen cons¬ 
tante. Por tanto, las temperaturas definidas de este modo resultan ser inde- 
pendientes de las propiedades de cualquier gas particular; de todos modos, 
dependen del comportamiento generai caracteristico de los gases y en ese 
sentido no son totalmente independientes de las propiedades de un ma¬ 
terial determinado. 

Todavia nos queda la- cuestión de asignar un valor numèrico a la tem¬ 
peratura del punto triple B y Antes de 1954, las temperaturas de los gases 



f j(Torr) 


Fig. 1-4 Lecturas de un termòmetro de gas a volumen constante co- 
rrespondientes a la temperatura de condensación del vapor de agua 
cuando se utilizai! diferentes gases para valores diversos de P 3 . 
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se defiman en función de dos puntos fijos: el punto de ebullición normal 
del agua pura (punto dal vapor) y la temperatura de equilibrio del hielo 
puro y el agua saturada de aire a la presión de 1 atmosfera (punto del hielo). 
(Las temperaturas del punto triple y del punto del hielo no son cxac- 
tamente iguales, pues la presión del punto triple no es 1 atm, sino la pre¬ 
sión de vapor del agua, 4,58 torr; ademàs, el hielo està en equilibrio con 
agua pura y no con agua saturada de aire. Esto se trata mas adelante, en la 
sección 7-6.) 

Si designamos con los subindices v y h los valores correspondientes a 
los puntos del vapor y del hielo, las temperaturas <9„ y 0 h fueron definidas 
mediante las ecuaciones 


— — ì , <?„ — 0 h = 100 grados. 

Oh ' Ph'v 

(La relación entre las presiones corresponde al valor limite extrapolado a 
la presión nula.) Resolviendo estas ecuaciones para 6 h resulta 


100P„ 100 

p ,— p * "(wTi 


(1-3) 


El mejor valor experimental de la relación P v /P ti resulta ser 1,3661. (Este 
valor difiere ligeramente del valor limite de la relación PJP } de la fig. 1-4 
que resulta valer 1,3660, ya que la temperatura del punto triple es algo 
mayor que la del punto del hielo.) Por tanto, de la ecuación (1-3) resulta 



grados 


y de acuerdo con las ecuaciones que definen a y 0 h 


6 V = 373,15 grados. 

Experimentalmente se encuentra que la temperatura del punto triple 0 U 
es 0,01 grados superior a la del punto del hielo; por lauto, el mejor valor 
experimental de 9 } es 

273,16 grados. 

Con objeto de que las leinperaluras ha.sailas en un simple punto fijo, el 
punto triple del agua, esléu de acuerdo con las basadas cn los dos puntos 
fijos, los puntos del hielo y del vapor, a la temperatura del punto triple, 
se le asigna el valor 


273,1 f> grados( cxactamente ). 
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Por tanto, 

0 = 273,16 X lira (~) . (1-4) 

0 P,-a\P 3 /v 

En la sección 5-2 vcremos cónno, siguicndo una sugercncia debida a Lord 
Kelvin* la relación entre dos temperaturas puede definirse sobie la base 
SrJdo pSio dc la termodinàmica, de forma completamente mde- 
pendiente de las propiedades de cualquier material particular. Las tempe¬ 
raturas definidas de oste modo se denominai! temperaturas termodinamwas 

o risoluta* y se reprcsentan por la letra T. Dcmostrarcmos tambxen que a S 

temperaturas tcrmodinàmicas son iguales a las temperaturas de 'os gases 
definidas anteriormente. Como todas las ecuaciones d de 

presan mejor cn función de la temperatura termodinamica, usaremos desde 
ahora en adelante el simbolo T para la temperatura, cntendiendose que puede 
medirse experimentalmente con un termòmetro de gas. 

Durante rnuchos afios ha sido costumbre hablar de unaite;“P^ atura ' 

modinàmica expresàndola en «grados kelvin» (grados K) La palabra gra , 
usi corno el simbolo correspondiente se omiten ahora. La umdad de tempe 
ratura es 1 kelvin (1 K), del mismo modo que la umdad de energia es 
1 joule (1 J)t, y asi decimos, por ejemplo, que la temperatura del pun 
triple es 273 16 kelvin (273,16 K). La umdad de temperatura tiene a.i el 
misuro tratamiento que el de cualquier otra magmtud fisica. Finalmente, 
accptando por el momento que T - 0„, puede cscubnse 

T = 273,16 K x limi •£). (1-5) 

p a ->o\/ fjV 

La temperatura Celsius): t (primeramente llamada temperatura centi¬ 
grada) se define por la ecuación 

t — T — T h (1 ‘ 6) 

cn donde 7), es la temperatura termodinàmica del punto del hielo, igual a 
'>73 15 K la imidad empleada para cxprcsar la temperatura Celsius es el 

( '('), . . ™ teMM. al 'alvi.,. A»l, » « M *** *** 

T -- T t „0"C; en el punto triple ilei agua, donde / 273,16 K, ’ ’ 

y cn el punto del vapor, t = 100*'C. Una di Incucia de temperaturas puede 
expresarse igualmente en grados Celsius (°C) o cn kelvin. 

* William Thomson, Lord Kelvin, fisico escocés (1824-1907). 
t James P. Joule, fisico britànico (1818-1889). 
t Anders Celsius, astrònomo sueco (1701-1744). 
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Las escalas Rankine* y Fahrenheit** n1i i 

etriL'LTvinTcT ■ unid o s ' s,i ’ 

calas Kelvin y Celsius. Originalmente estas escalas tueron definidas en 
funcon de dos puntos ftos, pero tornando corno diterencia entre el p ,mò 
del vapor y el punto del Melo cl valor de 180 grados en lugar de 100 grado. 
Adora se dolmen en funeidn de la escala Kelvin a través de la rdacidn 


K (exactamente). 


Asi, la temperatura termodinàmica del punto del hielo es 


~ 9 R 

r " = 5K X 273)15 K = 491,67 R. 


La temperatura Fahrenheit t se define por la ecuación 

t=T - 459,67 R, ( ,_ 8) 


en donde T es la temperatura termodinàmica cxpresada en rankines in 
unidacl de temperatura Fahrenheit es el grado Fahrenheit (°F) que es i CU al 
‘ ianione. Asi, en el punto del hielo, en donde T = T h = 491 67 R t - 32 00°F 
y en el punto del vapor, / = 212,00 °F. Una diferencia detempératTmas IZ’ 
ce expresarse egualmente en ranldnes o en grados Fahrenheit (°F). Estas cs- 


K c 


Punto del vapor373 K 

Punto del hielo 273 K 

Punto de subli- 
mación del C0 2 195 K- 

Punto de ebullición 
del oxigeno 90 K- 

Cero absoluto 0 - 




.* Wl [ lu ™ J- M. Rankine, ingollino rsroivs (1820-1872). 
' ,ahneI D - Fahrenheit, risico alcnum (1686-1736). 
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calas han dejado de usarse en mediciones cientificas. En la fig. 1-5 se com- 
paran algunas temperaturas Kelvin, Celsius, Rankine y Fahrenheit. 

1-7 ESCALA PRACTICA INTERNACIONAL DE TEMPERATURAS 

Para vencer las dificultades pràcticas que supone la determinación di- 
recta de la temperatura termodinàmica por termometria de gases y con 
objeto de unificar las escalas nacionales existentes en 1927, la 7. a Confe- 
rencia General de Pesas y Medidas adoptó una escala internacional de tem¬ 
peraturas. Su objetivo era proporcionar una escala pràctica de temperatu¬ 
ras que fuera fàcil y exactamente reproducible y que ofreciese con la 
màxima aproximación las temperaturas termodinàmicas. Està escala fue 
revisada en 1948, en 1960 y en 1968. Ahora se conoce corno la escala pràctica 
internacional de temperaturas de 1968 (IPTS-68). 

La temperatura pràctica internacional Kelvin se representa por el sim¬ 
bolo T 6S y la temperatura pràctica internacional Celsius por el simbolo f 68 . 
La relación entre y t M es 

Lss — ^88 — 273,15 K. 

Las unidades de T 6S y t 6S son el kelvin (K) y el grado Celsius (°C), del mismo 
modo que en el caso de la temperatura termodinàmica T y la temperatura 
Celsius t. 

La escala IPTS-68 està basada en los valores asignados a las temperatu¬ 
ras de cierto nùmero de estados de equilibrio reproducibles (puntos fijos) 
y en instrumentos patrones calibrados a dichas temperaturas. Dentro de 
los limites de la exactitud experimental, las temperaturas asignadas a los 
puntos fijos son iguales a los mejores valores obtenidòs en 1968 de las 
temperaturas termodinàmicas de los puntos fijos. La interpolación entre 


Tabla 1-2 Temperaturas asignadas para algunos puntos fijos en 
la definición de la escala pràctica internacional de temperaturas 
de 1968 (IPTS-68). 


Punto fijo 

CO 

t a (°C) 

Punto triple del hidrógeno 
Punto de ebullición del neon 
Punto triple del oxigeno 

Punto triple del agua 

Punto de ebullición del agua 
Punto de fusión del cinc 

Punto de fusión de la piata 

Punto de fusión del oro 

_ 

13,81 

27,102 

54,361 

273,16 

373,15 

692,73 

1235,08 

1337,58 

-259,34 

-246,048 

-218,789 

0,01 

100 

419,58 

961,93 

1064,43 


r.iAin; 
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las temperaturas de los puntos fijos se logra por fórmulas que establecen 
la relación entre las indicaciones de los instrumentos patrones y los valo- 
res de la temperatura pràctica internacional. Algunos de estos estados de 
equilibrio y las temperaturas que se les asignan en la escala pràctica inter¬ 
nacional se dan en la tabla 1-2. 

El instrumento patron utilizado entre 13,81 K y 630,74 °C es el termò¬ 
metro de resistencia de platino. Se utilizali fórmulas especificas para el 
càlculo de la temperatura pràctica internacional a partir de los valores 
medidos de la resistencia del termòmetro dentro de este intervalo y las 
constantes de estas fórmulas se determinali midiendo la resistencia en los 
puntos fijos especificos entre el punto triple del hidrógeno y el punto de 
fusión del cinc. 

En el intervalo de 630,74°C a 1064,43°C, el instrumento patron es un ter¬ 
mopar de platino y una aleación de platino y 10 % de rodio. El termopar se 
calibra midiendo su fem a una temperatura de 630,74°C, corno en el caso 
del termòmetro de resistencia de platino y en los puntos de fusión normal 
de la piata y del oro. 

A temperaturas superiores al punto de fusión del oro (1337,58 K o 
1064,43°C) la temperatura pràctica internacional se determina midiendo el 
poder emisivo (radiancia) de su cuerpo negro y calculando la temperatura 
a partir de la ley de radiación de Planck* (véase sección 13-2). El punto de 
fusión del oro, 1337,58 K, se utiliza corno temperatura de referencia, Junto 
con el mejor valor experimental de la constante c 2 de la ley de radiación 
de Planck dada por 

c 2 = 0,014388 m K. 

Para la descripción completa de los procedimientos seguidos en la deter- 
minación de las temperaturas IPTS-68, véase el articulo correspondiente en 
Metrologia, Voi. 5, N.° 2 (abril 1969). La escala IPTS-68 no està definida por 
debajo de una temperatura de 13,8 K. En ' «Heat and Thcrmodynamics», 
5. a ed., de Mark W. Zemansky (McGraw-Hill), pucde hallarsc la descripción 
de los procedimientos experimentales en oste intervalo. 

1-8 EQUILIBRIO TERMODINAMICO 

Cuando un sistema arbitrario eslà aislado y abandonado a si misuro, sus 
propiedades, en generai, varinràn con el ticmpo. Si inicialmente existen di- 
fcrcncias de temperatura entre parles del sistema, después de un tiempo 
suficìcnteinenle largo la temperatura serà la misma en todos los puntos 
y entonces se dice (pie el sistema se encuentra en equilibrio tèrmico. 

* Max K. li. L. Planck, fisico alemàn (1858-1947). 
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* -i — 

.»— * - — » di “ *» 
““ “ TZ'Z’ZZn equilibrio tèrmico, mccónico y quinto se dice 

SttssSHwiS 

ejempio, la presion vana de unas a oirab, 
xime a un valor constante. 

1-9 PROCESOS sistema cambia, el estado del 

Cuando a'guna de h W* cxpcrim e„u> un proce» o Mnsformadón. 
sistema se modifica y se 1 instante el sistema difiere 

Si el proceso se reato de ial modo quo «*«» se dcnoInina 

sólo infinitesimalmente de un està o q ; uasìcs , 4tico se aproxima, 

cuasiestàtico (es decir, casi estatico). Ui p existen diferencias 

por tanto, a una succsión de estados de eqmhbno Si existen 

finita* con cl equilibrio cl proceso es no cuasiestatic- desplazab i c . 

Consiclerenuis un gas cn un P»r 

Supongamos que las puiuks V -1 campo gravita- 

superlicics adiabàiicas y de»,ne,usuo» unaq»,c 1 JLdo de 

torio terrestre. Con el p.slm. en rcposo, (1 gas M a a.alca ^ todos 

equilibrio en el cual su lemperatma, ) >usl01 ' > 1 u *| ‘ , pres ión, la tempc- 

los puntos. Si el pìston desciende almi a miscam, ^ de i pistón 

ratura y densidad del gas que està -medmtan end;poi d^p ^ 

aumentaràn cantidades fimtas por encima c sus iostàticamcntc> 0 ] 

proceso es no cuasiestàtico. Para comprima c t , ■ ‘ • rocusas de pr<> 

nistón debe descender muy lentamente, a fin de que . 1 
^ción de ondas, amortiguamiento viscoso y conduceion termica don luga, 
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en todo momento a un estado esencialmente de equilibrio mecànico y tèr¬ 
mico. 

Supongamos que deseamos incrementar la temperatura de un sistema 
desde un valor inicial T\- a un valor final T 2 . La temperatura podria incre- 
mentarse encerrando el sistema dentro de unos limites diatérmicos y man- 
teniendo el medio exterior del sistema a la temperatura T 2 . Sin embargo, 
el proceso no seria cuasiestàtico porque la temperatura del sistema próxima 
a los limites se incrementaria mas ràpidamente que en los puntos inter- 
nos y el sistema no pasaria por una sucesión de estados de equilibrio tèr¬ 
mico. Para incrementar- la temperatura cuasiestàticamente, los limites deben 
estar inicialmente a la temperatura T, y después aumentar ésta con la sufi- 
ciente lentitud para que en todo momento sea sólo un infinitèsimo superior if 
a la del sistema. 

Todos los procesos reales son no cuasiestàticos porque tienen lugar con 
diferencias finitas de presión, temperatura, etc., entre partes de un sistema. 

Sin embargo, el concepto de proceso cuasiestàtico es util e importante en 
termodinàmica. 

Muchos procesos se caracterizan por el hecho de que alguna propiedad 
de un sistema permanece constante durante el proceso. Cuando el volumen 
del sistema permanece constante, el proceso se denomina isostérico o isó- 
coro. Si la presión permanece constante, el proceso se llama isobàrico. Un 
proceso a temperatura constante se llama isotèrmico. 

Un proceso que se realiza en un sistema incluido en limites adiabàticos, 
se llama proceso adiabàtico. Como se estableció anteriormente, tal proceso 
puede describirse también corno aquél en el cual no hay flujo de calor a 
través de los limites. Muchos procesos reales, corno la simple carrera del 
pistón de un motor de combustión interna estàn muy próximos al adiabà¬ 
tico porque tienen lugar en un tiempo tan corto, que el flujo de calor que 
entra o sale del sistema es extraordinariamente pequeno. Un proceso puede 
también hacerse adiabàtico regulando la temperatura del medio exterior, 
de tal modo que el proceso tenga lugar a la misma temperatura del sistema. 

Un proceso reversible puede definirse corno aquél cuyo «sentido» pueda 
invertirse por un cambio infinitesimal en alguna propiedad del sistema. 

Asi, si la temperatura de un sistema dentro de unos limites diatérmicos cs 
siempre ligeramente inferior que la de su entorno, existirà un flujo de 
calor procedente de éste hacia el sistema; mientras que si la temperatura 
del sistema es ligeramente superior a la del medio exterior, existirà un flujo 
de calor en sentido opuesto. Tal proceso es, por tanto, reversible, asi corno 
cuasiestàtico. 

Si existe una diferencia finita de temperaturas entre el sistema y el 
medio ambiente, el sentido del flujo de calor no puede invertirse por un 
cambio infinitesimal en la temperatura del sistema y el proceso es irrever- 
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sible, asi corno no cuasiestàtico. Supongamos, sin embargo, que los limites 
del sistema son casi, pero no totalmente adiabàticos, de modo que el flujo 
de calor es muy pequeno, incluso con una diferencia finita de temperaturas. 
El sistema està entonces muy próximo al equilibro tèrmico en todo mo¬ 
mento y el proceso es cuasiestàtico, aunque no es reversible. 

La lenta compresión o expansión de un gas en un cilindro previsto de un 
pistón es cuasiestàtica; pero si hay una fuerza de rozamiento / entre el pis- 
tón y el cilindro cuando aquél està en movimiento, el proceso es no rever¬ 
sible. La fuerza ejercida sobre el pistón por el gas cuando éste se expande 
difiere en 2f respecto a cuando el gas se comprime. Por tanto, el sentido 
del movimiento del pistón puede invertirse sólo por un cambio finito en 
la presión del gas. Todos los procesos reversibles son necesariamente cua¬ 
siestàticos, pero un proceso cuasiestàtico no es necesariamente reversible. 
Los términos reversible e irreversible tienen ademàs un profundo sigmti- 
cado, que sólo puede entenderse completamente después de exponer el se- 
gundo principio de la termodinàmica. 

PROBLEMAS .... 

1-1 Establecer si es posible que el razonamiento exclusivamente termodinamico 
se utilice para determinar; (a) la velocidad media de las moléculas de un gas; 
(b) la relación entre la dependencia de la presión de la capacidad calorifica espe- 
ci'fica de un sòlido y la dependencia de la temperatura de su volumen; (c) la mag- 
nitud del momento magnètico de un gas; (d) la relación entre la presión y la tem¬ 
peratura de la radiación electromagnética en una cavidad; (e) la magmtud de la 
capacidad calorifica esperisca de un sòlido. Justificar brevemente las respuestas. 
1-2 óCuàles de las siguientes magnitudes son extensivas y cuàles intensivas. (a) I 
momento magnètico de un gas. (b) El campo eléctrico E en un sòlido, (c) La lon- 
gitud de un alambre. (d) La tensión superficial de una pelicula de aceite. 

1-3 La densidad del agua en unidades cgs es 1 g cm- 3 . Calcular: (a) la densidad 
en unidades MKS; (b) el volumen especifico en m 3 kg- 1 ; (c) el volumen especifico 
molai, (d) Ilacer los mismos càlculos para el aire, cuya densidad es 0,00129 g cm . 
El peso molecular medio del aire es 29; es decir, la masa de 1 kilomol de aire es 

29 kg. ■ . _ 

1-4 Estimar la presión que cjercemos sobre el suelo cuando estamos de pie. t.x- 

presar la respuesta en atmósleras y en Torr. 

1-5 Una atmosfera normal se deiine corno la presión producida por una columna 
de mercurio de 76 cm exactamente de altura a una temperatura de 0°C en un lugar 
donde g = 980,665 cm s~ 2 . (a) iPor Qué es necesario especificar la temperatura y la 
aceleración de la gravedad en està definición?. (b) Calcular la presión en N m 
producida por una columna de mercurio de densidad 13,6 g cm- 3 , de 76 cm de al¬ 
tura en un lugar donde g = 980 cm s~ 2 . , 

1-6 Dos recipientes llenos de gas estàn conectados por un tubo largo y delgaao, 
tèrmicamente aislado. El recipiente A està rodeado por limites adiabàticos, mien¬ 
tras que la temperatura del recipiente B puede variarse por contacto con un cuer- 
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Figura 1-6 


po C que se encuentra a temperatura distinta. En la fig. 1-6 estos sistemas se mues- 
tran con una variedad de llmites. <;Qué figura representa: (a) un sistema abierto 
encerrado dentro de un limite adiabàtico?; (b) jun sistema abierto encerrado dentro 
de un limite diatermico?; (c) <;un sistema cerrado incluido en un limite diatèrmico?; 
(d) (.un sistema cerrado incluido en un limite adiabàtico? 




Ti llipri Mini .i ( I ) 


I 

H 


Figura 1-7 


1-7 Un termoscopio lormado poi un liilm de vidrio con agua se usa para determi¬ 
nai’ si (los sisleuias M-paiado-. -,r cnrocnlrari en equilibrio tèrmico.'La densidad del 
agua, indicai la en la lig, I 7, rs cl paràmetro termomètrico. Supóngase que cuando 
ri termoscopio se insella en rada uno de los sistemas, el agua se eleva a la misma 
allm a <|iir im i rspiiiidc a una densidad de 0,999945 g cm~ 3 . (a) gEstàn los sistemas 
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necesariamcnte en equilibrio termico? (b) ^Cambiaria la altura del agua en el ter¬ 
moscopio si los sistemas se pusieran en contacio termico? (c) èSi hubiese un cam¬ 
bio en la parte (b), aumentarla o disminmria la altura? 

1-8 Utilizando los dalos de la tabla 1-1 determinar la temperatura empirica del 
punto normal de sublimación del C0 2 cuando se micie con el termopar, el termo- 
"ero do platino, cl termòmetro de hidrógeno a alta proslón y cl termometro de 

hidrógeno a baia presión. , 

1-9 La altura de la columna de mercurio en cierto termometro de vidrio es 
5 00 cm cuando el termòmetro està en contacio con agua en su punto triple Con- 
sideremos la altura de la columna de mercurio corno la proptedad termometrica X 
y sea 6 la temperatura empirica detcrminada por cste termometro, (a) Calori 
la Temperatura empirica medida cuando la altura de la columna de mercurio es 
6,00 cm. (b) Calcular la altura de la columna de mercurio en el punto del vapo . 
(c) Si X puede medirse con una precisión de 0,01 cm, decir si puede utilizarne es 
termòmetro para distingui entre el punto del hielo y el punto triple. 

1-10 Una temperatura t* se define por la ecuación 

t* = aO 2 + b, 

en la que « y b son constantes y 9 es la temperatura empirica determinada por 
el termòmetro de vidrio del problema anterior. (a) Determinar los valores nume- 
— i t* = 0 en el punto del hielo y 1 * = 100 en el punto del vapor. 
S Determfnar el valor de t* cuando la altura de la columna de mercurio es 
xJlfiO Tm. (c) Determinar la altura de la columna de mercurio cuando f =50. 

m R Sw del P Unt ° dd VaP01 d e S f e ne jSS relaS 

numèrico 100 y que la rclación entro dos temperatmas se d P tenido 

limite, cuando J ° 3 -»0 entre las prcsiones correspondientes de un g 

a volumen constante. Determinar: (a) cl mejor valor expe,^mneraira^tte 
ratura del punto dei hielo en osta escala y (b) cl internalo de temperatura ent 

los puntos del hielo y del vapor. , • i „ 491 a la 

1-12 Supongamos que se asigna un valor numerico exactamente 
temperatura del punto del hielo y que la relación entre dos t mp~ “ dC 
line por cl cociente limite, cuando P k -, 0, de Ins presume*.co de ^ 

gas que se mani iene a volumen constante. Detei minar, (a) intervalo 

numtal de la ,cupe, alma del punto del vapor en està escala y (b) el intervalo 

ile Icmpcralma unire los puulos del hielo y del vapor. , 

ì-13 lT|,,C,'.„ * .... *. idei.tenido a volume. constante v.ene dada po, 

la ecuación 

p = AT 

en donde T es la temperatura termodinàmica y A una constante. Sea T* una tem¬ 
peratura definida por 


T* = B In CT 
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en donde B y C son constantes. La presión P es de 0,1 atm en el punto triple del 
agua. La temperatura T* es 0 en el punto triple y T* es 100 en el punto del vapor, 
(a) Determinar los valores de A, B y C. (b) Determinar el valor de T* cuando 
P = 0,15 atm. (c) Determinar el valor de P cuando T* es 50. (d) <iCuàl es el valor 
de T* en el cero absoluto? (e) Representar gràficamente T* en función de la tem¬ 
peratura Celsius t para —200°C < t < 200°C. 

1-14 Cuando una soldadura de un par termoeléctrico se mantiene en el punto del 
hielo y la otra se encuentra a la temperatura Celsius t, la fem £ del par viene 
dada por una función cuadràtica de t: 

S = txt + /9f 2 . 

Si £ se expresa en milivolts, los valores numéricos de a y /3 para cierto termopar 
resultan ser 

a = 0,50, p = -1 x IO- 3 . 

(a) Determinar la fem para t = — 100°C, 200°C, 400°C y 500°C y representar gràfi¬ 
camente £ en función de t. (b) Suponer que la fem se toma corno propiedad ter¬ 
momètrica y que una escala de temperatura t* se define por la ccuación lineai 

t* = aS + b. 

Sea t* = 0 en el punto del hielo y t* = 100 en el punto del vapor. Determinar los 
valores numéricos de a y b y representar £ en función de t*. (c) Determinar 
los valores de t* cuando t — — 100°C, 200°C, 400°C y 500°C y representar gràfica- 
mente t* en función de t dentro de este intervalo. (d) ?Es la escala f* una escala 
Celsius? (-Tiene està escala ventajas o inconvenientes en comparación con la IPTS? 
1-15 La temperatura termodinàmica del punto de ebullición normal del nitrògeno 
es 77,35 K. Calcular el valor correspondiente de las temperaturas: (a) Celsius, 

(b) Rankine y (c) Fahrenheit. 

1-16 La temperatura termodinàmica del punto triple del nitrogeno es 63,15 K. Uti¬ 
lizando los datos del problema anterior, ?qué diferencia de temperatura cxisto 
entre el punto de ebullición y el punto triple del nitrògeno en las esealas: (a) Kelvin, 
(b) Celsius, (c) Rankine y (d) Fahrenheit? Indicar la imidad apropiada en cada 
respuesta. 

1-17 Una mezcla aislada de hidrógeno y oxigeno alcan/.a un eslado de tempera¬ 
tura y presión constantes. La me/.cla explola con una chispa de energia despre- 
ciable y de nuevo aleanza un eslado de temperatura y presión constantes. (a) ,-Es 
el estado inicial un eslado de equilibrio? (b) ^Es el eslado final un estado de 
equilibrio? Razonaf las resptiestas. 

1-18 (a) Describir cónto es posible que un sistema conteniendo dos gases se en- 
cuentre en equilibrio rnecànico, pero no en equilibrio tèrmico o quimico. (b) Des¬ 
cribir cónto un sistema formado por dos gases puede estar en equilibrio tèrmico, 
pe.ro no en equilibrio rnecànico o quimico. (c) Describir còrno un sistema formado 
por dos gases puede estar en equilibrio tèrmico y rnecànico, pero no en equilibrio 
quimico. 
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En un gràfico de V en función de T dibujar y seBalizar las lineas 

can los n siguiLes procesos a partir dei « ^deTntpe- 
pansión isotèrmica; (b) una compresion isotermica, le) un 

ratura a volumen constante (isócoro). r sible- (b) un proceso cuasies- 

rizar los s.guientes procesosse incrementa lentamente. La presión 
dro previsto de “/^M Un gas^Sdo en un cilindro provisto de un pistón 
permanere constante (b) Un g permanere constante. Existe una fuerza de 

se expande lentamente. La temp p . . . encerrado en un cilindro 

fricción entre la pared del ràpidamente, (d) Un trozo de 

provisto de un piston sin roza rc„ n nner aue el sistema es el metal 

hierro incandescente se echa en ap, a „ ^ sopor te sin rozamiento osella 

STpSSn*™ “““• 


p 



(a) < b > 

Figura 1-8 


1-22 Un gas se encierra cn un cilindro provisto de un pistón de ^ seccionA, 
conio indica la lig. l-8(a). I- a relaGión la seme- 

^^^=r^S:-VT?iiindro. 
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2-1 ECUACIONES DE ESTADO 

Experimentalmente se encuentra que sólo un nùmero minimo de las pro- 
piedades de una sustancia pura pueden tornar valores arbitrarios. Los valo- 
res de las restantes propiedades vienen determinados por la naturaleza de 
la sustancia. Por ejemplo, supongamos que en un tanque vacio se introduce 
gas oxi'geno, manteniendo el tanque y su contenido a la temperatura termo- 
dinàmica T. El volumen V del gas introducido viene determinado por el del 
tanque y la masa in del gas depende de la cantidad introducida. Una vez 
conocidos T, V y m la presión P del gas depende de la naturaleza del oxf- 
geno y no se le puede dar cualquier valor arbitrario. Resulta, pues, que 
existe cierta relación entre las propiedades P, V, T y m que, en generai, puede 
expresarse en la forma 

f(P, V, T, m) = 0. (2-1) 

Està relación se conoce con el nombre de ecuación de estado de la sus¬ 
tancia. Si se fijan tres cualesquiera de las propiedades, la cuarta queda 
determinada. 

En algunos casos son necesarias otras propiedades ademàs de las rela- 
cionadas anteriormente para describir por completo el estado del siste¬ 
ma y estas propiedades deben incluirse en la ecuación de estado. Son 
ejemplos el àrea y la tensión superficial de una superficie liquido-vapor, la 
imanación y la densidad de flujo en un material magnètico y la carga en 
una célula electrolitica. Sin embargo, de momento, sólo consideraremos 
aquellos sistemas cuyo estado pueda describirse completamente por las pro¬ 
piedades P, V, T y m. 

La ecuación de estado puede escribirse de forma que sólo dependa de 
la naturaleza de la sustancia y no de la cantidad de sustancia presente, 
reemplazando todas las propiedades extensivas por sus correspondientes 
valores especfficos por unidad de masa o por mol. Asi, si las propiedades 
V y m se combinan en la forma v = V/ni que es una propiedad intensiva, 
la ecuación de estado se convierte en 

f(P, v, T) = 0. (2-2) 

La ecuación de estado varia de una sustancia a otra. En generai, es una 
relación extraordinariamente complicada y a menudo se expresa corno una 
serie de potencias convergente. Una idea generai de la naturaleza de la 
limción se obtiene con mayor claridad presentando los clalos en forma 
già fica. 

2-2 ECUACIÓN DE ESTADO DE UN GAS IDEAL 

•Supongamos que se ha medido la presión, volumen, temperatura y masa 
de cierto gas en un amplio inlervalo de estas vanables. En ve/, del volu- 
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i V emnlearemos el volumen molai especifico v - V/n. Suponga- 
men reai V, emplearemos e temneratura absoluta dada 

r y S que se'caliTatara cada^didTmdividual la razón Pv/T ; trarremo, 
una «rifica con estos cocientes corno ordenadas, y las presiones corno abscsas. 

Experimentalmente se ve due estos coc.entes se s „dan e„ 

cualquiera que sea la temperatura, pero que “ :P 2 ., sc han 

a diferentes temperaturas se srtuan en curv correspondientes a tres 

representado los datos para el droxrdo d ? “tfcurvas es: (a) que todas 
temperaturas. La caractertstica no a , e ; e ver tical, cualquiera 

oSma “ ^ 

y se representa con la letra R. La umdad de Pv/T 

l(Nm1K kilomol^KK" 1 ) = 1(Nm)(kilomol” 1 K" 1 ) = 1 J kilomol- 1 K _1 , 

y el valor de R en este sistema es 

R = 8,3143 X IO 3 J kilomol -1 K -1 . 



Presión (N ni 2 ) 

Fiv. 2-1 El valor limite de PojT es indepcndiente de T para todos los 
gases. Para un gas ideal, Pv/T es constante. 

Asf resulta que a presiones suficientemente bajas podemos escribir que 
para todos los gases 


Pv/T = R, o sea, Pv = RT. 
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Es conveniente postular un gas ideal, para cl cual, por definición, la razón 
Pv/1 es exactamente igual a R, para cualquier presión y temperatura. La 
ecuación de estado de un gas ideal es, por lo tanto, 

Pv = R T, (2-3) 

o sea, corno v = Vjn, 

PV = nRT. ( 2_4) 

Para un gas ideal, las curvas de la fig. 2-1 se reunen en una lìnea rccta 
ùnica horizontal a una altura R sobre el eje de presiones. 
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2-3 SUPERFICIE P-v-T DE UN GAS IDEAL 

La ecuación de estado de un sistema PvT define una superficie en un siste¬ 
ma de coordenadas rcctangulares, en el cual se representa P, v y T segùn 
los tres ejes. En la fig. 2-2 puede verse una parte de està superficie para 
un gas ideal. Cada estado de equilibrio posible de un gas ideal, està repre- 
sentado por un punto de su superficie P-v-T ; anàlogamente cada punto de 
la superficie representa un posible estado de equilibrio. Un proceso cuasies- 
tàtico, es decir, una sucesión de estados de equilibrio està representado por 
una lìnea sobre la superficie. Las lineas de trazo continuo de la fig. 2-2 re- 
presentan procesos a temperatura constante o procesos isotérmicos. Las lì- 
neas de puntos represcntan procesos isócoros y las lineas de trazo discon¬ 
tinuo procesos isobàricos. 

Las figuras 2-3(a) y 2-3(b) son proyecciones de las lineas de la fig. 2-2 
sobre los planos P-v y P-T. 

En un proceso isotèrmico, para una masa detcrminada de un gas ideal, 
se tiene 

Pv = RT — constante. (2-5) 

En el ano 1660 Robert Boyle* descubrió experimentalmente que el pro- 
ducto de la presión por el volumen es aproximadamente constante para una 
masa dada de un gas ideal a temperatura constante. Este hecho se conoce 
corno la ley de Boyle y es rigurosamente cierta, por definición, para un gas 




Fig. 2-3 Proyecciones de la superficie P-v-T del gas ideal sobre: (a) el 
plano P-v y (b) el plano P-T. 


* Robert Boyle, qulmico britànico (1627-1691). 
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ideal. Las curvas de la figura 2-3(a) son las representaciones gràficas de la 
ecuación (2-5) para diferentes temperaturas y, por consiguiente, para dife- 
rentes valores de la constante. Estas curvas son hipérbolas equilàteras. 

En un proceso a volumen constante para una masa determinada de un 
gas ideal. 



const 


x T. 


( 2 - 6 ) 


Por lo tanto, la presión es una función lineai de la temperatura T. Las lineas 
punteadas de la fig. 2-3(b) son las gràficas de la ecuación (2-6) para diferen¬ 
tes volumenes y, por tanto, para diferentes valores de la constante. 

Si es constante la presión de una masa determinada de un gas ideal 



const 


x T 


(2-7) 


y el volumen es una función lineai de la temperatura a presión constante. 


2-4 ECUACIONES DE ESTADO DE LOS GASES REALES 

Se han propuesto muchas ecuaciones que describen las relaciones P-v-T de 
los gases reales con mas exactitud que la ecuación de estado de un gas ideal. 
Algunas de ellas son puramente empi'ricas, mientras que otras se deducen a 
partir de hipótesis moleculares. Van der Waals*, en 1873, dedujo la siguiente 
ecuación: 

(p + ^(» -b)= RT. (2-8) 

Las magnitudes a y b son constantes para un gas, pero difieren de un 
gas a otro. En la tabla 2-1 se relacionan algunos valores. En el capitulo 10 
veremos que el término a/v 1 surge a causa de la existencia de fuerzas intcr- 
moleculares y que el término b es proporcional al volumen ocupado por 
las propias moléculas, pero de momento consideraremos la ecuación conio 
empirica. 

Se ve que, a volumenes especificos suficientemente grandes, el termino 
a/v 2 resulta despreciable comparado con P y que b resulta dcspicciable com- 
parado con v. La ecuación de van der Waals se reduce entonces a la ecua¬ 
ción de estado para gases ideales y lo mismo delie ocurrir con cualquier 
ecuación de estado para volumenes especificos grandes. 

* Johannes D. van der Waals, fisico liolaiules (1837-1923). 




34 


ECUACIONES DE ESTADO 


La fig. 2-4 es un diagrama de una parte de la superficie P-v-T de un gas 
de van der Waals y la fig. 2-5 una proyección sobre el plano P-v de algunas 
isotermas. 


Fig. 2-5 Isotermas de un gas de van der Waals. 

Cuando se desarrolla la ecuación de van der Waals en potencias de v, toma 
la forma 

Pv 3 - (Pb + RT)v l + cw — ab — 0. (2-9) 

Es por lo tanto una cùbica en v y para cada par de valorcs P y T, tiene tres 
rafees, de las cuales una cs siemprc rcal. A Lcmpcraturas bajas, tal corno la 
que correspondc a T, cn la fig. 2-5, existen tres ralccs positivas sobre un 
cierto intervalo de valorcs de P. A medida que aumenta la températura, las 
tres ralccs reales se aproxiimm entre si y a la temperatura T c son ìguales. 
Por cncima de esla lemperatura, existe sólo una ralz reai para todos los 
valorcs de P. HI signilieado del punto critico y el de la linea de puntos abe 
se explicai'ii en la seceión 2-5, 

Otra l'orma olii de ecuación de estado de un gas reai es 

Pv = A + - + - + ■■■, (2-10) 

v v 

en la nini A, B y C, etc., son funciones de la temperatura y se denominan 
cofflcltiiitas del viridi. Generalmente, la deducción teòrica de la ecuación de 
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estado, basada cn alguna lcy de fuerza entre las molcculas de un gas,, con¬ 
duce a una ecuación de la forma virial. Para un gas ideal, es evidente que 
A = RT y que todos los otros cocficicntes del virial son nulos. 

La ecuación de van der Waals puede escribirse en forma virial corno 
sigue. Escribimos primero 



a 

v 


Por el teorema del binomio, 


Por lo tanto 


f- 


i + k + L a + 

V v 2 


Pv = RT+ R l- b ~“ + Klf + 

V v 2 


( 2 - 11 ) 


y para un gas de van der Waals 

A = RT, B == RTb - a, C = RTb 2 , etc. 


2-5 SUPERF1C1ES P-v-T DE LAS SUSTANCIAS REALES 

Las sustancias reales pueden existir en fase gaseosa sólo a temperaturas 
suficientcmenle altas y prcsioncs suficientemente bajas. A bajas tempera¬ 
turas y alias prcsioncs se presentan transiciones a las fases lìquida y sòlida. 
La superficie P-v-T de una sustancia pura comprende estas fases, asl corno 
la fase gaseosa. 

Las figs. 2-6 y 2-7 son diagramas esquemàticos de una región de la su¬ 
perficie P-v-T de una sustancia reai. La primera corresponde a una sustan¬ 
cia tal corno el dióxido de carbono,que se contrae al solidificarse, y la ulti¬ 
ma, a una sustancia tal corno el agua, que se dilata al solidificarse. El estu- 
dio de los diagramas indica que hay ciertas regiones (es decir, ciertos inter- 
valos de las variables), en las que la sustancia puede existir en una sola fase. 
Estas regiones se indican bajo las denominaciones de sòlido, liquido y gas 
o vapor. (Pronto se expondrà la distinción entre un gas y un vapor.) En 
otras regiones (indicadas en las figuras, sòlido y liquido, sòlido y vapor y 
liquido y vapor) ambas fases pueden existir simultàneamente en equilibrio 
y a lo largo'de una linea llamada linea triple pueden coexistir las tres fases. 
Igual que en el caso de la superficie P-v-T de un gas ideal, cualquier curva 
en la superficie representa una transformación cuasiestàtica posible, o sea, 
una sucesión de estados de equilibrio. Las curvas en las figs. 2-6 y 2-7 co- 
rresponden a transformaciones isotérmicas. 
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Fig. 2-6 Superficie P-v-T de una sustancia que se contrae al solidi- 
ficarse. 

Las regiones de las superficies en las que pueden coexistir dos fases son 
superficies regladas. Es decir, una recta paralela al eje v se mantiene en 
contacto con la superficie en todos los puntos. Por lo tanto, cuando las 
superficies de las figs. 2-6 y 2-7 se proyectan en el plano P-T, cstas superfi¬ 
cies regladas se proyectan corno lineas. La proyección de la superficie de 
la fig. 2-6 sobre el plano P-T se indica en la fig. 2-8(a) y la correspondiente 
a la superficie de la fig. 2-7 se muestra en la fig. 2-9(a). Las lineas corres- 
pondientes a los valores de P y T, para los cuales pueden coexistir las fases 
sòlida y vapor, asi corno las fases liquido y vapor, siempre se curvan hacia 
arriba y hacia la derecha. La linea que representa el equilibrio entre el 
sòlido y el liquido tiene pendiente positiva en la fig. 2-8 y negativa en la 
fig. 2-9. En la sección 7-6 veremos que la primera es caracteristica de todas 
las sustancias que se contraen al solidificarse y, la segunda, de las sustan- 
cias (corno el agua) que se dilatan al solidificarse. 

Las lineas triples de las figs. 2-6 y 2-7 se proyectan en cl diagrama P-T 
en un punto llamado punto triple. En la tabla 2-2 se han anotado algunos 
valores de puntos triples para algunas sustancias corrienlcs. La tempera- 
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Fig. 2-7 Superficie P-v-T de una sustancia que se expande al solidi¬ 
ficarse. 




Fig. 2-8 Proyeccionos de la superficie de la fig. 2-6 sobre: (a) el plano 
P-T y (b) el plano P-v. 
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Fig. 2-9 Proyecciones de la superficie de la fig. 2-7 sobre: (a) el plano 
P-T y (b) el plano P-v. 

tura del punto triple del agua es el punto fijo patron al cual se asigna la 
temperatura arbitraria de 273,16 K. 

En las figs. 2-8(b) y 2-9(b) se muestran las proyecciones de las superficies 
de las figs. 2-6 y 2-7 sobre el plano P-v. Las superficies pueden proyectarse 
también en el plano v-T, pero està proyección se usa rara vez, puesto que 
con las dos primeras proyecciones puedc obtenerse cualquier comporta- 
miento caracteristico de la superficie. 


Tabla 2-2 Datos del punto triple. 


Sustancia 

Temperatura 

(K) 

Presión 

(torr) 

Helio (4) (punto X) 

2,186 

38,3 

Hidrógeno (normal) 

13,84 

52,8 

Deuterio (normal) 

18,63 

128 

Neon 

24,57 

324 

Nitrògeno 

63,18 

94 

Oxigeno 

54,36 

1,14 

Amoniaco 

195,40 

45,57 

Dióxido de carbono 

216,55 

3880 

Dióxido de azufre 

197,68 

1,256 

Agua 

273,16 

4,58 
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Sigamos los cambios de estado de la sustancia cuya superficie P-v-T es 
la de la fig. 2-6 en una transformación que nos lieve del punto a al punto f, 
a lo largo de la isoterma de temperatura T r . Para realizar està trànsforma-. 
ción imagincmos la sustancia encerrada en un cilindro con un èmbolo móvil. 
Partiendo del estado representado por el punto a, en que la sustancia se 
Italia en la fase gaseosa (o de vapor), aumcntemos lentamente la presión 
sobre el èmbolo. El volumen disminuye al principio de una manera aproxi- 
madamente igual a la de un gas ideal. Cuando se alcanza el estado represen¬ 
tado por cl punto b. aparccen gotas de liquido en el cilindro.* Es decir, la 
sustancia se separa en dos fases de muy distintas densidades, aunque am- 
bas se encuentran a la misma temperatura y presión. El volumen especifico 
de la fase vapor es cl corrcspondientc al punto b y el de la fase liquida 
corresponde al punto c. 

Con una ulterior disminución de volumen a lo largo de la curva bc, la 
presión no aumenta, sino que permanece constante. La fracción de la sus¬ 
tancia en la fase vapor disminuye continuamente y la fase liquida aumenta 
continuamente. En està parte de la transformación, en que el liquido y el 
vapor pueden existir en equilibrio, el vapor se denomina vapor saturado y 
el liquido liquido saturado. (El adjetivo «saturado» es poco feliz, porque da 
idea de una «solución saturada», o sea, una solución en que la concentra- 
ción de la sustancia disuelta es màxima y en un vapor saturado no hay nada 
disuelto; la sustancia que «precipita» al disminuir el volumen no es un 
soluto, sino la misma sustancia de la cual està compuesto el vapor.) 

La presión ejcrcida por el vapor saturado o liquido se llama presión de 
vapor. La presión de vapor es evidentemente función crociente de la tempe¬ 
ratura. La curva rolulada L-V de la fig. 2-8(a), proyección de la superficie 
liquido-vapor en cl plano P-T, es la curva de presión de vapor. La forma 
generai de osta curva es la misma para todas las sustancias, pero la pre¬ 
sión de vapor a una temperatura determinada varia ampliamente de una 
sustancia a otra. Asi, a una temperatura de 20°C la presión de vapor del 
mercurio es 0,0012 torr, la del agua es 17,5 torr y la del C0 2 es 42 960 torr. 

Volvamos al proceso de compresión isotèrmica. En el punto c de la 
fig. 2-6, la sustancia està complemòntada en la fase liquida. Para disminuir 
èl volumen que poscc en el punto c al del punto d se necesita un gran incre¬ 
mento de presión, pucs los liquidos no son muy compresibles. En el punto 
d, la sustancia se separa de nuovo en dos fases. Los cristales del sòlido 
comienzan a formarne con un volumen especifico que corresponde al punto 
e y la presión permanece constante mientras eslàn presentes las fases li¬ 
quida y sòlida. La sustancia se encuentra totalmente en la fase sòlida en 
el punto e y el volumen disminuye muy poco al aumentar mas la presión, 
— --- -v 

* Ver, no obstante, la sección 7-5 para una exposición mas amplia de este fenòmeno. 


; 
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.a menos que existan otras formas del sòlido. E1 hielo es un ejemplo de este 
caso, porque por lo menos se han observado siete formas diferentes de 
hielo a muy altas presiones, corno puede verse en la fig. 2-10. 

Si ahora se aumenta lentamente el volumen del sistema, todos los cam- 
bios descritos anteriormente se producen en sentido opuesto. 



Se podrà ver, observando la fig. 2-6, que si se realizara un proceso de 
compresión similar al descrito anteriormente, pero a una temperatura màs 
alta, T 3 , se requiriria alcanzar una presión màs elevada y un volumen espe- 
cffico menor antes de que comenzara a producirse un cambio de fase de 
vapor a liquido y que cuando la sustancia estuviera totalmente licuada, su 
volumen especifico seria algo mayor que a la temperatura màs baja. A una 
temperatura particular, que indicaremos por T C) llamada temperatura cri¬ 
tica, los volumenes especificos del vapor y del liquido saturados resultan 
iguales. Por encima de està temperatura no se podrà obtener la separación 


de un volumen grande en dos fases de densidades diferentes mediante una 
simple compresión isotèrmica. (Es decir, no se separa fase liquida. En cam¬ 
bio, a presiones suficientemente elevadas puede obtenerse la separación de 
las fases gaseosa y sòlida.) El valor comùn de los volùmenes especificos del 
gas y del liquido saturados a la temperatura critica se llama volumen espe¬ 
cifico critico, v c , y la presión correspondiente la presión critica, P c . El punto 
de la superficie P-v-T, cuyas coordenadas son P c , v c y T c , es el punto critico. 
En la tabla 2-3 se transcriben las constantes criticas para un cierto nùmero 
de sustancias. 


Tabla 2-3 Constantes criticas. 


Sustancia 

r c (K) 

P c (Nnr 2 ) 

n c (m 3 kilomol- 1 ) 

ITelio 4 

5.25 

1,16 x IO 5 

0,0578 

Helio 3 

3,34 

1,15 

0,0726 

Hidrógeno 

33,3 

12,8 

0,0650 

Nitrògeno 

126,2 

33,6 

0,0901 

Oxigeno 

154,8 

50,2 

0,078 

Amoniaco 

405,5 

111,0 

0,0725 

Freon 12 

384,7 

39,7 

0,218 

Dióxido de carbono 

304,2 

73,0 

0,094 

Arihidrido sulfuroso 

430,7 

77,8 

0,122 

Agua 

647,4 

209,0 

0,056 

Bisulfuro de carbono 

552 

78 

0,170 


Supongamos que se comprima isotèrmicamente un sistema que inicial- 
mente se halle en el estado representado por el punto a de la fig. 2-11. Si la 
compresión se efectùa en un cilindro con paredes transparentes, podremos 
observar que la condensación en fase liquida comienza en el punto en que 
la isoterma toca la superficie liquido-vapor, luego que la fase liquida aumen¬ 
ta mientras la fase vapor disminuye y, por ùltimo, en el estado represen¬ 
tado por el punto b, la sustancia en el cilindro se halla totalmente en fase 
liquida. Por otra parte, podemos partir con la sustancia en el mismo estado 
inicial (punto a) y rcalizar el proceso representado por la curva ab que 
rodea al punto critico. (Este proccso no es, por supuesto, isotermico.) ti 
estado final del sistema es el mismo en ambos procesos, pero en mngun 
momento del segundo la sustancia se separa en dos fases. No obstante, es 
correcto describir corno liquido el estado final del segundo proceso, o 
mismo que el estado final del primero. La sustancia tiene todas las^propie- 
dades de un liquido o sea: es un fluido de gran densidad (pequeno volu¬ 
men especifico) y poca compresibilidad (la presión aumenta ràpidamente 
para pequenas disminuciones de volumen), pero sus propiedades varian con 
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Fig. 2-11 Dos procesos distintos que dan Iugar a la licuación de un gas. 
Una separación de fases se observa en el proceso isotermico, pero no 
en el otro. * 


continuidad desde las asociadas al vapor en el punto a, hasta las asociadas 
a iquido en el punto b. Es, por lo tanto, posible convertir un vapor en 
liquido sin pasar por el proceso de «condensación», pero no puede trazarse 
una linea divisoria neta que séparé la porción de la superficie P-v-T dcno- 
minada «liquida» de la porción denominada «gas» o «vapor». 

Hasta ahora hemos usado los términos «gas» y "vapor» sin difcrenciar- 
los y en efecto, la distinción es innecesaria y artificial. El termino «vapor» 
generalmente se aplica a un gas en equilibrio con su liquido (es dccir, vapor 
saturado) o a un gas a una temperatura inlerior a su temperatura critica, 
pero las propiedades de un «vapor» no dil'icren escncialmente de las pro- 
piedades de un «gas». 

Cuando la temperatura de un gas a una determinadà presión es mayor 
que la temperatura de saturación a està presión, se dice que està «recalen- 
tado» y se suole llamar «vapor rccalentado». Este adjetivo es sinònimo de 
«no saturado». Obsòrvcse que este término no implica necesariamente una 
temperatura eie vada. La temperatura de saturación del nitrògeno a una pre- 
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sión de 0,8 bar (su presión parcial en la atmosfera terrestre) es —197,9°C, 
es decir, el nitrògeno atmosfèrico està siempre recalentado. 

Podemos prcguntarnos si los bordes de la superficie sòlido-liquido se 
aproximan entro si, corno lo hacen los de la superficie liquido-vapor, y si 
hay otro punto critico para la transición sòlido-liquido. Nunca se ha obser- 
vado tal punto, o sea, que hay siempre una diferencia finita entre los volù- 
menes especificos o entre las densidades de las fases liquida y sòlida de 
una sustancia a una misma temperatura y presión. Esto no excluye la posi- 
bilidad de que exista tal punto critico a presiones extremadamente altas. 

Consideremos ahora los cambios de fase en un proceso isobàrico. Supon- 
gamos que tenemos una vasija con un liquido, abierta a la atmosfera a una 
presión P, en el estado reprcscntado por el punto a de la fig. 2-12. Si su 
temperatura aumenta a presión constante, el punto representativo se mueve 
a lo largo de una linea isobàrica hasta el punto b. Cuando se alcanza este 
punto, el sistema se separa en dos fases, una representada por el punto b 
y la otra por el punto c. El volumen especifico de la fase vapor es mucho 
mayor que el del liquido y el volumen del sistema aumenta considerable- 
mente. Este es el conocido fenòmeno de ebullición. Si la vasija està abierta, 



Fig. 2-12 Cambios de fase en un proceso isobàrico. 
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el vapor se difunde en la atmosfera. La temperatura T,„ a la cual hierve el 
liquido, sera, pues, la temperatura a la cual su presión de vapor es igual 
a la presión externa y la curva de presión de vapor de la fig. 2-8(a) puede 
también considerarse corno curva de punios de ebullición. Si la sustancia 
representada en la fig. 2-12 es agua (en realidad la linea sòlido-liquido para 
el agua se inclina en sentido opuesto) y si la presión P, es una atmosfera, la 
temperatura correspondiente T h es 373 K. La curva de presión de vapor siem- 
pre se inclina a la derecha y hacia arriba, de modo que a un aumento en \r 
la presión externa corresponde siempre una elevación de la temperatura de 
ebullición y viceversa. 

Si partiendo del liquido en el punto a de la fig. 2-12 la temperatura dis- 
minuye mientras la presión permanece constante, el punto representativo 
se mueve a lo largo de la isobara hasta el punto d. En este punto, el siste¬ 
ma se separa otra vez en dos fases, una representada por el punto d y la 
otra por el punto e. Para una sustancia tal, corno la representada en la 
fig. 2-12, el volumen especifico del sòlido es menor que el del liquido y 
el volumen disminuye. El proceso se denomina solidificación y, evidente¬ 
mente, la curva de equilibrio sòlido-liquido en un diagrama P-T, corno el de 
la fig. 2-8, es la curva de puntos de solidificación o curva de puntos de fu- 
sión y a la presión P { la temperatura es T f . Si la curva de equilibrio sòlido- 
liquido se inclina hacia arriba y a la derecha corno en la fig. 2-12, un aumen¬ 
to de la presión eleva el punto de fusión y viceversa. 

Observando la fig. 2-12 resulta evidente que la fase liquida no puede exis- 
tir a una temperatura inferior a la del punto triple. Si la presión es menor 
que la del punto triple, digamos P 2 , la sustancia puede existir ùnicamente 
en las fases sòlida y vapor o ambas pueden coexistir en equilibrio. La tran- 
sición de una a otra tiene lugar a la temperatura de sublimación T„. Asi, la 
curva de equilibrio sólido-vapor es también la curva de puntos de subli¬ 
mación. 

Por ejemplo, la temperatura del punto triple del C0 2 es —56,6°C y la 
correspondiente presión 5,2 bar. El C0 2 liquido no puede, por lo tanto, exis¬ 
tir a presión atmosfèrica. Cuando se calienta el C0 2 sòlido (nieve carbòni¬ 
ca) a la presión atmosfèrica, se sublima y pasa directamente a la fase de 
vapor. El C0 2 liquido puede, por supuesto, existir a temperatura ambiente, 
siempre que la presión sea suficientemente alta. Este producto suele alma- 
cenarse en tanques de acero, los cuales cuando estàn «llenos» contienen 
principalmente liquido y una pequena cantidad de vapor (ambos, por su¬ 
puesto, saturados). La temperatura es la ambiente si cl tanque se ha mante- 
nido en el ambiente y la presión la correspondiente a la ordenada de la 
curva de presión de vapor a temperatura ambiente. 

La fig. 2-13 es un diagrama de la superficie P-v-T correspondiente al 
belio ordinario (de nùmero de masa 4). Està sustancia presenta un com- 
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Fig. 2-13 Superficie P-v-T del helio con su proyección sobre el plano P-T. 

portamiento ùnico a bajas temperaturas en las proximidades de 2 K. La tem¬ 
peratura y presión criticas son 5,25 K y 2,29 bar, respectivamente. Cuando 
el helio en la fase vapor se comprime isotèrmicamente a temperaturas entre 
5,25 K y 2,18 K, se condensa en una fase liquida llamada helio I. Cuando el 
vapor se comprime a temperaturas por debajo de 2,18 K se separa una fase 
liquida llamada helio II que es muy fluido. Resulta evidente del diagrama 
que el He I y el He II .pueden coexistir en equilibrio en un cierto intervalo 
de temperaturas y presiones y que el He I puede transformarse en el He II 
por disminución de temperatura, supuesto que la presión no sea demasiado 
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grande, o disminuyendo la presión, siempre que la temperatura sea inferior 
a 2,18 K. E1 He II se mantiene liquido hasta las temperaturas mas bajas 
que se han alcanzado y presumiblemente se mantiene asl hasta el cero 
absoluto. 

No puede existir helio sòlido a presiones inferiores a unos 25 bar, ni 
puede existir en equilibrio con su vapor a ninguna temperatura o presión. 
El helio tiene dos puntos triples, en uno de los cuales (llamado punto 
lambda, A) las dos formas del liquido estàn en equilibrio con su vapor, mien- 
tras que en la otra estàn en equilibrio con el sòlido. Es interesante notar tam- 
bién que la fase sòlida puede existir a temperatura mayor que la tempera¬ 
tura critica. 

2-6 ECUACIONES DE ESTADO DE SISTEMAS DISTINTOS A LOS PvT 

Los principios de la termodinàmica son de aplicación generai y no estàn 
restringidos a los gases, llquidos y sólidos sometidos a presión hidrostàtica 
uniforme. Segùn la naturaleza del sistema, estudiaremos pares de propie- 
dades intensivas y extensivas distintas a la presión y el volumen, ademàs 
de éstas. Sin embargo, cualquiera que sea su naturaleza, la temperatura de 
un sistema es siempre una propiedad termodinàmica fundamental. 

Consideremos, por ejemplo, un alambre o barra metàlica sometido a 
tracción. La longitud L del alambre depende de la tensión W y de la tem¬ 
peratura T y la relación que expresa la longitud en función de estas mag- 
nitudes es la ecuación de estado del alambre. Si òste no sobrepasa el limite 
de elasticidad y su temperatura no està muy alejada de otra de referen- 
cia T 0 , la ecuación de estado del alambre es 

L — L 0 1 + + <T - T 0 ) , (2-12) 

en donde L 0 es la longitud correspondiente a una tensión nula a la tempe¬ 
ratura T 0 , E es el mòdulo de elasticidad de Young*, A la sección transversai 
y a el coeficiente de dilatación lineai. En este ejemplo la variable intensiva 
es la tensión W y la variable extensiva es la longitud L. 

El momento magnètico M de un material paramagnètico, dentro del cual 
hay un campo magnètico uniforme de intensidad 3C , depende de 3C y de la 
temperatura T. Excepto a temperaturas muy bajas y campos muy intensos, 
el momento magnètico puede represcntarsc con exactitud suficiente por 

M = C a —, (2-13) 

* Thomas Young, fisico britànico (1773-1829). 
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en donde C c es una constante cai'acteristica de cada material llamada cons¬ 
tante de Curie*. Està relación se denomina ley de Curie. El momento mag¬ 
nètico M es una variable extensiva y la intensidad de campo 3€ es una varia¬ 
ble intensiva. 

El momento dipolar total P de un dieléctrico en un campo eléctrico ex¬ 
terno E viene dado por una ecuación semejante: 

P = (a + ty. (2-14) 

La pelfcula superficial de un liquido puede considerarse corno un siste¬ 
ma termodinàmico, si bien no es un sistema cerrado porque al variar el 
àrea de la superficie de una masa determinada de liquido, las moléculas 
se desplazan del liquido a la pelicula o viceversa. La propiedad intensiva 
de interés es la tensión superficial <r que puede definirse corno la fuerza 
por unidad de longitud ejercida por la pelicula sobre sus limites. La pro¬ 
piedad extensiva correspondiente es el àrea de la pelicula, pero al contra¬ 
rio que en los sistemas considerados hasta ahora (y al contrario que una 
membrana tensa de caucho), la tensión superficial es independiente del 
àrea de la pelicula y depende sólo de su temperatura. La tensión superficial 
de todos los liquidos disminuye a medida que aumenta la temperatura y se 
anula a la temperatura critica T c (véase sección 8-4). ’En una primera apro- 
ximación la tensión superficial puede representarse por la ecuación 



en donde o- 0 es la tensión superficial a la temperatura de referencia T 0 . 

Otro sistema termodinàmico y que es muy importante en quimica fisica, 
es la célula electrolitica. La fuerza electromotriz & de la célula es la pro¬ 
piedad intensiva de interés y la propiedad extensiva asociada es la carga Z, 
cuyo valor absoluto no tiene importancia, pero cuyo cambio en un proceso 
nos midc la canlidad de carga que fluye por un punto del circuito al cual 
està concctada la célula y es proporcional al nùmero de moles que reaccio- 
nan en el proceso de la célula. Una célula electrolitica se asemeja a una 
pelfcula superficial, en quo la foni depende sólo de la temperatura y no de 
la carga Z. La fem puede representarse por una serie de potencias de la 
temperatura y usualmente se escribe en la forma 

€ = + oi(t - 20°) + 0(1 - 20")“ + y(t ~ 20°) 3 , (2-16) 


* Pierre Curie, fisico francés (1859-1906). 


48 


ECUACIONES DE ESTADO 


ECUACIONES DE ESTADO 


49 


en donde t es la temperatura Celsius, S 20 la fem a 20°C y «, fi y y constantes 
que dependen del material que constituye la célula. 


2-7 DERIVADAS PARCIALES. DILATACIÓN Y COMPRESIBIL1DAD 

La ecuación de estado de un sistema PVT es una relación entre los valores 
de la presión, el volumen y la temperatura para cualquier estado de equi¬ 
librio del sistema. La ecuación define una superficie en un sistema de 
coordenadas rectangulares y la fig. 2-14 representa esquemàticamente la 
superficie P-V-T de un sòlido o liquido. (La escala vertical està muy exage- 
rada.) El volumen crece al aumentar la temperatura si la presión es cons¬ 
tante y disminuye al crecer la presión si T es constante. La superficie de la 
fig. 2-14 corresponde a las rotuladas «sòlido» o «liquido» en las figs. 2-6 y 2-7 

excepto que en la fig. 2-14 el eje de volumenes es vertical y el de presiones 
horizontal. 

Si la ecuación de estado se despeja en V, es decir, se expresa V en fun- 
ción de las dos variables independientes P y T, el valor de V corresponde 



2-14 Superficie P-V-T de un sòlido o liquido. Obsérvese que 
V es ahora vertical, y està muy exagerado 


a la altura vertical de la superficie sobre el plano P-T para cualquier par 
de valores P y T. 

En lugar de especificar la altura de la superficie por encima del plano 
P-T en cualquier punto, podemos también describir està superficie por me¬ 
dio de su pendiente en dicho punto. Mas concretamente, podemos especi¬ 
ficar la pendiente en cualquier punto de las lineas de intersección de la 
superficie con planos de presión y temperatura constantes. 


v 



Fig. 2-15 Intersección de la superficie de la fig. 2-14 con el plano V-T 
a la presión P v 

La curva de la fig. 2-15 es un gràfico de intersección de la superficie 
de la fig. 2-14 con el plano a que la presión tiene el valor constante P { . Es 
decir, se trata de un gràfico del volumen V en función de la temperatura T 
para la curva isobàrica, a lo largo de la cual la presión es igual a P u La 
pendiente de està curva en cualquier punto representa la pendiente de la 
tangente a la curva en dicho punto y està viene medida por la derivada de V 
rcspecto a T en cse punto. En la fig. 2-15 la tangente se ha construido en el 
punto 1 a la temperatura T, y presión P,. Sin embargo, el volumen V es una 
función de P y de T y corno P es constante a lo largo de la curva, la deri¬ 
vada se denomina derivada parcial de V respecto a T a presión constante 
y se escribe en la forma 


Pendiente de la tangente = 



Si se conoce la ecuación de estado, expresando V en función de T y P, 
la derivada parcial se calcula del mismo modo que si fuera una derivada 
ordinaria de una limeión de mia sola variable, excepto que P se considera 


SEARS —4 
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constante. Asi, si el sistema es un gas ideal, para el cual V — nRT/P, la 
magnitud nR/P se considera constante y 


\dT/p 


En matemàticas, la derivada parcial se escribiria simplemente (3 V/dT). 
En la termodinàmica, incluimos el subindice P, pues corno veremos mas 
addante, un sistema PVT posee otras muchas propiedades ademàs de la 
presión, el volumen y la temperatura y el volumen puede expresarse en 
función de dos cualesquiera de ellas. El subindice no sólo indica que P se 
mantiene constante, sino que V ha de expresarse en función de P y T. 

El punto 2 en las figs. 2-14 y 2-15 es un segundo punto de la curva iso¬ 
bàrica en el cual el volumen es V 2 y la temperatura T 2 . La pendiente de la 
cuerda que une los puntos 1 y 2 es 


V 2 - V, AFp 

Pendiente de la cuerda =-= -— , 

T 2 - Ti ATp 

en donde de nuevo el subindice P indica que là presión es constante. La 
pendiente de la cuerda no es igual a la pendiente de la tangente, pero si el 
punto 2 se aproxima cada vez mas al punto 1, de modo que AT P se apro- 
xima a cero, las pendientes de la cuerda y la tangente tienden a igualarse. 
Por tanto, podemos decir 


APp 

lim - 

asp^-m) AT p 


-H 

\dTli 


(2-17) 


Otro punto de vista cs cl siguientó. Supongamos que cl volumen del sis¬ 
tema se incrementa con la temperatura, no a lo largo de la curva reai, sino 
a lo largo de la tangente en el punto 1. El incremento de volumen cuando 
la temperatura crece A T P vendrà representado por la longitud de la inter- 
sección de la tangente con la linea vertical que pasa por el punto 2 o sea, 
vendrà dado por 


o producto de la pendiente de la tangente, (dV/dT) P ,pov la base A T P . 

Como puede verse en la fig. 2-15, la intersección no es igual a AV P , pero 
la aproxitnación tiende a la igualdad cuando tvT P tiende a cero. Entonces, 


lim m 

T,,->o\dT. 


(2-18) 
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que equivale a la ccuación (2-17). Por tanto, si dV r y dT P represbgtanW.^ 
valores Umites de àV P y A T P cuando ATp—>0, podemos escribir \4//t 


= m 

\dTJr 


(2-19) 


En lugai del valor de la pendiente en cualquier punto, es màs conve¬ 
niente dar el valor de la pendiente {dV/dT) P dividido por el volumen V en 
dicho punto. Este cociente se denomina coeficiente de dilatación cùbica del 
material, /?, que se define por 


Asi, para un gas ideal 


“ VXdTJp 


V P 


( 2 - 20 ) 


( 2 - 21 ) 


es decir, /? depende sólo de la temperatura y es igual al valor inverso de 
la temperatura absoluta. Su unidad es el kelvin reciproco (1 K -1 ). 

La ecuación (2-20) puede escribirse también en función de los volume- 
nes especificos: 


= U—\ 

v\dT/p 


( 2 - 22 ) 


De la ecuación (2-20) resulta que para dos estados adyacentes próximos 
de un sistema a igual presión, 


1 dV P 

0 = -- 

V dT r 


dVplV 


(2-23) 


El coclicientc de dilatación puede, por tanto, describirse corno el valor li¬ 
mite del incremento relativo del volumen dV,,/V por unidad de incremento 
de temperatura a presión constante. 

El coeficiente de dilatación media fi en un in larvalo finito de tempera- 
turas entre T , y T 2 viene definido por 


(V* ~ Vi)IVi 1 AV r 


T 2 - T, 


K A T P ' 


(2-24) 


Es decir, /3 es igual a la pendiente de la cuerda indicada en la fig. 2-15, 
dV P /ATp, dividida por el volumen V x . 
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Como la pendiente de una isobara y el volumen V varian en generai 
de un punto a otro, el coeficiente de dilatación resulta ser una función de 
la temperatura y la presión. La fig. 2-16 muestra la forma en que el coe¬ 
ficiente de dilatación cùbica fi del cobre varia con la temperatura a la pre¬ 
sión constante de 1 atm desde el cero absoluto hasta una temperatura de 
1200 K. La ordenada de està gràfica a cualquier temperatura es igual a la 
pendiente de una curva de V en función de T, corno en la fig. 2-15, dividida 
por el volumen. Una caracteristica particularmente interesante de la curva 
de la fig. 2-16 es que fi se aproxima a cero cuando la temperatura se apro- 
xima a cero. Otros metales presentan un comportamiento semejante. 

La fig. 2-17 muestra la forma en que el coeficiente de dilatación cùbica 
del mercurio varia con la presión a la temperatura constante de 0°C. Ob- 
sérvese que el origen de la escala de fi en la fig. 2-17 no aparece en el dia- 
grama; el coeficiente varia sólo ligeramente con los cambios de presión, 
incluso a presiones tan altas corno 7000 atm. 

El agua liquida tiene un màximo de densidad y un volumen especifico 
minimo a la temperatura de 4°C. En el intervalo de temperaturas compren- 
dido entre 0°C y 4°C su volumen especifico decrece al aumentar la tempe- 



Temperatura (K) 


Fig. 2-16 Coeficientes de compresibilidad k y de dilatación cùbica fi del 
cobre en función de la temperatura, a la presión constante de 1 atm. 


Las tablas de propiedades de sustancias, usualmente dan los valores de 
los coeficientes de dilatación lineai a de los sólidos, relacionados con fi me¬ 
diante la ecuación 


fi — 3a. 


(2-25) 
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Los valores de tablas son ordinariamente valores medios para un intervalo 
de temperaturas próximo a la ambiente y a la presión atmosfèrica y pro- 
porcionan sólo una descripción muy incompleta de la complicada depen- 
dencia del volumen con la temperatura y la presión. 



Fig. 2-17 Coeficientes de compresibilidad « y de dilatación cùbica fi del 
mercurio en función de la presión, a la temperatura constante de 0°C. 


Considéremos a continuación el cambio de volumen experimentado por 
una sustancia cuando varia la presión a temperatura constante, por ejem- 
plo, cuando el estado del sistema de la fig. 2-14 cambia del punto 2 al 
punto 3, a lo largo de la curva isotèrmica de temperatura T z . Es evidente, 
que la pendiente de la linea tangente a una curva isotèrmica en un punto 
viene dada por 

Pendiente de la tangente = 

Por tanto, si dV T y dP T representan los valores limites de las diferencias 
de volumen y presión entre dos estados próximos a la misma temperatura, 


dV\ 

dP/T 



Para un gas ideal, considerando a T constante, lencmos 
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La compresibilidad isotèrmica k de un material se define del mismo 
modo que el coeficiente de dilatación, es decir, corno la pendiente de una 
curva isotèrmica en un punto, dividida por el volumen 


UdV\ 

V \ dP/r 


(2-27) 


El signo menos se debe a que el volumen siempre decrece al aumentar la 
presión a temperatura constante, de modo que (dV/dP) T es siempre nega¬ 
tiva. La compresibilidad es, por tanto, una magnitud positiva. Su unidad 
es la reciproca de la unidad de presión y en el sistema MKS es 1 metro 
cuadrado por newton (1 m 2 N- 1 ). 

Para un gas ideal, 


V\ P 2 / P 

La compresibilidad media a se define por 

1 AV t 

K = ~ n ap 2 . ' 


(2-28) 


En generai, los coeficientes de dilatación y compresibilidad son funciones 
de la temperatura y de la presión. En la fig. 2-16 se muestra un gràfico 
de k en función de T para el cobre y en la 2-17 un gràfico de k en función de 
P para el mercurio. 

En la exposición anterior hemos considerado dos estados a igual pre¬ 
sión, tales corno los estados 1 y 2 de la fig. 2-14 o dos estados a igual tem¬ 
peratura, corno los estados 2 y 3. Supongamos, sin embargo, que dos esta¬ 
dos de un sistema poseen presiones y temperaturas distintas, tales corno 
los estados 1 y 3 de la fig. 2-14. La diferencia de volumen entre los estados 
depende sólo de los estados y es. independicnte de cualquier proceso par- 
ticular por el cual el sistema pasa de un estado a otro. Consideremos, por 
tanto, que el sistema pasa del 1 al 3, primero a lo largo de la trayectoria 
1-2 a presión constante Pi y a continuac>ón nor la trayectoria 2-3 a tempe¬ 
ratura constante T 2 . La diferencia de volumen AF entre los estados extre- 
mos es igual entonces/a la suma del cambio de volumen tsV P en el pro¬ 
ceso 1-2 y del cambio AF r en el proceso 2-3. En el limite, cuando A P T y A T P 
se aproximan a cero segun las ecuaciones (2-19) y (2-26), la diferencia de 
volumen dV es 
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En función de fi y K , 


dV = fiV dT — kV dP, 

(2-30) 

o sea 

dV 

— P dT — k dP. 

V 

(2-31) 


Ahora, en lugar de considerar que las derivadas parciales de F (o las 
magnitudes /? y k) pueden calcularse si se conoce la ecuación de estado, 
podemos invertir este punto de vista. Es decir, si fi y k se han- medido expe- 
rimentalmente y se conocen corno funciones de la temperatura y la presión, 
podemos determinar la ecuación de estado integrando la ecuación (2-30) o la 
(2-31). Asi, supongamos que para un gas a baja presión hemos determinado 
experimentalmente que fi = 1/T y « = 1 /P. De la ecuación (2-31) resulta, 

dV _ dT dJP _ o 
FTP - ’ 

In V — In T +Tn P = In (constante), 

y PF . , 

— = constante, 

T 

que es la ecuación de estado de un gas ideal si identificamos la constante 
con nR. 

Si la ecuación (2-30) se integra desde un estado de referencia F 0 , P 0 , T 0 , 
a un estado arbitrario V, P, T, se obtiene 


r v 

r T 

f P 

ii 

L. 

Il 

= fiVdT- 

kV dP. 

J y » 


Jp 0 


El cambio de volumen de un sòlido o liquido es relativamente pequeno 
para las variaciones de presión y temperatura y, en primera aproximación, 
consideraremos F constante e igual a F 0 en las integrales del segundo miem- 
bro. Si fi y « se pueden también considerar constantes, entonces 

V = F 0 [l + fì(T - T 0 ) - k(P - P 0 )]. (2-32) 

Por tanto, las mediciones de fi y k, màs el conocimiento de los valores 
de F 0 , P 0 y T 0 en el estado de referencia, son suficientes para determinar la 
ecuación de estado de un sòlido o liquido, con las aproximaciones men- 
cionadas. 
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2-8 CONSTANTES CRITICAS DE UN GAS DE VAN DER WAALS 

Como otro ejemplo del uso de las derivadas parciales en termodinàmica, 
determinaremos a continuación las constantes criticas de un gas de van 
der Waals. A pesar de la simplicidad relativa de està ecuación, un gas de 
van der Waals posee un punto criticoj y su superficie P-v-T tiene caracteris- 
ticas que corresponden a la región liquido-vapor de un gas reai. E1 punto 
de coincidencia de los tres valores reales de v para un gas de van der Waals 
es su punto critico (véanse figs. 2-4 y 2-5). A temperaturas inferiores a la 
critica, las isotermas de van der Waals no presentan la porción horizontal 
de coexistencia de las fases liquida y vapor de un gas reai. Sin embargo, 
es posible justificar la construcción de la linea horizontal abc en la fig. 2-5 
trazàndola de modo que sea una presión cuyas àreas sombreadas sean 
iguales. Los puntos a y c corresponden entonces, respectivamente, a los vo- 
lùmenes especificos del liquido y vapor saturados. 

Como una isoterma representa aquellos estados de equilibrio para los 
cuales la temperatura es constante, la pendiente de una curva isotèrmica 
proyectada sobre el plano P-v viene dada por la derivada parcial ( dP/dv ) T . 
E1 examen de la fig. 2-5 nos dice que en el punto critico, no sólo la pen¬ 
diente es nula, sino que ademàs la isoterma es còncava hacia arriba a la 
izquierda de este punto y concava hacia abajo a la derecha del mismo, es 
decir, el punto critico es también - un punto de inflexión. Luego, en ese 
punto, 



Una de las caracteristicas mas utiles de la ecuación de van der Waals es 
que puede ser resuelta segun P y en consecuencia, las derivadas parciales 
de P se calculan fàcilmente. Se obtiene 

r _ RT 

v — b v 2 

En consecuencia: 


( d A- 

RT 


\dv/T 

(v — bf 

V 

(2!E\ _ 

2 RT 

6 u 

[do'/T 

(v - bf 

v* ' 


Cuando T — T c , temperatura critica, y v = v„ volumen critico, cada una 
de las expresiones anteriores cs nula. Resolviendo el sistema formado por 
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las dos ecuaciones respecto a v c y a T c e introduciendo estos valores en la 
ecuación originai, obtenemos 




8a 

21 Rb ' 


(2-34) 


Estas ecuaciones se usan frecuentemente para determinar las constan¬ 
tes a y b de un gas dado, en función de los valores de las constantes criti¬ 
cas determinados experimentalmente. Por otra parte, hay tres ecuaciones 
para las dos incógnitas a y b y por tanto, estàn superdeterminadas. Es 
decir, obtenemos a partir de la segunda de las ecuaciones anteriores, 



mientras que de la solución simultànea de la primera y tercera ecuaciones, 



(2-35) 


Cuando se introducen los valores experimentales de P a v c y T c en las 
dos ecuaciones precedentes, no obtenemos el mismo valor de b. En otras 
palabras, en el punto critico no es posible ajustar una superficie P-v-T de 
van der Waals a la de una sustancia reai. Pueden hacerse coincidir dos cua- 
lesquiera de las variables pero no las tres. Como el volumen critico es màs 
dificil de medir con precisión que la presión y la temperatura criticas, se 
emplean las dos ùltimas para determinar los valores de a y b en la tabla 2-1. 

Otro sistema para comparar la ecuación de van der Waals con la ecua¬ 
ción de estado de una sustancia reai, es comparar los valores de la cantidad 
Pv/RT en el punto critico. Para un gas de van der Waals, 


PcVp 

RT C 


3 

8 


= 0,375 


(2-36) 


y segun la ecuación de van der Waals està razón tiene el valor 3/8 para 
toclas las sustancias en el punto critico. (Para un gas ideal, por supuesto, 
la razón es igual a la unidad.) En la tabla 2-4 se relacionan algunos valores 
experimentales. Estos no son iguales, aunque las discrepancias no son grandes. 

La ecuación de van der Waals puede escribirse de manera que sea apli- 
cable a cualquier sustancia introduciendo las llamadas presión, volumen y 
temperatura reducidas, o sea, las razones de la presión, volumen y tempe¬ 
ratura, a la presión, volumen y temperatura criticos: 



(2-37) 
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Tabla 24 Valores experimentales de P c v c /RT c . 


Sustancia 

P„vJRT c 

He 

0,327 

H 2 

0,306 

o 2 

0,292 

co 2 

0,277 

h 2 o 

0,233 

Hg 

0,909 


Combinando estas ecuaciones con la (2-34) y la (2-8), la de van der Waals, 
obtenemos 


(i*, + - 1) = 8T r , (2-38) 

que no contiene las constantes a y b y, por lo tanto, se aplica a cualquier 
gas de van der Waals. E1 punto critico tiene las coordenadas 1, 1, 1, en un 
diagrama P r -v r -T r . La ecuación (2-38) se denomina a menudo ley de los esta- 
dos correspondientes. Està es una «ley», por supuesto, solamente en la me- 
dida en que los gases reales obedezcan a la ecuación de van der Waals. Dos 
sustancias diferentes se consideran en «estados correspondientes» si sus pre- 
siones, volumenes y temperaturas son la misma fracción (o mùltiplo) de la 
presión critica, volumen critico y temperatura critica de las dos sustancias. 


2-9 RELACIONES ENTRE DERIVADAS PARCIALES 

En la sección 2-7 hemos visto que la diferencia de volumen dV entro dos 
estados de equilibrio próximos de un sistema puede cxprcsarsc en la forma 



En està ecuación se supone que el volumen V se expresa en función de 
T y P. Pero también podemos considerar que la presión P se expresa en 
función de E y T y por el mismo razonamiento anterior podemos escribir 
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Eliminemos allora dP en las ecuaciones anteriores y saquemos factor 
comun dV y dT. El resultado es 


m 1 dv = [Y—ì ( 

dP/AdV/r] L\ dPÌx\ 


d A + ( d A 1 dT. 
BTÌv \dTJp] 


Està ecuación debe ampliarse para dos estados de equilibrio pióximos 
cualesquiera. En particular, para dos estados a igual temperatura, pero de 
volumenes diferentes, dT = 0, dV ^ 0, y para satisfacer la ecuación ante¬ 
rior debe cumplirse 

! — (—ì (—ì — 0 

\dPlr\dV)T 

o sea, 

( \ -. (2-39) 

\dPÌT ( dPidv) T 

Del mismo modo, corno podemos tener dV = 0, dT yT- 0, también se cum- 
plirà 


dV\ IdP' 


dPÌAdTÌv 


(W\ = 0. 

\dT/P 


(2-40) 


Combinando las ecuaciones (2-39) y (2-40) la ecuación anterior puede 
escribirse en una forma mas simétrica, 


m m = 

\ dpJr\dT/v\dV/p 


(2-41) 


Obsérvese que en està ecuación el denominador de cualquier derivada par- 
cial es el numerador de la siguiente y que los simbolos V, P, T, aparecen 
ciclicamente en cada una de las derivadas parciales. 

Para ilustrar el uso de las ecuaciones precedentes, supongamos que 
dcscamos calcular el incremento de presión que tiene lugar en un sistema 
cuando aumenta su temperatura a volumen constante, es decir, nos intc- 
resa el valor de la dcrivada parcial ( dP/dT) v . Una vez medidos los coefi- 
cientes de dilatación y compresibilidad de una sustancia, no es necesario 
realizar una tercera serie de experimentos para determinar la dependencia 
de la presión con la temperatura a volumen constante. De la ecuación (2-41) 
resulta que 


». 

~(dVldP) T 


(2-42) 
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y la derivada parcial que interesa resulta ser igual al cedente de 8 por *. 
Cuanto mayor sea fi y menor *, mas grande es el incremento de presión 
P ara determinaclo incremento de la temperatura 

La variación de presión para una variación finita de temperatura a vo- 
lumen constante es 

2 C T 2 8 

dP = P 2 - Pj = f- dT 

->T t K 

y si fi y K se consideran constantes, 




relacion que también puede obtenerse de la ecuación (2-32) haciende V = V 

tema PLT° S razonamientos Precedentes hemos considerado sólo un sis- 

Escribamos T a ™ 1ÌSÌS tUVÌCra baSe fl ' sica ? 110 sól ° matemàtica. 
Escribamos allora las ecuaciones importantes de forma mas generai. Supon- 

gamos que tenemos tres variables que satisfacen la ecuación 

/ (x, y, z) = 0. 


Las ecuaciones (2-39) y (2-41) tomaràn la forma 


/gx\ _ 1 

\dy/z- (dy/dx ) z ’ 

(~\ l^y\ l^ z \ 

\dy/z\dz/x\dxJu 


(2-43) 

(2-44) 


Las letras x, y z, pueden asociarse a cualesquiera de las tres variables cuvos 
valores especifican el estado de un sistema. 


2-10 DIFERENCIALES EXACTAS 

Como te diferencia de volumen entre dos estados de equilibrio de un sis¬ 
tema es independiente de te naturaleza de cualquier proceso que tenga lugar 
cntie ambos, podemos también evaluar la diferencia de volumen entre los 
estados 1 y 3 de te fig. 2-14 a lo tergo de la trayectoria 1-4-3. En nuestra 
primerà deducción, en te cual utilizàbamos la trayectoria 1 - 2 - 3 , a la presión 
a lo largo de 1-2 le asignàbamos el valor constante P, y a la temperatura a 
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lo tergo de la porción 2-3 el valor constante T 2 . Por tanto, escribiremos la 
ecuación (2-29) explicitamente en la forma 


A lo tergo de te trayectoria 1-4-3, 


123 = (—) dT + dP. 

13 \ dT/p, \dPJr , 

ria 1-4-3, 

à + m „t. 

\ 8 PIt, \dTJr, 


Como estas variaciones de volumen son iguales, resulta 

~(dv\ _ /3F\ 1 r/dv\ _ fdv\ - 
\dTjp 3 \ 3T/p,_ A dP/T 2 IdP/Tj. 


(2-45) 


En el limite, cuando dP y dT son casi cero, podemos considerar que la 
derivada parcial (SF/aT)^ se calcula en el punto 4 y la (dV/8T) p ^ en el 
punto 1, que està a igual temperatura que el 4. El numerador del pri- 
mer miembro de la ecuación (2-45) es, por tanto, la variación que experimenta 
està derivada parcial cuando te presión cambia en dP, desde Pj a P 3 , a tem¬ 
peratura constante. Al dividir por dP el cociente representa te variación 
con te presión a temperatura constante, de la derivada parcial ( dV/dT ) P , 
o sea, se trata de la segunda derivada parcial de V respecto a P y T y puede 
escribirse en te forma 


1 Q 

_dP\dT/p_ t 


d 2 V 
dP dT 


Del mismo modo, el segundo miembro de te ecuación (2-45) es 


jL/9F\ ] 
JdT\d P/t„ p 


d*v 

dT dP 


Y por tanto, tenemos el importante resultado 


d n Onn 3 'T» 


(2-46) 


Es decir, el valor de la segunda derivada parcial es independiente del orden 
de derìvación. 
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Obsérvese que el resultado precedente es sólo cierto si la diferencia de 
volumen dV entre los estados 1 y 3 es la misma para todos los procesos que 
tengan lugar entre dichos estados. Una diferencial para la cual esto se 
cumple se denomina diferencial exacta. Las diferenciales de todas las pro- 
piedades de un sistema —tales corno el volumen, la presión, la tempera¬ 
tura, la imanación, etc.— son exactas. En realidad, este criterio puede 
considerarse corno definición de una propiedad termodinàmica. Una magnitud, 
cuya diferencial no es exacta, no es una propiedad termodinàmica. Màs ade- 
lante, cuando consideremos los intercambios de energia entre el sistema y 
el medio ambiente, encontraremos magnitudes cuyas diferenciales no son 
exactas y que, por tanto, no son propiedades del sistema. 

Otro punto de vista es el siguiente. La diferencia de volumen entre dos 
estados arbitrarios cualesquiera de un sistema, puede encontrarse sumando 
o integrando las variaciones infinitesimales de volumen dV que tienen lugar 
a lo largo de cualquier camino arbitrario entre esos estados. Asx, si V l y V 2 
son los volumenes de los dos estados, 

r v > 

dV = v 2 _ v u (2-47) 

J Vi 

y el valor de la integrai es ìndependiente del camino. 

Si el proceso es ciclico, de modo que los puntos 1 y 2 coinciden, V 2 = V u 
F 2 -U 1 = 0 y 


9 dv = 0, (2-48) 

en donde el simbolo 
un camino cerrado. 

Viceversa, si la integrai de una diferencial entre dos estados arbitrarios 
es ìndependiente del camino recorrido, la integrai extcndida a una traycc- 
toria cerrada es nula y la diferencial es exacta. 

Para comprobar si una diferencial es o no exacta puede haccrsc Io si¬ 
guiente. La diferencial exacta dV puede escribirsc en la forma 



Las derivadas parciales son los coeficientes de las diferenciales dT y dP y 
corno hemos visto, la derivada parcial respecto de P del coeficiente de dT 
cs igual a la derivada parcial respecto de T del coeficiente de dP. En gene- 


indica que la integrai debe evaluarse a lo largo de 


i 

! 


r 
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ral, si para tres variables cualesquiera x, y, z, tenemos una relación de la 
forma 

dz — M(x, y ) dx + N(x, y) dy, 
la diferencial dz es exacta si 


3M = dN 
dy dx 


(2-49) 


PROBLEMAS 

2-1 La tabla siguiente consigna los valores correspondientes de la presión y del 
volumen especifico del vapor de agua a tres temperaturas, 700°F, 1150°F y 1600°F. 
Sin transformar a unidades MKS calcular la razón Pv/T a cada temperatura y pre¬ 
sión y para cada temperatura representar en un gràfico estas razones en función 
de la presión. Estimar e] valor extrapolado de Pv/T cuando P tiende a cero y hallar 
el valor de R en J kilomol- 1 K- 1 . 


p 

II 

--3 

O 

o 

o 

t = 1150°F 

t = 1600°F 

lb pulg- 2 

V 

pie 3 lb -1 

V 

pie 3 lb -1 

V 

pie 3 Ib" 1 

500 

1,304 

1,888 

2,442 

1000 

0,608 

0,918 

1,215 

2000 

0,249 

0,449 

0,601 

3000 

0,0984 

0,289 

0,397 

4000 

0,0287 

0,209 

0,294 

5000 

0,0268 

0,161 

0,233 


.,2-2 (a) Estimar tan exaclamente corno sea posible, a partir de la fig. 2-1, el volu¬ 
men molai especifico del C0 2 a una presión de 3 x IO 7 N in- 2 y una temperatura T v 
Supóngase que F, = 340 K. (b) A està presión y temperatura, <muàntos kilomoles 
de C0 2 se hallaràn conlenidos en un tanque de 0,5 m 3 de volumen? (c) cCuàntos 
kilomoles deben'a contener el tanque, si el C0 2 fuera un gas ideal? 

2-3 Un cilindro provisto de un pistón rnóvil contiene un gas ideal a una presión P u 
volumen especifico iq y temperatura 7’,. La presión y volumen se aumentan simul¬ 
tàneamente, de modo que en cada instante, P y v estàn relacionados por la ecuación 

P = Av, 

en la cual A es una constante, (a) Expresar la constante A en función de la pre¬ 
sión P u la temperatura F, y la constante de los gases R. (b) Construir el gràfico 
que representa el proceso anterior en el plano P-v. (c) Hallar la temperatura cuando 
el volumen especifico se duplica, si F, = 200 K. 
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24 . E! tubo en U de la lig. 2-18, de sección uniforme igual a 1 cm 2 , contiene mer¬ 
curio hasta la altura que se indica. La presión atmosferica es de 750 torr. EI 
lado izquierdo del tubo se cierra ahora en el extremo superior y el lado dere- 
cho se conecta a una buena bomba de vado, (a) ,-Cuànto desciende el nivel del 
lado izquierdo? (b) cCuàl es la presión final del aire encerrado? La temperatura 
permanece constante. 

2-5 El lado izquierdo del tubo en U de la fig. 2-18 se cierra en el extremo superior. 
(a) Si la temperatura inicial es de 300 K, hallar la temperatura T a la cual la co- 
lumna de aire, a la izquierda, tiene una longitud de 60 cm. La presión baromètrica 
se mantiene constante, igual a 750 torr. (b) Trazar las isotermas a 300 K y a la 
temperatura T, en el plano P-v, e indicar la curva que representa la transforma- 
ción que se produce en el lado izquierdo durante el aumento de temperatura. 




Figura 2-18 


2-6 El tubo en forma de J de la fig. 2-19 de sección uniforme contiene aire a la 
presión atmosfèrica. La presión baromètrica es h 0 . Se echa mercurio en la rama 
abierta, encerràndose el aire en la rama cerrada. ^Cuàl es la altura h de la colum- 
na de mercurio en el extremo cerrado, cuando el extremo abicrto se llena de mercu¬ 
rio? Suponer la temperatura constante y que el aire es un gas ideal. Despréciese 
todo efecto debido a la curvatura de la base. Como ejemplo numèrico, sean: 
h 0 = 0,75 m, h l = 0,25 m, h 2 = 2,25 m. 



T 

h 


Figura 2-19 
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2-7 Si n moles de un gas ideal pueden bombearse a través de un tubo de diàme¬ 
tro d a 4 K,écuàl debe ser el diàmetro del tubo para bombear el mismo nùmero 
de moles a 300 K? 


p 



Figura 2-20 


2-8 La fig. 2-20 representa cinco transformaciones, a — b, b — c, c — d, d — a y 
a — c, trazadas en el plano P-v, correspóndientes a un gas ideal en un sistema ce¬ 
rrado. Representar los mismos procesos: (a) en el plano P-T; (b) en el plano T-v', 

(c) determinar cuatro puntos de intersección de las curvas en la superficie P-v-T 
de la fig. 2-2, que corresponden a los puntos a, b, c y d de la fig. 2-20. 

2-9 En la fig. 2-20, sean P 2 = 10 x IO 5 N m- 2 , P, = 4 x l'O 5 N m~ 2 , tq = 2,5 m 3 kilomol-L 
Determinar: (a) la temperatura T, (b) el volumen especifico v 2 , (c) las temperatu- 
ras en los puntos b y d, (d) el volumen reai V en el punto a si el sistema consiste 
en 4 kilomoles de hidrógeno, (e) la masa de hidrógeno. 

2-10 Un tanque de 0,5 m 3 de volumen contiene oxigeno a una presión absoluta de 
1,5 X IO 6 N m- 2 y a una temperatura de 20°C. Suponer que el oxigeno se comporta 
corno gas ideal, (a) ,-Cuàntos kilomoles de oxigeno hay en el tanque? (b) ^Cuàntos 
kilogramos? (c) Hallar la presión cuando la temperatura aumenta hasta 500°C. 

(d) A 20°C, ccuàntos kilomoles pueden sacarse del tanque antes que la presión baje 
al 10 % de la presión originai? 

2-11 Cierta cantidad de aire està contenida en un cilindro provisto de un pistón 
móvil. Inicialmente la presión del aire es 2 X IO 7 N m~ 2 , el volumen es 0,5 m 3 y la 
temperatura es 300 K. Suponer que el aire es un gas ideal, (a) iCuàl es el volumen 
final del aire si se deja expandir isotèrmicamente hasta que la presión sea 1 x IO 7 
N m- 2 , desplazàndose el pistón hacia fuera para permitir el aumento de volumen 
del aire? (b) ^Cuàl es la temperatura final del aire si el pistón se mantiene fijo 
en su posición inicial y el sistema se enfria hasta que la presión sea 1 X IO 7 N m~ 2 ? 

(c) ,>Cudles son la temperatura y volumen finales del aire si se deja expandir iso¬ 
tèrmicamente desde las condicioncs iniciales hasta que la presión sea 1,5 x IO 7 N 
nv 2 y uespues se enfi la a volumen constante basta que la presión sea 1 x IO 7 N m -2 ? 

(d) iCuàles son la tcmperatufa y volumen finales ilei aire si un enfriamiento iso- 
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corico a 1,5 x IO 7 N m~ 2 se sigue por una dilatación isotèrmica a 1 X IO 7 N m~ 2 ? 
(e) Representar cada uno de estos procesos en un diagrama T-V. 

2-12 Un volumen V a la temperatura T contiene n A moles de gas ideal A y n B 
moles de gas ideal B. Los gases no rcaccionan quimicamcnle. (a) Demostrar que 
la presión total P del sistema se expresa por 

p = Pa + Pn (2-50) 

en donde p A y p B son las presiones que cada gas ejerceria si ocupara por si sólo 
todo el volumen. La magnitud p A se denomina presión parcial del gas A y la 
Ec. (2-50) es là ley de Dalton* de las presiones parciales. (b) Demostrar que 
p A = x A P, en donde x A es la fracción de moles de A en el sistema. 

2-13 En todos los gases diatómicos, algunas de las moléculas estàn disociadas en 
àtomos separados y el porcentaje de àtomos disociados croce con la temperatura. 
El gas, corno conjunto, consiste en una mezcla de gas monoatòmico y de gas diatò¬ 
mico. Aun cuando cada componente se comporte corno gas ideal, la mezcla no es 
gas ideal, porque el nùmero de moles varia con la temperatura. El grado de diso- 
ciación <5 de un gas diatomico se define corno la razón de la masa m v de la fracción 
monoatomica a la masa total m del sistema, 

<5 = mjm. 

(a) Demostrar que la ecuación de estado del gas es: 

PV = (<5 + 1 )(mlM 2 )RT, 

en la que M 2 es el "peso" molecular del componente diatòmico. Suponer que el 
gas obedece a la ley de Dalton (véase problema 2-12). (b) La tabla siguiente con- 
signa los valores experimentales de la razón PV/m, para el vapor de iodo, a tres 
temperaturas diferentes. Calcular el grado de disociación, en función de la tem¬ 
peratura, y representarla en un gràfico. 


t(°C) 

800 

1000 

1200 

PV 

— . J kg 1 

m 

3,72 x IO 4 

5,08 x IO 4 

7,30 x IO 4 


2-14 Un recipiente contiene C0 2 a 137°C. El volumen especifico es 0,0700 m 3 kilo- 
mol -1 . Calcular la presión en N m~ 2 : (a) a partir de la ecuación de los gases idea- 
les, (b) a partir de la ecuación de van der Waals. (c) Calcular la relación Pv/T en 
J kilomol- 1 K-> para las dos presiones obtenidas en (a) y (b) y comparar con el 
valor experimental que se deduce de la fig. 2-1, suponiendo T 2 = 137°C. 

2-15 Un cilindro provisto de un pistón contiene vapor de agua a temperatura de 
— 10°C. A partir de la fig. 2-10 describir los cambios que tienen lugar cuando el 

* John Dalton, quimico britànico (1766-1844). 
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volumen del sistema disminuyc isotermicamente. Representar aproximadamente a 
escala el proceso en el plano P-v. 

2-16 En la tabla 2-3 se dan las constantes crfticas del C0 2 . A 299 K la presión de 
vapor cs 66 x 10 s N m- 2 y los volumenes espccificos del liquido y del vapor son 
respectivamente 0,063 y 0,2 m 3 kilomoM. En el punto triple, T — 216 K P = 5 1 x IO 5 

Lr: nnS S V ?'t“ CneS , ? P , edfÌC0S del sólid0 y del liquido son restiamente 
,029 y 0,037 m- kilomol *. (a) Construir la parte del diagrama posible P-v para 

el C0 2 correspondiente a la fig. 2-5. (b) Un mol de C0 2 sòlido se introduce en un 
recipiente cuyo volumen varia con la presión segun la relación P = 7 x IO 7 V en 
donde V se expresa en m 3 y P en N m- 2 . Describir el cambio en el contenido'del 
recipiente cuando la temperatura se hace crecer lentamente hasta 310 K. 

2-17 Demostrar que /? = 3« para un sòlido isotrópico. 

2-18 (a) Demostrar que el coeficiente de dilatación cùbica puede expresarse en la 



en donde p es la densidad. (b) Demostrar que el coeficiente de compresibilidad 
isotermica puede expresarse en la forma 


K 


1 

P 



2-19 La temperatura de un bloque de cobrc se incrementa de 400 K a 410 K. ^Qué 
cambio de presión es necesario para mantener constante el volumen? Los datos 
numencos necesarios pueden obtenerse de la fig. 2-16. 

2-20 Disenar un termòmetro de mercurio para usar a temperaturas próximas a la 
ambiente. La longitud de la columna de mercurio debe cambiar un centimetro 
por grado C. Suponer que el coeficiente de dilatación del mercurio es igual a 
2 x 10 K 1 y es independiente de la temperatura en el intervalo considerado- 
igualmente se supone que el coeficiente de dilatación del vidrio es pràcticamenté 
nulo. 

2-21 (a) Demostrar que el coeficiente de dilatación cùbica de un gas de van der 
Waals es 


B = Mi» - b) 

' RTv 3 — 2a(v — b) 2 ' 


(b) iCuàl es la expresión para f3 si a - b = 0 (gas ideal)? 

2-22 ( a ) Demostrar que el coeficiente de compresibilidad de un gas de van der 
Waals es 

v 2 (v — bf 

K = RTv 3 - 2 a(v - bf • 


(b) cCual cs la expresión para K si a = b = 0? 
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2-23 Una ecuación de estado aproximada es P(v — b) = RT. (a) Calcular los coe- 
ficientes de dilatación y compresibilidad de una sustancia que obedece a està ecua¬ 
ción de estado. (b) Demostrar que las ecuaciones correspondientes para un gas de 
van der Waals (véanse problemas 2-21 y 2-22) se reducen a las expresiones dedu- 
cidas en (a) para a = 0. 

2-24 Una sustancia hipotética posee un coeficiente de compresibilidad isotèrmica 
K — a/v y un coeficiente de dilatación fi = 2bT/v, en donde a y b son constantes. 

(a) Demostrar que la ecuación de estado se puede representar por v — bT 2 + aP — 
constante, (b) Si a una presión P 0 y temperatura T 0 el volumen especifico es v 0 , 
determinar la constante. 

2-25 Una sustancia tiene un coeficiente de compresibilidad isotèrmica « = aT 3 /P 2 
y un coeficiente de dilatación fi = bT 2 /P, en donde a y b son constantes. Deter¬ 
minar la ecuación de estado de la sustancia y la relación a/b. 

2-26 Partiendo de la ecuación de estado dada por la Ec. (2-12) calcular: (a) la 
variación de la longitud de una barra con la temperatura, cuando la tensión per- 
manece constante; (b) la variación de la longitud con la tensión a temperatura 
constante; (c) la variación de temperatura dT necesaria para mantener la longi¬ 
tud constante, cuando se produce un pequeno cambio de d9- en la tensión. Su- 
poner que el mòdulo de Young es independiente de la temperatura. 

2-27 Una via de ferrocarril sin juntas de dilatación està situada en un desierto 
donde las temperaturas del dia y de la noche difieren en A T = 50 K. El àrea de la 
sección transversai del carril es A = 3,6 x IO- 3 m 2 , el mòdulo de Young E es 
20 X IO 10 N m -2 y el coeficiente de dilatación lineai a = 8 X IO -6 K _1 . (a) Si la 
longitud de la via se mantiene constante, ?cuàl es la diferencia de tensión en las 
vias entre el dia y la noche? (b) Si la tensión es nula cuando la temperatura 
es minima, <muàl es su valor cuando la temperatura pasa por un màximo? (c) Si 
la via tiene 15 000 m de longitud y se dilata libremente, icuàl seria la variación 
de longitud entre el dia y la noche? (d) iQué derivadas parciales deben calcularse 
para responder a las preguntas anteriores? 

2-28 Determinar las constantes criticas P c , v c y T c en función de a, b y R para 
un gas de van der Waals. 

2-29 Utilizando las constantes criticas relacionadas en la tabla 2-3, calcular el valor 
de b de la ecuación de van der Waals para el C0 2 : (a) a partir de v c y (b) a partir 
de T c y P c . 

2-30 a) Demostrar que las constantes criticas de una sustancia que obedece la ecua¬ 
ción de estado de Dieterici*, P(v — b) exp (a/vRT) = RT, son 

P c = ajAe^b 2 , v c = 2 b, T c = aj4Rb. 

(b) Comparar la relación P c v c /RT C de un gas de Dieterici con los valores experi- 
mentales de la tabla 24. 

2-31 Deducir la Ec. (2-38). 

2-32 (a) Utilizando la relación ciclica de la Ec. (241), deienninar cl coeficiente de 
dilatación fi de una sustancia que obedece a la ecuación de estado de Dieterici 

* Conrad H. Dieterici, fisico alemàn (1858-1929). 


dada en el problema 2-30. (b) A temperaturas altas y volumenes especificos gran- 
des todos los gases se aproximan al comportamiento de los gases ideales. Compro- 
bar que para valores g'randes de T y v la ecuación de Dieterici y la expresión 
de fi deducida en (a) se convierten en las ecuaciones correspondientes de un gas 
ideal. 

2-33 Determinar ( SP/dT) v para los gases que obedecen: (a) a la ecuación de esta¬ 
do de van der Waals, (b) a la ecuación aproximada de estado del problema 2-23 y 

(c) a la ecuación de estado de Dieterici (problema 2-30). 

2-34 Partiendo de la ecuación de estado de un material paramagnètico, demos¬ 
trar que las derivadas parciales ciclicas (dM/dX) T , (dX/dT) M , (dT/dM)^,, satis- 
facen la Ec. (2-44). 

2-35 (a) Teniendo en cuenta que dv es una diferencial exacta y recordando las 
definiciones de fi y « probar que 

(SI - - (SI- 

(b) A partir de la fig. 2-16 obtener una ecuación lineai que establezca aproxima- 
damente la relación entre k y T para el cobre, a una presión constante de 1 atm, 
y para T = 1000 K. (c) Calcular el cambio que experimenta el coeficiente de dila¬ 
tación del cobre con la presión a temperatura constante, (d) Determinar el coe¬ 
ficiente de dilatación del cobre a 1000 K y 1 atm y calcular la variación relativa 
en volumen del cobre cuando la presión crece isotèrmicamente a 1000 atm. Supo- 
ner que (9 fi/dP) T es independiente de la presión. 

2-36 Utilizar la relación del problema anterior para demostrar que los datos de 
los problemas 2-24 y 2-25 son consistentes. 

2-37 Demostrar que el momento magnètico M de un material paramagnètico es 
una función de estado demostrando que dM es una diferencial exacta. 
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3-1 INTRODUCCIÓN 

E1 principio trabajo-energia de la mecànica es una consecuencia de las leyes 
de Newton del movimiento. Establece que el trabajo de la fuerza resultante 
sobre una particula es igual al cambio de energia cinètica de la misma. Si 
una fuerza es conservativa, el trabajo de està fuerza puede igualarse al 
cambio de energia potencial de la particula y el trabajo de todas las fuerzas, 
excluida està fuerza, es igual a la suma de las variaciones de energia cinè¬ 
tica y potencial de la particula. El mismo razonamiento se aplica a un cuer- 
po rigido. (Para mayor simplicidad suponer que las lineas de acción de 
todas las fuerzas pasan por el centro de masas, de modo que no es necesa- 
rio considerar el movimiento de rotación.) 

También puede realizarse trabajo en procesos en los que se produce cam¬ 
bio de energia cinètica o potencial del sistema. Asi, se realiza trabajo cuando 
un gas se comprime o expande o cuando una célula electrolitica se carga 
o se descarga o cuando una barra paramagnètica se imana o desimana, 
aunque el gas o la célula o la barra permanezcan en reposo a igual altura. 
En termodinàmica intervienen muchos procesos de este tipo que, por otra 
parte, no son los unicos. 

En mecànica, el trabajo d'W de una fuerza F cuyo punto de aplicación 
se desplaza una distancia ds, se define por F cos 0 ds, en donde 6 es el àn- 
gulo formado por los vectores F y ds. Si F y ds tienen el mismo sentido, 
6 = 0°, cos 9 — 1 y el trabajo es igual a F ds. En termodinàmica y por ra- 
zones que pronto se explicaràn, es costumbre invertir este convenio de 
signos y definir el trabajo por d'W = —F cos 6 ds. Asi, cuando F y ds son 
de sentidos opuestos, 6 — 180°, cos 9 — •— 1 y el trabajo es + F ds. La ra- 
zón de escribir d'W en lugar de dW, se explicarà en la sección 3-4. 

Cuando un sistema termodinàmico experimenta un proceso, el trabajo 
que se realiza puede asociarse siempre a alguna fuerza. Sin embargo, es 
conveniente expresar el trabajo en función de las propiedades termodinà- 
micas del sistema y por elio comenzaremos considerando el trabajo que se 
realiza cuando se produce un cambio de volumen en el mismo. 

3-2 EL TRABAJO EN UN CAMBIO DE VOLUMEN 

La linea continua de la fig. 3-1 representa el limite de un sistema de 
volumen V y forma arbitraria sobre el cual actua una presión hidrostàtica 
externa uniforme P e . Supongamos que el sistema se expande en contra de 
està presión, alcanzando finalmente la forma indicada por la linea exterior 
de trazos. La fuerza externa que actua sobre un elemento de la superficie 
limite de àrea dA es dF e = P c dA. Cuando el elemento se .desplaza hacia 
afuera una distancia ds, la fuerza y el desplazamiento son en sentidos opues¬ 
tos y el trabajo de la fuerza es dF c ds — P„ dA ds. Cuando se incluyen todos 
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los elementos de superficie, el trabajo d'W del proceso se determina inte¬ 
grando el producto P e dA ds a toda la superficie: 

t d' W = P* dA ds - 

La integrai equivale al volumen comprendido entre los dos limites, o sea, 
al incremento dV del volumen del sistema. Por tanto, 

d'W = P e dV. (3-1) 

Asi cuando un sistema se expande contra una presión externa, dV es po¬ 
sitivo, el trabajo es positivo y se dice que el sistema realiza un trabajo. Cuan¬ 
do el sistema se comprime, dV es negativo y se dice que el trabajo se realiza 
contra el sistema. En los comienzos de la termodinàmica, una magnitud de 
interés primario era el trabajo que realizaba un sistema en un proceso 
de expansión del vapor de agua contra el pistón de un cilindro. La conve- 
niencia de considerar el trabajo positivo en tal proceso, es la razón prin- 
cipal por la cual se invierte el convenio de signos de la mecànica. Algunos 
textos retienen el convenio de signos de la mecànica y por elio expresan 
el trabajo de un cambio de volumen en la forma d'W = — P e dV. Por tanto, 
el trabajo positivo corresponde al trabajo realizado sobre el sistema y el 
trabajo negativo al realizado por el sistema. Sin embargo, en este libro adop- 
taremos el convenio de signos utilizado normalmente en termodinàmica, 
en el cual el trabajo realizado por el sistema es positivo. 



Fig. 3-1 El trabajo realizado por un sistema que se expande contra una 
fuerza externa se expresa por P e dA ds. 
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La unidad MKS de presión es 1 newton por metro cuadrado (1 N m~ J ) y 
la unidad de volumen 1 metro cùbico (1 m 3 ). La unidad de trabajo es, por 
tanto, 1 newton-metro (1 N m) o 1 joule (1 J). 

E1 trabajo de las fuerzas externas ejercido sobre los limites de un siste¬ 
ma se denomina frecuentemente trabajo externo. E1 trabajo externo en un 
cambio de volumen se expresa por la ecuación (3-1), cualquiera que sea la 
naturaleza del proceso. Si un proceso es reversible, el sistema està esen- 
cialmente en equilibrio mecànico en todo momento y la presión externa P e es 
igual a la presión P ejercida por el sistema contra los limites. Por tanto, 
en un proceso reversible podemos sustituir P e por P y escribir 

d'W=PdV. (3-2) 

Si se trata de un proceso reversible finito en el cual el volumen varia 
de V a a V v , el trabajo total W es 

W = f PdV. ( 3 “ 3 ) 

■JV a 

Cuando se especifica la naturaleza de un proceso, P puede expresarse en 
función de V mediante la ecuación de estado del sistema y puede calcularse 
la integrai. 

La relación entre la presión y el volumen de. un sistema en cualquier 
proceso reversible puede representarse por una curva en el plano P-V. El 
trabajo correspondiente a un pequeno cambio de volumen dV se repre¬ 
senta gràficamente por el àrea P dV de una franja vertical estrecha, tal 
corno la sombreada en la fig. 3-2. El trabajo total W realizado en un proceso 


p 



Fig. 3-2 El àrea sombreada representa el trabajo en un pequeno cam¬ 
bio de volumen. 
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finito es proporcional al àrea limitada por la curva que representa el pro¬ 
ceso, el eje de volùmenes y las ordenadas de V„ y V b . El trabajo es positivo 
si el proccso se produce en el sentido indicado, es decir, desde un estado 
a a un estado b. Si la transformación se produce en sentido opuesto, el 
trabajo es negativo. 

A continuación calcularemos J P dV para un cierto nùmero de trans- 
formaciones reversibles. 

El trabajo en un proceso isócoro es evidentemente cero, ya que en tal 
caso V — constante. 

En procesos isobàricos, la presión es constante y el trabajo es 

W = pi dV = P(Vj, — V a ). (3-4) 

VVa 

El trabajo se halla representado por el àrea del rectàngulo sombreado en 
la fig. 3-3(a), de base V b — V a y de altura P. 

Si P no es constante, debe expresarse en función de V por medio de la 
ecuación de estado. Si el sistema es un gas ideal, 

P = nRT\V. 


p P 



Fig. 3-3 El àrea sombreada represcnta el trabajo cn: (a) un proceso 
isobàrico, (b) un proceso isotèrmico. 

En el caso especial de un proceso isotèrmico, T es constante y 

C Vb dV , V b 

W = nRT — = nRT In — . 

•>Va V v a 


(3-5) 
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E1 trabajo se halla representado por el àrea sombreada en la fig. 3-3(b). Si 
V h >V a , el proceso es una expansión, In (V b /V a ) es positivo y el trabajo es 
positivo. Si V b < V a el proceso es una compresión, In (V,,/V a ) es negativo y 
el trabajo es negativo. 

Se propone corno ejercicio calcular el trabajo correspondiente a un pro¬ 
ceso isotèrmico con variación de volumen de un gas de van der Waals. 

3-3 OTRAS FORMAS DE TRABAJO 

La fig. 3-4 representa un alambre sometido a tracción. El extremo izquierdo 
del alambre està fijo y sobre el derecho actua una fuerza externa S",.. Cuan- 
do el alambre se alarga una pequena longitud ds = dL, y di son del 
mismo sentido y el trabajo de la fuerza & e es d'W — — dL. Si el proceso 
es reversible, la fuerza externa S" e es igual a la tracción £F del alambre y 

d’W= dL. (3-6) 

Si dL es positivo, d'W e s negativo y se realiza un trabajo sobre el alambre. 
Si se le permite recuperarse, se acorta, dL es negativo, d'W es positivo y el 
trabajo lo realiza el alambre. La unidad de tensión en el sistema MKS es el 
newton (N) y la unidad de longitud el metro. 

Una de las aplicaciones màs importantes de la termodinàmica es el es- 
tudio del comportamiento de sustancias paramagnéticas a temperaturas ex- 
traordinariamente bajas. Este tema serà tratado ampliamente en la sec- 
ción 8-8; de momento, consideraremos sólo la expresión del trabajo en un 
proceso durante el cual cambia el estado magnètico de la sustancia. El sis¬ 
tema està formado por una barra uniforme, larga y estrecha, situada en 


Fig. 3-4 El trabajo realizado sobre un alambre para aumentar su lon¬ 
gitud en dL es S" e dL. 

un campo magnètico externo paralelo a su longitud, de modo que pueden 
despreciarse los efectos desmagnetizantes. Sea L la longitud de la barra y 
A el àrea de su sección transversal. Supongamos que se la rodca de un 
arrollamiento imanador de resistencia despreciable, formado por N espi- 
ras y por el que circula una corriente de intensidad I. Sea B la densidad 
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de flujo magnètico en la barra y <1> - BA el flujo total. Cuando la corriente 
en el arrollamiento crece di en el tiempo dt, el flujo cambia di' y a em 
inducida en el arrollamiento es 

$ = —N— = —NA . 
dt dt 

La potencia de entrada Q en el sistema se expresa mediante <2 - $1 y el 
trabajo d'W en el tiempo dt es 

d'W — SA dt = é’Idt. 

La intensidad magnètica X producida por la corriente I en el arrolla¬ 
miento es 


y eliminando I resulta 


d'W = VJfdB, 


en donde V = AL es el volumen de la barra. . , , , 

Si J( es la imanación de la barra o momento magnetico por unidad de 

volumen, la densidad de flujo B es 

B = + J(). 



Cuando està expresión de B se introduce en la ecuación (3-7), resulta 

d'W = — dJf - dJi. (3-8) 

El primer término del segundo miembro representa el trabajo que se re- 
queriria para incrementar el campo en el vacio si no existiera la barra, ya 
que en ese caso Ji y dJL serian nulos. El segundo término es, pues, el tra¬ 
bajo asociado al cambio de imanación de la barra. 

El momento magnètico M de una muestra de volumen V es M = VJt, 
pero para evitar en estas ecuaciones la aparición de la constante magnètica 
flQ = 4* X IO- 7 henry m' 1 (H m- 1 )*, definiremos el momento magnètico en 

la forma 

M = /< 0 E//. (3- 9 ) 


* Joseph Henry, fisico americano (1797-1878). 
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De este modo, el trabajo de imanación, excluido el trabajo del vado, cs 
simplemente 

1 

d'W = -SfdM. (3-10) 

La unidad MKS de X es 1 ampere por metro (1 A mr 1 )* La unidad de 
imanación J( es también 1 A m -1 . Por tanto, la unidad del momento mag¬ 
nètico definido en la ecuación (3-9) es 4ir x IO -7 henry ampere metro 
(4;r X IO- 7 H A m). 

Un razonamiento semejante conduce a que cuando se modifica la inten- 
sidad de campo eléctrico E en una placa dieléctrica, el trabajo es 

d'W = —E dP, (3-11) 

siendo P el momento dipolar de la placa, igual al producto de su polariza- 
ción (momento dipolar por unidad de volumen) por su volumen V. 

La unidad MKS de £ es 1 volt por metro (1 V m -1 )** y la unidad de 
polarización 1 coulomb por metro cuadrado (1 C m- 2 )***. La unidad del 
momento dipolar P es 1 coulomb metro (1 C m) y de nuevo la unidad de 
trabajo es 1 volt coulomb = 1 J. 


fi 



Fig. 3-5 Circuito de trabajo reversible en una pila electrolltica de 
fem <§. 

Consideremos a continuación una pila electrolltica de fem S y de resis- 
tencia interna despreciable. Concctemos los terminalcs de la pila respccti- 
vamente a un extremo a de un reostato y al contacto deslizante b del mismo, 
corno indica la fig. 3-5. El reòstato se conecta a los bornes de una segunda 
pila de fem S', mayor que S. 

Si la posición c(el contacto deslizante se regula de modo que la ddp 
V ab debida a la condente que circula por la resistencia del reòstato sea exac- 

* André M. Ampere, fisico francés (1775-1836). 

** Conde Alessandro Volta, fisico italiano (1745-1827). 

*** Charles A. de Coulomb, ingeniero francés (1736-1806). 
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tamente igual a S, la corriente en la pila sera nula. Si V nb es tm infinitèsimo 
superior a S se producirà una corriente en la pila de derecha a ìzquierda 
y si V a/ , es un infinitèsimo inferior a S se producirà una corriente en la pila 
en sentido opuesto. Como el sentido de la corriente en la pila puede inver- 
tirse por un cambio infinitesimal de V a ,„ el proceso puede considerarse ter¬ 
modinàmicamente reversible. Si ademàs, las sustancias reaccionantes de la 
pila se escogen apropiadamente, el sentido de la reacción qulmica en el 
interior de la pila se invertirà cuando se invierta la corriente y diremos que 
se trata de una pila reversible. 

La potencia tP absorbida o suministrada por la pila es 2? = SI, siendo I 
la corriente de la pila. El trabajo en un intervalo corto de tiempo dt es 

d’W = & dt = éldt. 

En el capitulo 2 definimos una magnitud Z cuyo cambio dZ es la canti- 
dad de carga I dt que fluye por un punto de la pila en el tiempo dt. Para 
estar de acuerdo con el convenio de signos termodinàmico, escribiremos 

d'W — — é? dZ. (3- 12 ) 

Si Z crece, corno ocurre cuando «se carga» la pila, dZ es positivo, d Wes ne¬ 
gativo y se realiza trabajo sobre la pila. 

La unidad MKS de S es 1 volt (1 V) y la unidad de Z es 1 coulomb (1 C). 
La unidad de W cs, por tanto, 1 joule (1 J). 

Como ejemplo final calculemos el trabajo realizado en la variación del 
àrea de una pelicula superficial. La figura 3-6 representa un mètodo usuai 
de demostración del fenòmeno de tensión superficial. En un bastidor en 
forma de U, con un alambre deslizante, se forma una pelicula jabonosa. 



Fig. 3-6 Fuerzas de tensión superficial ejercidas en el contorno de una 
pelicula delgada. 
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mbas super ficies de la pellcula ejercen fuerzas hacia dentro sobre los llmi- 
tes de la pelicula y el alambre se mantiene en equilibrio por la acción de 
a luerza externa & c . La tensión superficial <r de la pellcula se define por 
la fuerza ejercida hacia dentro por una de las superficies de la pellcula 
poi umdad de longitud del limite. Por tanto, si L es la longitud del alambre’ 

, qUC aCtÙa hada arriba es 2<rL < la Pelicula tiene dos super- 
), de donde resulta £F„ = 2<tL. Cuando el alambre se traslada hacia abajo 
una distancia dx, el trabajo de la fuerza 9" e es J 


d'W = -& t dx = -2 oL dx, 

en donde la intervención del signo negativo se debe a que 3*. y dx son 

ambos de igual sentido. El àrea superficial total de la pellcula Ja = 2Lx 
de modo que 


y por tanto 


dA = 2 L dx 
d'W = -odA. 


(3-13) 


cuadr^fn C VV neW '° n P ° r metr ° (1 N y Ia unidad de A es 1 metro 
cuadrado (1 m 2 ), de modo que la unidad de trabajo eslNm=!J. 


3-4 EL TRABAJO DEPENDE DE LA TRAYECTORIA 

Supongamos un sistema PVT que pasa de un estado de equilibrio inicial a 

de eq “ lllbno fmal b P°r dos procesos reversibles distintos, repre- 
sentados por las trayectorias I y LI de la fig, 3-7. La expresión del trabajo 
W en cualquiera de los dos procesos es 


IL =j'd'W =f\dV. 


Aunque el trabajo a lo largo de cualquier trayectoria se expresa por la 
integrai de P dV, la presión P es una función diferente de V a lo largo de 
las dos trayectorias y, por tanto, el trabajo es lambién distinto. El trabajo 
de! proceso I corresponde al àrea total sombreada debajo de la trayecto- 
ia I, el trabajo del proceso II corresponde al àrea (màs oscura) bajo la 

yec oria . Luego, al contrario que en el cambio de volumen V, _ V 

entre os estados a y b que es el mismo para cualquier trayectoria que una" 
ìehos estados, el trabajo W depende del camino rccorrido y no simple- 
mente de los punta. extremos. Por tanto, corno ya explicamos en la Le¬ 
on 2-10, la magnitud d 11/ es una diferencial inexacta y el trabajo W no es 
una propiedad del sistema. El trabajo es una función de linea y no una finì- 
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ción de punto corno V y, por elio, el trabajo del proceso no puede igualarse 
a la diferencia entre los valores de alguna propiedad del sistema en los 
estados ex-tremos del proceso. Asl pues, utilizaremos el simbolo d'W para 
destacar que el, trabajo de un proceso infinitesimal es una diferencial 
inexacta. 

Si el sistema de la fig. 3-7 pasa del estado a al & a lo largo del camino I 
y después vuelve del estado b al a por el camino II, el sistema realiza un 
proceso ciclico. El trabajo positivo a lo largo del camino I es mayor que el 
trabajo negativo a lo largo de II. El trabajo neto del ciclo es, por tanto, 
positivo, o sea, que lo realiza el sistema y està representado por el àrea com- 
prendida dentro de la trayectoria cerrada. Si el ciclo se recorre en sentido 
inverso, es decir, primero de a a b por la trayectoria II y luego de b a a 
por I, el trabajo neto es positivo y el trabajo se realiza contra el sistema. 
En cualquier caso, la magnitud del trabajo neto W es 

W = j>d’W = j>PdV. (3-14) 

Esto contrasta con la integrai de una diferencial exacta a lo largo de una 
trayectoria cerrada que siempre es igual a cero, corno vimos en la sec- 
ción 2-10. 



Fig. 3-7 El trabajo depende del camino recorrido. 

3-5 TRABAJO DE CONFIGURACIÓN Y TRABAJO D1S1PAT1VO 

En todos los ejemplos de las reacciones precedentes, el trabajo en un pro¬ 
ceso reversible se expresa por el producto de una variable intensiva (?, X, 
<5, <r) y la variación de una variable extensiva (V , M, Z, A). Si representamos 
con la letra Y la variable intensiva y con la letra X la variable extensiva co- 
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.rrespondiente, en el caso mas generai, en que se presentan mas de un par 
de variables, tenemos 

d'W = Y x dX x + Y 2 dX 2 +•••== 2 Y dx > (3-15) 

en donde cada producto debe tomarse con el signo algebraico apropiado: 
P dV, — 3C dM, etc. Se dice que las variables extensivas X lt X 2 , etc., deter- 
minan la configuración del sistema y que el trabajo £ Y dX es el trabajo 
de configuración. 

Es posible que la configuración de un sistema pueda cambiar sin la rea- 
lización de trabajo. En la fig. 3-8 una vasija se divide en dos partes por un 
diafragma. El espacio por encima del diafragma se vada, mientras que 
el que està por debajo contiene un gas. Si el diafragma se perfora, el gas se 
expande por el espacio vado y llena toda la vasija. El estado final seria el 
mismo si el diafragma estuviera constituido por un pistón muy ligero, que 
se dejase en libertad a partir de su posición originai. El proceso se deno¬ 
mina expansión libre. 


1 

V//S//////Z777 







1 ; 

YZZZZZZZZZZZZ2. 
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Fig. 3-8 En la expansión libre de un gas el trabajo de configuración 
es nulo, ya que P e es cero. 

Como en el espacio que hay por encima del diafragma hay vado, la pre- 
sión externa P e sobre el diafragma es cero. El trabajo en una expansión 
libre es, por tanto, 

W=jp e dV = 0, 

y el trabajo es cero aunque el volumen del gas aumente. 

Consideremos un sistema constituido por un fluido y un agitador, es- 
tando òste sumergido en el primero. El agitador està unido a un eje que 
atraviesa la pared del recinto y sobre cuyo extremo exterior se aplica un 
par de fuerzas. Prescindiendo del senti do de rotación del ejè, el par externo 
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.tiene sicmprc cl mismo sordido (pie el dcsplìi/.amienlo angular del eje y el tra¬ 
bajo del par externo cs sicmprc negativo, es decir, cl trabajo se realità 
siempre sobre el sistema compitesi» por el fluido y el agitador. Este tra¬ 
bajo de agilación se llama ile modo generai trabajo disipativo. 

Otro ejemplo conimi de trabajo disipativo es el trabajo necesario para 
mantener una corriente elcctrica / en una resistencia R. El trabajo eléc- 
trieo de magni I tili f FU di se realiza siempre sobre la resistencia, sin tener 
en cucnta el sentici» de la coniente. 

. A difcrencia del trabajo de configuración, el trabajo disipativo en un 
proceso no puede expresarse en función del cambio de alguna propiedad 
del sistema sobre el cual se realiza. Como veremos después, hay una inti¬ 
ma conexión entre trabajo disipativo y flujo de calor. 

Todo proceso en el cual se realiza trabajo disipativo es necesariamente 
irreversible. Cuando el agitador gira en un fluido se realiza trabajo sobre 
el sistema, pero una pequena variación en el par externo que hace girar 
al'agitador, no da lugar a que el trabajo lo realice el sistema. De igual modo, 
una pequena variación en la tensión terminal de la fuente que suministra 
la corriente a través de la resistencia, no da lugar a que el trabajo lo realice 
la resistencia. 

En el caso generai pueden presentarse en un proceso ambos trabajos, 
el de configuración y el disipativo. El trabajo total del proceso se define 
por la suma algebraica del trabajo de configuración y el trabajo disipativo. 
En un proceso reversible el trabajo disipativo debe ser cero. Como un pro¬ 
ceso reversible cs necesariamente cuasiestàtico, su especificación implica: 
(a) que el trabajo sea cuasiestàtico y (b) que el trabajo disipativo sea nulo. 
En un proceso reversible, pues, el trabajo total es igual al trabajo de 
configuración. 

3-6 PRIMER PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA 

Existen muchos procesos que permiten que un sistema pase de un estado 
de equilibrio a otro y, en generai, el trabajo realizado por el sistema es dife¬ 
rente en cada proceso. De todos los procesos posibles entre dos estados 
determinados, seleccionemos aquellos que sean adiabàticos. Es decir, que 
el sistema esté rodeado por un limite adiabàtico y su temperatura sea in- 
dependiente de la que posea el medio exterior. El limite no necesita ser ri¬ 
gido, de modo que el sistema puede realizar o recibir trabajo de configu¬ 
ración. Supondremos también que el sistema puede recibir trabajo disipa- 
tivo y que no hay variaciones de energia cinètica y potencial en el sistema. 

Aunque sólo consideraremos los procesos adiabàticos, existen muchos 
procesos de este tipo entre un par de estados determinados. Algunos de 
ellos se indican en la fig. 3-9. El sistema, inicialmente en el estado a realiza 
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primero una expansión libre adiabàtica (representada por la serie de trazos) 
de a a c. En este proceso no se realiza trabajo de configuración y supon- 
dremos que no hay trabajo disipativo. E1 sistema realiza a continuación 
una expansión adiabàtica reversible al estado b. En este proceso el trabajo 
de configuración se halla representado por el àrea sombreada bajo la curva 
cb y corno el trabajo disipativo es nulo en todo proceso reversible, està 
àrea sombreada representa el trabajo total del proceso a-c-b. 


p 



Fig. 3-9 El mismo trabajo se realiza en todos los procesos adiabàticos 
que tienen lugar entre el mismo par de estados de equilibrio. 

En un segundo proceso, partiendo de nuevo del estado a, el sistema rea¬ 
liza primero una expansión adiabàtica reversible alcanzando el estado d, 
elegido de tal modo que con una expansión libre subsiguiente (de nuevo 
en ausencia de todo trabajo disipativo) termine en el estado b. El trabajo 
total del proceso a-d-b se halla entonces representado por el àrea sombreada 
bajo la curva ad. 

Aunque los dos procesos son muy distintos, es un hecho experimental 
que el trabajo, representado por las dos àreas sombreadas, es el mismo en 
ambos casos. 

En un tercer proceso posible, la expansión adiabàtica reversible que parte 
de a continua màs allà de d hasta alcanzar el punto e de igual configuración 
(en este caso el volumen) que en el estado b. A continuación se realiza un 
trabajo disipativo adiabàtico sobre el sistema sin cambio de configuración 
(por ejemplo, un agitador gira dentro del sistema) hasta que alcanza de 
nuevo el estado b. (El trabajo disipativo no se halla representado por un 
àrea en el diagrama.) 

El trabajo total realizado por el sistema en el proceso a-e-b es igual al 
trabajo de configuración realizado en el proceso a-e representado por el àrea 
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bajo la curva ae, menos el trabajo disipativo realizado sobre el sistema en 
el proceso e-b. Resulta que este trabajo total es igual al de los dos proce¬ 
sos anteriores y el trabajo realizado por el sistema en la expansión rever¬ 
sible de d a e es igual al que se realiza sobre el sistema en el proceso disi¬ 
pativo e-b. 

De lo expuesto no debe llegarse a la conclusión de que los experimentos 
anàlogos a los ilustrados en la fig. 3-9 han sido efectuados con gran preci- 
sión para todos los procesos adiabàticos posibles entre todos los pares 
posibles de estados de equilibrio. Sin embargo, toda la estructura de la ter¬ 
modinàmica està de acuerdo con la conclusión de que cualquiera que sea 
la naturaleza del proceso, 

el trabajo total es el mismo en todos los procesos adiabàticos que tengan 
lugar entre dos estados de equilibrio que tengan las mìsmas energias cinè¬ 
tica y potencial. 

Este enunciado constituye el primer principio de la termodinàmica. En la 
sección 3-13 se trataràn aquellos procesos en los cuales las energias cinètica 
y potencial no son iguales en los estados extremos. 

3-7 ENERGIA INTERNA 

El trabajo total W ad en cualquier proceso adiabàtico es igual a la suma de 
los trabajos cfW ad en cada etapa del proceso: 



Aunque en generai la diferencial d'W es inexacta y el trabajo W tiene valo- 
res diferentes para distintas trayectorias, la diferencial d’W ^ es exacta en 
el sentido de que el trabajo es el mismo a lo largo de todos los procesos 
adiabàticos comprendidos entre un par determinado de estados que posean 
las mismas energias cinètica y potencial. Por tanto, podemos definir una 
propiedad de un sistema, representada por U, tal que la diferencia entre sus 
valores en los estados a y b es igual al trabajo total realizado por el siste¬ 
ma a lo largo de cualquier trayectoria adiabàtica que una a con b. Està pro¬ 
piedad se denomina energia interna del sistema. 

El valor de la energia interna (excepto una constante arbitraria que no 
afecta a los valores de las diferencias de energia interna), depende sólo del 
estado del sistema y, por tanto, dU es una diferencial exacta. Convencional- 
mente, se define dU corno el valor negativo del trabajo adiabàtico d'W ad 
que realiza el sistema o igual al trabajo adiabàtico realizado sobre el sis¬ 
tema. Asl 

dU = -d'W ai . 
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Para dos estados que difieran en una cantidad finita 

f* XJ^ s*b 

dU ~ U b — U a = - d'W aa = -W ai , 

J U a *<i 

o sea 

u a - u b = W nd . (3-16) 

Es decir, el trabajo total W ad que realiza un sistema en un proceso adiabà¬ 
tico entre dos estados a y b con iguales energias cinètica y potencial es igual 
a la disminución ( U a — U b ) de la energia interna del sistema. Asi, un gas 
que se expande contra un pistón en un proceso adiabàtico puede realizar 
trabajo, aun cuando no existan variaciones en su energia cinètica o poten¬ 
cial; el trabajo se realiza a expensas de la energia interna del gas. 

Evidentemente la unidad de energia interna es la misma que la de tra¬ 
bajo y, por tanto, en el sistema MKS igual a 1 joule (1 J). 

Obsérvese que no es necesario hacer hipótesis ni afirmaciones respecto 
a la naturaleza de la energia interna desde el punto de vista molecular. Màs 
addante veremos còrno mediante los métodos de la teoria cinètica y la me- 
cànica estadistica es posible interpretar la energia interna de un sistema 
en función de las energias de las particulas que lo componen. Desde el punto 
de vista termodinàmico basta conocer la existencia de la propiedad llamada 
energia interna y saber còrno se define. 

En el capitulo 5 demostraremos que no todos los estados de un sistema 
pueden alcanzarse por procesos adiabàticos a partir de un estado deter- 
minado. Sin embargo, si el estado b no puede alcanzarse a partir del es¬ 
tado a por un proceso adiabàtico, es siempre cierto que el estado a puede 
alcanzarse a partir del estado b mediante un nùmero infinito de procesos 
adiabàticos, en todos los cuales el trabajo W ad es el mismo. El trabajo adia¬ 
bàtico define entonces las diferencias de energia interna U b — U a . 

3-8 FLUJO DE CALOR 

El primer principio de la termodinàmica permite definir la energia inter¬ 
na U de un sistema corno una propiedad del mismo, cuyo cambiò entre dos 
estados de equilibrio es igual al trabajo total negativo de cualquier proceso 
adiabàtico entre dichos estados. A continuación consideraremos procesos 
que tienen lugar entre un par determinado de estados de equilibrio por via 
no adiabàtica. Es decir, el sistema no està tèrmicamente aislado del medio 
exterior, sino que hace contacio con è) a través de Iimiles no adiabàlicos 
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con uno o màs sistemas cuya temperatura difiere de la del sistema conside- 
rado. Bajo estas circunstancias decimos que existe un flujo de calar Q entre 
el sistema y el medio ambiente. 

El flujo de ca lor Q se define cuantitat ivamente en fun ción del trabajo 
que se realiza en el proceso del modo siguiente: El trabajo total W en un 
proceso no adiabàtico entre un par determinado de estados de equilibrio 
difie re d e un proceso a otro y difiere Jambién del trabajo W ad de cualquier 
proceso adiabàtico entre el mismo par de estados. Definiremos el fìujo de 
calor Q dentro del sis tema en cualquier proceso, c orno la diferencia entr e 
el tr abajo W y el trab aj o adiabàtico W ad : 


Q s W 


(3-17) 


El flujo de calor dentro de un sistema, lo mismo que la variación de 
energia interna, se define asi completamente en función del trabajo mecà- 
nico y la unidad de Q es, evidentemente, 1 joule. El procedimiento seguido 
aqui parece muy distinto de aquel que define la unidad de calor corno el 
flujo de calor necesario para que 1 gramo de agua eleve su temperatura 
en 1 grado Celsius (la caloria gramo) o el flujo de calor necesario para que 
1 libra de agua eleve su temperartura en 1 grado Fahrenheit (la unidad 
britànica de calor o Btu). La ventaja del mètodo que empleamos aqui es 
que la unidad de calor se define en términos absolutos y no intervienen 
las propiedades de la sustancia de que se trate. Volveremos a este asunto 
en la sección 3-10. 

Segun la naturaleza del proceso, el trabajo W puede ser mayor o menor 
que el trabajo adiabàtico W ad y, por tanto, el signo algebraico de Q puede 
ser positivo o negativo. Si Q es positivo, existirà un flujo de calor bacia 
el sistema; si Q es negativo, el flujo de calor irà del sistema hacia el medio 
exterior. El flujo de calor puede ser positivo durante unas partes de un 
proceso y negativo en otras. Asi, pues, Q es igual al flujo neto hacia el sis¬ 
tema. 

Como los valores numéricos de temperatura se asignan de tal modo que 
el calor fluye por conducción desde una temperatura màs alta a otra màs 
baja, resulta que si la temperatura del medio exterior es mayor que la del 
sistema existirà un flujo de calor hacia el sistema y Q serà positivo; si la 
temperatura del medio exterior es menor que la del sistema se producirà 
un flujo de calor hacia fuera del sistema y Q serà negativo. 

Un cambio reversible en la temperatura de un sistema, corno se expuso 
en la sección 1-9, puede ahora describirse en función de un flujo de calor. 
Si la temperatura de un sistema difiere sólo infinitesimalmente de la del 
entorno, el sentido del flujo de calor puede invertirse por un cambio infini¬ 
tesima! de la temperatura del sistema, siendo entonces reversible. 
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Si un proceso es adiabàtico, el trabajo W se convierte simplemente en 
el trabajo adiabàtico W,,, y segùn la ecuación (3-17), el flujo de calor Q es 
cero. Esto justifica la afirmación hecha en la sección 1-5, a saber, que una 
pared adiabàtica puede describirse corno aquella a través de la cual no puede 
haber flujo de calor aunque exista diferencia de temperatura entre sus su- 
perficies extremas. Una pared adiabàtica es un aislador termico ideal. 

Como, por definición, el trabajo adiabàtico realizado por un sistema en 
un proceso que une el estado de equilibrio inicial a con el estado de equi¬ 
librio final b, es igual a la disminución de energia interna del sistema U a — U b , 
la ecuación (3-17) puede escribirse en la forma 

Ub — U a — Q — W. (3- 18) 

La diferencia U h —U a es el incremento de energia interna y la ecuación (3-18) 
establece que el incremento de energia interna de un sistema en cualquier 
proceso en el que no existan variaciones de energia cinètica y potencial, es 
igual al flujo de calor neto Q en el sistema, menos el trabajo total W reali¬ 
zado por el sistema. 

Si hubiéramos utilizado la convención de signos de la mecànica, en la cual 
el trabajo de una fuerza se define por F cos 6 ds en lugar de — F cos 0 ds, el 
signo de W se hubiera invertido y en vez de la Ec. (3-18) habriamos escrito: 

U b - U a = Q + W. 

Es decir, Q es positivo cuando hay flujo de calor bacia el sistema y W es 
positivo cuando se realità trabajo sobre el sistema. El incremento de energia 
interna es asi igual a la suma del flujo de calor bacia el sistema y el trabajo 
realizado sobre el sistema. Este convenio de signos parece mas lògico y lo 
siguen algunos autores. 

Si el flujo de calor y el trabajo son ambos muy pequenos, la variación 
de la energia interna es también muy pequena y la ecuación (3-18) se con¬ 
vierte en 

dU = d'Q — d'W. (3-19) 

La ecuación (3-18) o su forma diferencial, ecuación (3-19), se consideran 
comunmente corno las fórmulas analiticas del primer principio de la ter¬ 
modinàmica (y asi lo harcmos en addante), pero realmente estas ecuaciones 
no constituyen màs que las definiciones de Q o d'Q y no son una ley fisica. 
La verdadera importancia del primer principio reside en la afirmación de 
que el trabajo es el mismo en todos los procesos adiabàticos que unen dos 
estados de equilibrio con las mismas energias cinètica y potencial. 


PRIMER PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA 


89 


No existe limitación sobre la naturaleza del proceso a que se refieren 
las ecuaciones (3-18) y (3-19); el proceso puede ser reversible o irreversible. 
Si es reversible, el ùnico trabajo es el de configuración y (para un sistema 
PVT) podemos sustituir d'W por P dV. Por tanto, en un proceso reversible, 

dU = d'Q - P dV. (3-20) 

Màs generalmente, para un sistema de cualquier naturaleza en un proceso 
reversible, 

dU= d'Q - 2 YdX. (3-21) 

3-9 EL FLUJO DE CALOR DEPENDE DE LA TRAYECTORIA 

Las ecuaciones (3-18) y (3-19) pueden escribirse en la forma 

Q = (U b - U a ) + W, 
d'Q = dU + d'W. 

Para un par determinado de estados inicial y final, los valores de (U„ — U a ) 
o de dU son los mismos para todos los procesos comprendidos entre dichos 
estados. Sin embargo, corno hemos visto, las magnitudes W o d'W son dife- 
rentes en cada proceso y, corno consecuencia, los flujos calorificos Q o d'Q 
también son diferentes. Asi, pues, d'Q, lo mismo que d'W, es una diferen¬ 
cial inexacta y Q no es una propiedad del sistema. El calor, corno el trabajo, 
es una función de linea y no una función de punto y sólo tiene significado 
en conexión con un proceso. Por otra parte, el flujo neto de calor Q en un 
sistema durante un proceso entre los estados a y b es la suma de los valo¬ 
res d'Q en cada etapa del proceso y, por tanto, 



Sin embargo, lo mismo que ocurrfa con el trabajo W del proceso, no 
podemos igualar la integrai con la diferencia entre los valores de una pro¬ 
piedad del sistema en los estados inicial y final. Por ejemplo, supongamos 
que elegimos un estado de referencia y asignamos el valor Q 0 al «calor del 
sistema» en ese estado. El «calor» en un segundo estado seria igual al «calor» 
Q 0 màs el flujo de calor Q que tuviera lugar en un proceso que conectara 
el estado de referencia con el segundo estado. Pero el flujo de calor es dis¬ 
tinto en cada proceso distinto que tiene lugar entre los dos estados y, por 
tanto, es imposible asignar un valor definido al «calor» del segundo estado. 
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Si un proceso es ciclico, sus estados extremos coinciden; no hay cambio 
en la energia interna y segun la ecuación (3-18), Q = W. En tal proceso, 
el flujo ncto de calor Q que absorbe el sistema cs igual al trabajo ncto que 
òste realiza. Pero corno el trabajo neto W no es necesariamentc cero, el 
flujo neto de calor Q tampoco es necesariamente nulo y todo lo que pode- 
mos decir es que 

» 

O d'Q = Q. 

Està expresión es anàloga a la correspondiente al trabajo IV en un pro¬ 
ceso ciclico y contrasta con la integrai de una diferencial exacta en una 
trayectoria cerrada que es siempre cero. 

3-10 EQUIVALENTE MECÀNICO DEL CALOR 

Supongamos que sobre un sistema se realiza el trabajo disipativo W d en un 
proceso adiabàtico a configuración constante. Este es el caso, por ejemplo, 
que ocurre cuando se realiza trabajo sobre un dispositivo de fricción su- 
mergido en un fluido que se mantiene a volumen constante y està aislado 
tèrmicamente. El flujo de calor Q en el proceso es cero, el trabajo de con¬ 
figuración es nulo y el trabajo de disipación es el trabajo total. Por tanto, 
si y Ub son respectivamente los valores inicial y final de la energia in¬ 
terna del sistema, teniendo en cuenta que el trabajo que se realiza sobre 
un sistema es negativo, podremos escribir 

U b~U a =\W i \. (3-22) 

Es decir, el incremento de energia interna del sistema es igual a la magni- 
tud del trabajo disipativo realizado sobre el mismo. 

Por otra parte, en un proceso en el cual el trabajo de configuración 
y el trabajo disipativo son ambos nulos, pero que existe un flujo de calor Q 
en el sistema, el cambio de energia interna es 

U b - U a = Q. (3-23) 

Si las ecuaciones (3-22) y (3-23) se refieren al mismo par de estados ex¬ 
tremos, el flujo de calor Q del segundo proceso es igual al trabajo disipa¬ 
tivo del primero. Desde el punto de vista del sistema resulta ihdiferente 
que la energia interna aumente por la realización de trabajo disipativo o 
por la afluencia de un flujo de calor del medio exterior. 

Estos dos procesos ilustran lo que quiere decir el enunciado comun, 
aunque impreciso, de que en un proceso disipativo «el trabajo se conviene 
en calor». Todo lo que realmente podemos decir es que la varìación de 


energia interna de un sistema en un proceso disipativo es la misma que si 
hubiera absorbido un flujo de calor Q igual, en magnitud, al trabajo disi¬ 
pativo. 

Como otro caso especial, supongamos que el trabajo disipativo W d se 
realiza sobre un sistema a configuración constante y que al mismo tiempo 
hay un flujo de calor Q hacia fuera del sistema igual en magnitud al tra¬ 
bajo disipativo W d . La energia interna del sistema permanece constante. 
Este es el caso de una resistencia eléctrica que transporta una corriente y 
se mantiene a temperatura constante mediante una circulación de agua de 
refrigeración. El flujo de calor cedido por la resistencia al agua es igual 
en magnitud al trabajo disipativo realizado sobre la resistencia y, es cos- 
tumbre decir en este caso, que «el trabajo se convierte en calor». 

Durante rnuchos anos la cantidad de calor que fluye en un sistema se 
expresó en calorias o en Btu; 1 caloria es la cantidad de calor necesaria 
para que 1 gramo de agua incremente su temperatura en 1 grado Celsius 
y 1 Btu (British thermal unit) es el calor necesario para que 1 libra de agua 
eleve su temperatura en 1 grado Fahrenheit. Mediciones cuidadosas demos- 
traron que estas cantidades de calor variaban ligeramente con la localiza- 
ción particular del intervalo de un grado, por ejemplo, si se trataba de 0°C 
a 1°C o de 50°C a 51 °C. Para evitar confusiones se definió la caloria a 15 
grados, corno la cantidad de calor que produce en 1 gramo de agua la ele- 
vación de temperatura de 14,5°C a 15,5°C. 

Si el mismo incremento de temperatura se produce mediante la realiza¬ 
ción de trabajo disipativo, las mejores medidas experimentales encuentran 
que para elio se neccsitan 4,1858 joule, valor que se ha denominado equiva¬ 
lente mecdnico del calor. Podemos pues escribir, 

1 caloria a 15 grados = 4,1858 joule. (3-24) 

Està correspondencia entre joule y caloria a 15 grados està sujeta nece¬ 
sariamente al error experimental. Por està razón y también para no funda- 
mentar la definición de caloria en las propiedades de una sustancia parti¬ 
cular (es decir, el agua), una comisión internacional ha acordado definir la 
«nueva caloria» basada en la Tabla Internacional del vapor (la caloria IT) 
por la ecuación 

1 caloria IT = watt-hora= joule (exactamente). 

Luego, con cinco cifras significativas, 

1 caloria IT = 4,1860 joule. (3-25) 

El valor aparentemente arbitrario de 860 se tomo para que la caloria IT 
concordase al màximo posible con el valor experimental de la caloria a 
15 grados. 


i 


92 


PRIMER PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA 


Como las relaciones entre el joule y el pie-libra, entre el gramo y la libra- 
masa y entre los grados Celsius y Fahrenheit, son también convenciona- 
les, provenientes de definiciones no sujetas a errores experimentales, la 
unidad britànica de calor Btu se puede definir también exactamente en fun- 
ción del joule. Con cinco cifras significativas, 

1 Btu = 778,28 pies-libra. (3-26) 

Està definición de caloria y Btu corno multiplos exactos del joule, hace 
que resulten anticuadas y ahora, en fisica experimental ordinaria, las can- 
tidades de calor se expresan simplemente en joule. Sin embargo, la caloria 
y el Btu estàn tan profundamente difundidos en las obras cientificas y téc- 
nicas, que probablemente pasaràn muchos anos antes de que desaparezcan 
del todo. 

Durante muchos anos se creyó que el calor era una sustancia contenida 
en los materiales. La primera evidencia concluyente de que no era asi fue 
encontrada por el Conde Rumford*, al observar el incremento de tempera¬ 
tura de las virutas producidas al tornear los canones. Llegó a la conclusión 
de que el flujo de calor en las virutas provenia del trabajo de tornear. Las 
primeras mediciones precisas del equivalente mecànico del calor fueron rea- 
lizadas por Joule, que midió el trabajo disipativo mecànico realizado sobre 
un agitador de paletas sumergido en un tanque de agua y calculó a partir de 
la masa conocida del agua y de su incremento de temperatura, la cantidad 
de calor que tendria que fluir del agua para producir la misma variación de 
energia interna. Los experimentos se realizaron en el periodo de 1840 a 1878 
y aunque Joule expresó sus resultados en unidades inglesas, son equivalen- 
tes al valor notablemente preciso de 

1 caloria = 4,19 joule. 

(La unidad energètica 1 joule no fue introducida con su nombre hasta des- 
pués de la muerte de Joule y la caloria normalizada a 15 grados no se habia 
definido todavia en aquella època.) 

Sin embargo, la verdadera importancia del trabajo de Joule fue superior 
a la simple determinación del equivalente mecànico del calor. Por medio de 
experimentos semejantes a los citados y otros de naturaleza similar, Joule 
demostró de modo concluyente que existia en realidad una proporcionalidad 
directa entre «trabajo» y «calor» y con elio contribuyó a disipar la falsa 
creencia, corriente en aquel tiempo, de que el «calor» era un fluido invisible 
y sin peso, llamado «calòrico». Puede decirse que Joule no sólo determinò 
el valor del equivalente mecànico del calor, sino que proporcionó la prueba 
experimental de la existcncia de dicha magnitud. 

* Benjamin Thompson, Conde Rumford, fisico americano (1753-1814). 
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3-11 CAPAC1DAD CALORIFICA 

En tanto no se producen cambios de fase en un proceso, excepto en ciertos 
casos especiales, la temperatura de un sistema varia cuando el sistema re- 
cibe un flujo de calor. La capacidad calorifica media C de un sistema en un 
determinado proceso se define por la relación del flujo de calor Q que entra 
en el sistema y el correspondiente aumento de temperatura, A T: 


C = SL (3-27) 

AT 

El término «capacidad» no es muy apropiado, pues parece indicar que 
el sistema posee una «capacidad» definida para almacenar cierta cantidad 
de calor (y no màs), corno la capacidad de un cubo de agua. Un término 
mejor, siguiendo la notación de la electricidad, hubiera sido «capacitancia 
tèrmica» o «capacitancia calorifica». 

La capacidad calorifica verdadera a cualquier temperatura se define corno 
el limite de C cuando A T tiende a cero: 


^ r 2 cVQ 
C = hm -— = —— • 
at-o AT dT 


(3-28) 


La unidad MKS de C es 1 joule por kelvin (1 J K -1 )- 

Téngase presente que la relación d'Q/dT no puede interpretarse corno 
la derivada de Q respecto a T, pues Q no es una propiedad del sistema y no 
es una función de T. La notación d'Q simplemente representa un «pequeno 
flujo de calor» y dT es el cambio correspondiente de temperatura. 

Un proceso no està completamente definido por la diferencia de tempe¬ 
ratura entre sus estados extremos y para un cambio determinado de tem¬ 
peratura dT, el flujo de calor d'Q puede ser positivo, negativo o nulo, segun 
la naturaleza del proceso. Por tanto, la capacidad calorifica de un sistema 
depende, tanto de la naturaleza del sistema, corno del proceso particular 
que el sistema experimenta y, para un sistema determinado, puede tornar 
cualquier valor entre — cx> y + oo. 

La capacidad calorifica en un proceso durante el cual el sistema se so- 
mete a una presión hidrostàtica externa constante, se denomina capacidad 
calorifica a presión constante y se representa por C P . El valor de C P para un 
sistema determinado, depende de la presión y de la temperatura. Si el sis¬ 
tema se mantiene a volumen constante en tanto se le suministra calor, la 
capacidad calorifica correspondiente se denomina capacidad calorifica a vo¬ 
lumen constante y se representa por C v . Debido a las grandes tensiones que 
se producen cuando se calienta un sòlido o un liquido privado de expansión, 
las determinaciones experimentales de C v en sólidos y liquidos son dificiles 
y por elio se mide generalmente la magnitud C P . Como veremos màs ade- 
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lante, conocido C P , puede calcularse la capacidad calorifica para cualquier 
otro proceso si ademàs conocemos la ecuación de estado del sistema. 

Para medir experimentalmente la capacidad calorifica de un sistema, 
debe medirse el calor d'Q que fluye en un proceso hacia el sistema y el 
cambio correspondiente de temperatura cLT. El mètodo mas preciso de medir 
el flujo calorifico consiste en introducir una resistencia eléctrica en el siste¬ 
ma o rodearlo por ella y medir el trabajo eléctrico disipativo d'W = J I 2 R di 
en la resistencia. Como ya vimos, si el estado de la resistencia no cambia, 
el flujo de calor d'Q que parte de la resistencia hacia el sistema es igual 
en magnitud al trabajo eléctrico d'W. En tal experimento la temperatura 
de la resistencia crece junto con la del sistema, de modo que su energia 
interna no permanece constante y el calor que fluye hacia el sistema no es 
exactamente igual al trabajo eléctrico. Sin embargo, la discrepancia puede 
hacerse muy pequena o aplicarle una corrección. También debe hacerse una 
corrección por el flujo de calor entre el sistema y el medio exterior. 

El concepto de capacidad calorifica se aplica a un sistema determinado. 
El calor especifico o capacidad calorifica por unidad de masa o por mol, 
es caracteristico de la sustancia que constituye el sistema y se representa 
por c P o c„. La unidad MKS de calor especifico es 1 joule por kelvin por 
kilogramo (1 J kg -1 K -1 ) o 1 joule por kelvin por kilomol (1 J kilomol- 1 K -1 ). 

La fig. 3-10 muestra la variación con la temperatura de los calores espe- 
cificos molares c P y c„ del cobre, a la presión constante de 1 atmosfera. A 
temperaturas bajas los dos son aproximadamente iguales y en las proximi- 
dades del cero absoluto ambos decrecen ràpidamente a cero. (Compàrese 
con el gràfico de la fig. 2-16.) Este comportamiento es caracteristico de la 
mayor parte de las sustancias sólidas, aunque la temperatura a la cual se 
produce la calda brusca, varia ampliamente de una sustancia a otra. A tem- 
peraturas altas c P continua aumentando, mientras que c„ se mantiene casi 
constante y aproximadamente igual a 25 X IO 3 J kilomol -1 K -1 . Se encuentra 
este mismo valor de c„ para muchos sólidos a altas temperaturas, y se deno¬ 
mina valor de Dulong* y Petit** (que fueron los primeros en descubrir este 
hecho). 

Aunque parece existir poca conexión entre la capacidad calorifica de los 
sólidos y las propiedades de los gases a bajas presiones, debe observarse 
que la constante R de los gases es igual a 8,31 X "IO 3 J kilomol -1 K -1 y 25 X IO 3 
J kilomol -1 K -1 es casi exactamente el triple de està cantidad; es decir, 
el calor especifico a volumen constante es casi igual a 3R a elevadas tem¬ 
peraturas. Demostraremos en la sección 9-8 que, teòricamente, se puede. es- 
perar para c„ en los sólidos a altas temperaturas un valor igual a 3 R. 


* Pierre L. Dulong, quimico francés (1785-1838). 

** Alexis T. Petit, fisico francés (1791-1820). 



Fig. 3-10 Gràfica de c v y c P para el cobre en función de la temperatura 
a la presión constante de 1 atm. 

La fig. 3-11 muestra la variación con la presión de c P y c„ del mercurio a 
temperatura constante. La variación con la presión es relativamente mucho 
menor que la variación con la temperatura. 

En la tabla 9-1 se dan algunos valores de c P y c„ para gases, correspon- 
dientes a temperaturas próximas al ambiente, expresados también en función 



Fig. 3-11 Gràfica de c„ y c p para el mercurio en función de la presión 
a la temperatura constante de 0°C. 
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de R. Se observa que para gases monoatómicos, c P /R 5/2 = 2,50, c v /R^=> 
3/2 = 1,50 y para los gases diatómicos, c P /R «= 7/2 = 3,50, c v /R « 5/2 = 2,50. 

La cantidad total de calor que fluye en un sistema en cualquier proceso 
viene dado por 




(3-29) 


en donde C es la capacidad calorifica apropiada al proceso y c es el corres- 
pondiente valor molai. Dentro de un intervalo de temperaturas en el cual 
C puede considerarse constante. 


Q = C(T 2 - 7j) = nc(T t - 7\). (3 _30) 

Cuanto mayor es la capacidad calorifica del sistema, menor es la varia- 
ción de temperatura para un flujo delerminado y en realidad, haciendo la 
capacidad calorifica suficientemente grande, la variación de temperatura 
puede hacerse tan pequena corno se desee. Un sistema cuya capacidad ca¬ 
lorifica es muy grande, se denomina fuente tèrmica, caracterizada por el 
hecho de que se le puede enviar o quitar cualquier cantidad de calor 
sin que se produzca en él una variación apreciable de temperatura. Cual¬ 
quier proceso reversible efectuado por un sistema en contacto con una fuente 
tèrmica es isotèrmico. 

En sistemas distintos de los PVT pueden definirse capacidades calorificas 
anàlogas aC P y C v . Asi, en un proceso en el que la intensidad 3C del campo 
magnètico es constante, un sistema magnètico posee una capacidad calori¬ 
fica C jf. Si el momento magnètico M es constante, la correspondiente capa¬ 
cidad calorifica es C M . Para un polimero o para un alambre tenso, las ca¬ 
pacidades calorificas deben considerarse a tensión constante C ? y a longitud 
constante C L . 


3-12 CALORES DE TRANSFORMACIÓN. ENTALPIA 

En la sección 2-5 se describieron los cambios de fase de una sustancia pura, 
pero no se hizo ninguna referencia al trabajo o calor que acompanan a esos 
cambios. Ahora los estudiaremos. 

Consideremos una porción de un proceso isotèrmico en la región sòlido- 
liquido, en la liquido-vapor o en la sólido-vapor y hagamos que la trans- 
formación se realice en el sentido en que una masa in se transforma de 
solido a liquido, de liquido a vapor o de sòlido a vapor. El sistema, enton- 
ces, absorbe calor y el calor latente de transformación l se define corno la 
razón del calor absorbido a la masa m que experimenta el cambio de fase. 
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(Podemos también definir el calor latente molar de transformación corno 
la razón del calor absorbido al nùmero de moles n que se transforman.) La 
unidad del calor de transformación es 1 J kg -1 o 1 J kilomol -1 . 

Los cambios de fase estàn siempre asociados con cambios de volumen, 
de modo que en un cambio de fase siempre el sistema entrega o recibe tra¬ 
bajo (excepto en el punto critico, en que el volumen especifico del liquido 
y del vapor son iguales). Si el cambio se produce a temperatura constante, 
la presión es también constante y el trabajo especifico que realiza el sis¬ 
tema es, por lo tanto, 

w — P(v 2 — fi), 

donde t> 2 y v, son los volumenes especificos final e inicial. Entonces, por el 
primer principio, la variación de energia especifica es 

t/ 2 - Ui = / - P(t> 2 - vj. 

Està ecuación puede escribirse en la forma 

l = (u 2 + Pv 2 ) — (iq + TX). 

La suma (u + Pv) se presenta frecuentemente en termodinàmica. Como 
u, P y v son todas propiedades de un sistema, la suma serà también una 
propiedad del sistema* y se denomina entalpia especifica, designàndose con 
la letra h: 

h — u + Pv, (3-31) 

La unidad de h es también 1 joule por kilogramo o 1 joule por kilomol. 
Por consiguiente, 

/ = h 2 - Ih- (3-32) 

El calor de transformación en cualquier cambio de fase es, por lo tanto, 
igual a la diferencia entre las entalpias del sistema en las dos fases. Veremos 
mas addante que esto es un caso particular de la propiedad generai de la 
entalpia de que en cualquier proceso isobàrico reversible el calor absorbido 
es igual a la variación de entalpia. 

Usaremos la notación l l2 , l 2J , l n para representar los calores de transfor¬ 
mación de sòlido a liquido, liquido a vapor y sòlido a vapor, que se llaman 

* N. del T. De està afirmación, que es siempre vàlida, no debe deducirse la opuesta. 
Asi: Si la suma de dos o mas términos es una propiedad del sistema, cada sumando 
no siempre lo es (corno ocurre en Q—W = \U, ec. 3-18). 
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respectivamente calores de fusión, vaporización y sublimación. Las propie- 
dades particulares de las fases solida, liquida y vapor se distinguen por una, 
dos o tres primas respectivamente. E1 orden para el nùmero de primas 
sigue el de las fases de una sustancia a medida que se incrementa la tem¬ 
peratura. 

Como ejemplo, consideremos el cambio de fase de agua liquida a vapor de 
agua a una temperatura de 100°C. El calor de vaporización a està tempera¬ 
tura es 

/ 23 = h!" - h" = 22,6 x IO 5 J kg" 1 . 

La presión de vapor P a està temperatura es 1 atm o 1,01 x IO 5 N m- 2 y los 
volumenes especificos de vapor y de liquido son xf" = 1,8 m 3 kg -1 y v" = IO- 3 
m 3 kg- 1 . El trabajo en el cambio de fase es 

w = PO'" - v ") = 1,7 x IO 5 J kg- 1 , 
y el cambio en energia interna especifica 

u m - u " = / 23 - **> = 20,9 x IO 5 J kg- 1 . 

Es decir, aproximadamente un 92 °/o del calor de transformación se debe al 
incremento de energia interna y un 8 % al trabajo sobre la atmósfera que debe 
hacer el vapor para «abrirse espacio» en ella. 

La fig. 3-12 es un gràfico del calor de vaporización del agua en función 
de la temperatura. Como vemos, disminuye con la temperatura creciente y 



Fig. 3-12 Calor latente de vaporización del agua en función de la tempe¬ 
ratura. El calor latente se hace cero a la temperatura critica t, = 374°C. 
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se hace cero a la temperatura critica, para la cual las propiedades del liquido 
y del vapor resultan idénticas. 

Como la entalpia h es una función de estado, su valor depende sólo del 
estado del sistema. Si un sistema realiza un proceso ciclico las entalpias 
inicial y final son iguales y el cambio neto del proceso es cero. Esto hace 
posible deducir una relación simple entre los tres calores de transforma¬ 
ción en el punto triple. 

Consideremos un proceso ciclico realizado alrededor del punto triple su- 
ficientemente próximo a él para que durante las transiciones de fase sólo 
tengan lugar cambios de entalpia. Supongamos que la sustancia, inicial- 
mente en fase sòlida se transforma primero a la fase vapor, después a la 
fase liquida y finalmente vuelve a su estado inicial en la fase sòlida (véase 
fig. 2-10). En el primer proceso hay un flujo de calor hacia el sistema y la 
entalpia especifica se incrementa en Ah, = Z 13 . En el segundo y tercer pro- 
cesos existe un flujo de calor que sale del sistema y los correspondientes 
cambios de entalpia son A/t 2 = —y A h 3 = — l n . Por tanto, corno 


resulta 


A/q + A h 2 -f- A/i 3 = 0, 
4s 43 Ili — 0, 



(3-33) 


Es decir, el calor de sublimación en el punto triple es igual a la suma del 
calor de vaporización y del calor de fusión. 


3-13 FORMA GENERAL DEL PRIMER PRINCIPIO 

Hasta ahora hemos considerado sólo procesos en los cuales las energias 
cinètica y potencial de un sistema permanecian constantes. Ahora vamos a 
prescindir de està restricción. En mecànica el teorema de las fuerzas_ vivas 
establece que el incremento de energia cinètica A£ c de un sistema es igual 
al trabajo W realizado sobre el sistema. Con el convenio de signos de la 
termodinàmica, segun el cual el trabajo que realiza un sistema es positivo, 
tenemos 

A E a = — W. 

Mas generalmente, la energia interna de un sistema, al igual que su ener¬ 
gia cinètica, puede cambiar en un proceso y puede hacerlo corno resultado 
de un flujo de calor hacia el sistema, asi corno por la realización de trabajo. 
Entonces, en generai, 

Al/ + A E C = Q — W. 
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Si sobre el sistema actuan fuerzas conservativas, el sistema posee ener¬ 
gia potencial y el trabajo de las fuerzas conservativas (en el convenio de 
signos termodinàmico) es igual a la variación de energia potencial AE p . De- 
finamos una magnitud W* corno el trabajo total W menos el trabajo W 0 de 
las fuerzas conservativas: 

w* = W - W e o W = W* + W c . 

Por tanto, 

AC/ + A£ c = Q — W* - W c . 

Sustituyamos ahora el término «trabajo» W 0 por el cambio de energia 
potencial A£ p y pasemos este término al primer miembro («miembro ener¬ 
gètico») de la ecuación. Asi resulta 

A C/ + A E, + A E p = Q - W*. 

Si definimos la energia total E del sistema corno la suma de la energia in¬ 
terna, la energia cinètica y la energia potencial: 

E = U + E c + £ p . 

Por tanto, 

A£ = A C/ + A E a + A£ p , 

y finalmente, si E b y E a representan los valores final e inicial de la energia 
total en un proceso, 

A E = E b - E a = Q - W*. (3-34) 

Si el flujo de calor y el trabajo son ambos pequenos, 

dE = d'Q — d'W*. (3-35) 

Si las energias cinètica y potencial son constantes, £±E = MJ y W* = W, 
de modo que las ecuaciones (3-34) y (3-35) se reducen a 

U b -U a =Q- W, 
du = d'Q - d'W. 

Las ecuaciones (3-34) y (3-35) se conocen frecuentemente corno formas 
generales del primer principio de la termodinàmica, pero se describcn me- 
jor corno generalizaciones del teorema de las fuerzas vivas de la mecànica. 
Es decir, los principios de la termodinàmica generalizan este teorema inclu- 
yendo la energia interna U de un sistema, asi corno sus energias cinètica y 


potencial e incluyendo ademàs el calor Q que fluye en el sistema y el tra¬ 
bajo W*. De este modo, el cambio de la energia total A E de un sistema es 
igual al flujo neto de calor Q en el sistema, menos el trabajo W* realizado 
por el sistema, excluido el trabajo de cualquiera de las fuerzas conservativas. 

Si un sistema se halla completamente aislado, es decir, si està encerrado 
por un limite rigido adiabàtico y sobre él actóan sólo fuerzas conservativas, 
el calor Q y el trabajo W* son ambos nulos. Entonces A£ = 0 y la energia 
total del sistema permanece constante. Està es la forma generalizada del 
principio de conservación de la energia: la energia total de un sistema aislado 
es constante. En el caso especial en que las energias cinètica y potencial sean 
constantes, corno ocurre en un sistema en reposo en el laboratorio, la ener¬ 
gia interna U es constante. 

Como las ecuaciones (3-34) y (3-35) no se aplican a un sistema aislado, no 
deben considerarse corno ecuaciones que expresan el principio de conser¬ 
vación de la energia. 

3-14 ECUACIÓN ENERGÈTICA DEL FLUJO ESTACIONARIO 

Como una primera ilustración de aplicación de la forma generai del primer 
principio, consideramos el aparato que se indica esquemàticamente en la 
fig. 3-13. El rectàngulo grande representa un dispositivo a través del cual 
hay un flujo de fluido. No se establecen restricciones sobre la naturaleza 
del dispositivo. Supondremos sólo la existencia de un «estado estacionario», 
es decir, el estado del fluido en cualquier punto no cambia con el tiempo. 
El fluido entra a una altura z t , con una velocidad i r l y una presión P t y sale 
a la altura z 2 , con una velocidad y 2 y una presión P 2 . Durante el tiempo en 
el cual una masa m pasa a través del dispositivo hay un flujo de calor Q 
en el fluido y se realiza el trabajo mecànico W e (el llamado trabajo al e/e) 
por el fluido. 

Imaginemos que en un cierto instante se introducen émbolos en los tubos 
por los cuales entra y sale el fluido y que estos se mueven a lo largo de los 
tubos con las velocidades y'j y y 2 . Las distancias recorridas por los émbolos 
durante un intervalo de tiempo en el cual la masa m entra y sale del dis¬ 
positivo son respectivamente x, y x 2 . Las flechas (F, y S' 2 representan las 
fuerzas ejercidas sobre los émbolos por el fluido adyacente. 

El trabajo realizado por las fuerzas fF, y S r 2 es 

di' 2 A"2 — dP 1 x 1 = P 2 ^ 12 x 2 P \A 1-ri = P^Yl F’jKj, 

en donde Vj y V 2 son respectivamente los volumenes ocupados por la màsa 
m al entrar y al salir. 
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La fuerza gravitatoria que actua sobre la masa m es mg, en donde g es 
la aceleración locai de la gravedad y el trabajo de està fuerza cuando una 
masa m pasa de la altura z x a la altura z 2 es 

W 0 — mg( z 2 ” z i)- 

El trabajo total W, incluyendo el trabajo al eje, es 
W = W el + P 2 V 2 ~ Pi Vi + «£(** - z i)' 



Fig. 3-13 Proceso de flujo estacionario. 


El trabajo W* o trabajo total menos trabajo W 0 de la fuerza gravitato¬ 
ria conservativa, es 

W* = W. + P t V . 2 - P X V X . 

El aumento de energia interna de la masa m es 

A U = m(u 2 — Hi), 

en donde u x y u 2 son las respectivas energias internas especificas. 

El aumento de energia cinètica es 

= \m{r\ - 

y el de energia potencial 


A£„ = mg(z 2 - z t ) = W„. 
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De la ecuación (3-34) resulta 

m(u 2 — Hi) + — i^ì) + mg(z 2 — z x ) = Q — W e — P 2 V 2 + P\V v (3-36) 

Sean a! y v 2 los volumenes especificos del fluido a la entrada y a la salida 
y llamemos q y w 0 el flujo de calor y el trabajo al eje por unidad de masa. 
Por tanto, 

V 2 — mv 2 , V x = mv x , Q = mq, W e = mw e . 

Una vez introducidas estas expresiones en la ecuación (3-36), eliminando 
m y ordenando términos, resulta 

(h 2 + Pv 2 + + gz 2 ) — (hj + Pv x + \V\ + gz x ) — q — w e . 

Sustituyendo u + Pv por la entalpia especifica h, ecuación (3-36), resulta 

(il 2 + i'P'ì + gz 2 ) — (h x + \'P\ + gz x ) = q — w 6 . (3-37) 

Està es la ecuación energètica del flujo estacionario. A continuación la apli- 
caremos a algunos casos especiales. 

Aplicación a la turbina. La temperatura en una turbina de vapor es mas 
alta que la del medio ambiente, pero la circulación de fluido es, en generai, 
tan ràpida que solamente se pierde una cantidad pequena de calor por cada 
unidad de masa de vapor. El trabajo al eje, por supuesto, no es nulo en este 
dispositivo, pero las diferencias de altura a la entrada y salida pueden gene¬ 
ralmente despreciarsc. Con estas aproximaciones la ecuación (3-37) se con- 
vicrte cn 

-w 0 = ( /, 2 _ h x ) + \{TX - -ri). (3-38) 

El trabajo al eje, obtenido de la turbina, por unidad de masa del vapor, 
depende, por Io tanto, de la diférencia de entalpia a la entrada y la salida, 
y de la diferencia entre los cuadrados de las velocidades del vapor a la en¬ 
trada y a la salida de la turbina. 



Fig. 3-14 Flujo a través de una tobera. 

Circulación a través de una tobera. El vapor que entra en una turbina viene 
de una caldera cn la cual su velocidad es pequena y antes de penetrar en los 
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àlabes de la turbina se le da una velocidad alta naciéndolo circular a través 
de una tobera. La fig. 3-14 muestra una tobera en la que el vapor entra a 
velocidad 'f~ l y sale a velocidad 'V 2 . El trabajo al eje es nulo, el flujo de 
calor es tan pequeno que puede considerarse despreciable y las diferencias 
de altura son pequenas. Por lo tanto, para una tobera 

ri = r\ + 2(/i, - h 2 ). (3-39) 

Ecuación de Bernoulli*. Consideremos la circulación de un fluido incom- 
presible a través de un tubo de sección recta y altura variables. No se rea¬ 
liza trabajo y supondremos que la circulación es adiabàtica y sin roza- 
miento. Por tanto, 

hi + \"f \ + gZi = h 2 + \V\ + gz 2 = const. 
o escribiendo la expresión de la entalpia, 

u + Pv + + gz — const. 

La variación de energia interna de un sistema en un proceso es igual al 
flujo de calor que entra en el sistema menos la suma del trabajo de confi- 
guración y del trabajo disipativo. Para un cuerpo rigido o un fluido incom- 
presible, el trabajo de configuración es necesariamente cero, ya que el vo- 
lumen es constante. Si el trabajo disipativo y el flujo de calor son ambos 
nulos, corno ocurre en este caso, la energia interna es constante. Por tanto, 

Pv + + gz — const. 

y reemplazando v por 1/p, en donde p es la densidad, resulta 

P + \pi / ' ì + Pgz — const. (3-40) 

Està es la ecuación de Bernoulli, vàlida para el flujo estacionario de un 
fluido incompresible y sin rozàmiento. 

PROBLEMAS 

3-1 Calcular el trabajo realizado contra la prcsión atmosfèrica cuando 10 kg de 
agua se convierten en vapor ocupando un voltimeli de 16,7 in’. 

3-2 Se hace entrar vapor de agua al cilindro eie una màquina de vapor a una 
presión constante de 30 atm. La carierà e.s de 0,5 m y el diàmetro del cilindro 
es 0,4 m. éQué trabajo en joule realista el vapor en cada cmbolada? 


3-3 Un gas ideal originalmente a una temperatura T , y presión P ] se comprime 
\ reversiblemente contra un pistón hasta un volumen igual a la mitad de su volu- 

t men originai. La temperatura del gas varia durante la compresión, de modo que 

en cada instante se satisface la relación P — AV, siendo A una constante, (a) Tra¬ 
zar un diagrama del proceso en el plano P-V. (b) Determinar el trabajo realizado 
3 sobre el gas en función de n, R y 7j. 

34 Calcular el trabajo realizado en la expansión del aire situado en la parte 
izquierda del tubo en U del problema 2-4. Suponer que el proceso es reversible 
e isotèrmico. 

3-5 Calcular el trabajo del gas que se expande en el lado izquierdo del tubo en U 
del problema 24. La transformación es reversible e isotèrmica. Explicar por qué 
el trabajo no es sólo el que se requiere para elevar el centro de gravedad del 
mercurio. 

3-6 Un gas ideal y un bloque de cobre tienen volumenes iguales de 0,5 m 3 a 300 K 
y presión atmosfèrica. La presión de ambos se incrementa reversible e isotèrmica¬ 
mente a 5 atm. (a) Explicar con ayuda de un diagrama P-V por qué el trabajo no 
es el mismo en los dos procesos. (b) éEn qué proceso el trabajo realizado es ma- 
yor? (c) Determinar el trabajo realizado en cada caso, sabiendo que la compre- 
sibilidad del cobre es 0,7 x IO- 6 atm -1 . (d) Calcular en cada caso el cambio de 
volumen. 

3-7 (a) Deducir la expresión generai del trabajo que realiza un kilomol de un 
gas de van der Waals cuando se expande reversiblemente y a temperatura cons¬ 
tante T desde el volumen especffico Vj al volumen especifico v 2 . (b) Con las constan- 
| tes de la tabla 2-1, hallar el trabajo que realizan 2 kilomoles de vapor de agua 
cuando se expanden desde un volumen de 30 m 3 hasta 60 m 3 a 100°C de tempera- 
; tura, (c) Calcular el trabajo que realiza un gas ideal en la misma expansión. 

3-8 (a) Demostrar que el trabajo realizado en un proceso arbitrario sobre un gas 
puede expresarse en la forma 

d'W = PVP dT - PVk dP. 

(b) Determinar el trabajo de un gas ideal en el proceso arbitrario. 

3-9 (a) Deducir una ecuación semejante a la del problema 3-8 para el trabajo d'W 
realizado cuando la temperatura de un alambre tenso cambia en dT y la tensión 
cambia en dfF. (b) Determinar la expresión del trabajo en el caso de que varie 
la temperatura y la tensión permanezea constante. tCuàl es el signo algebraico 
de W si crece la temperatura? (c) Determinar la expresión del trabajo en el caso 
de que la tensión cambie isotèrmicamente. ^Cual es el signo algebraico de W si 
la tensión decrece? 

3-10 (a) Deducir una ecuación semejante a la del problema 3-8 para el trabajo d'W 
realizado cuando la temperatura de una sai paramagnètica cambia en dT y la 
intensidad del campo magnètico aplicado se modifica en dVC. (b) Determinar la 
expresión del trabajo en el caso de que la temperatura varia, pero el campo mag¬ 
nètico permanece constante. <;Cuàl es el signo algebraico de W al crecer la tem- 
'{ peratura? ?Qué es lo que realiza trabajo en este proceso? (c) Determinar la expre- 


* Daniel Bernoulli, matemàtico suizo (1700-1782). 
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sión del trabajo para el caso en que la intensidad del campo magnètico crece iso¬ 
tèrmicamente. ,-Cuàl es el signo algebraico de W si la intensidad decrece? 

3-11 Calcular el trabajo necesario para duplicar reversible e isotèrmicamente la 
imanación de una barra paramagnètica delgada y cilindrica que llena el volu- 
men V de un solenoide cilindrico coaxial de N vueltas sin resistencia. Suponer que 
la intensidad magnètica es uniforme dentro del solenoide y despreciar los efectos 
de los extremos. ?Cómo se modifica el problema si se considera la resistencia de 
la bobina? 

3-12 Demostrar que d'W — — EdP, calculando el trabajo necesario para cargar un 
condensador de placas paralelas que contiene un dieléctrico. 

3-13 Calcular el trabajo necesario para incrementar lentamente el volumen de un 
globo esférico de caucho en un 20 %. El radio inicial del globo es de 20 cm y la 
tensión superficial de una làmina delgada de caucho se puede considerar igual a 
3 x IO 4 N m-i. • ■' 

3-14 Un volumen de 10 m 3 contiene 8 kg de oxigeno a temperatura de 300 K. 
Determinar el trabajo necesario para disminuir el volumen a 5 m 3 : (a) a pre- 
sión constante y (b) a temperatura constante, (c) ?Cuàl es la temperatura al final 
del proceso en (a)? (d) tCuàl es la presión al final del proceso en (b)? (e) Indi¬ 
car .ambos procesos en el plano P-V. 

3-15 En un diagrama P-V y partiendo de un estado inicial P 0 V 0 representar una 
expansión adiabàtica a 2V 0 , una expansión isotèrmica a 2V 0 y una expansión iso¬ 
bàrica a 2V 0 . (a) Utilizar este gràfico para determinar en qué proceso el sistema 
realiza el trabajo minimo, (b) Si, por el contrario, la sustancia se comprime a 
V g /2, ien qué proceso se realiza menos trabajo? (c) Reprcsentar los procesos de 
las partes (a) y (b) en un diagrama P-T partiendo de P 0 T g . Indicar las expansio- 
nes y compresiones y tener cuidado al indicar las posiciones relativas de los pun- 
tos extremos de cada proceso. 

3-16 La temperatura de un gas ideal con los valores iniciales de presión P, y 
volumen V l se incrementa a volumen constante hasta duplicar la presión. El gas 
se expande entonces isotèrmicamente hasta que la presión desciende a su valor 
originai y luego se comprime a presión constante hasta que el volumen recupera 
su valor inicial. (a) Representar estos procesos en el plano P-V y en el plano P-T. 
(b) Calcular el trabajo en cada proceso y el trabajo neto rcalizado en el ciclo si 
n = 2 kilomoles, P 1 — 2 atm y V l = 4 m 3 . 

3-17 (a) Calcular el trabajo realizado por un kilomol de un gas ideal al rccorrcr 
reversiblemente diez veces el ciclo indicado en la fig. 3-15. (b) Indicar el sentido 
en que debe recorrerse el ciclo para que el trabajo noto sea positivo. 

3-18 (a) Calcular el trabajo rcalizado sobre 1 cm 3 de un material magnètico al 
recorrer reversiblemente el ciclo indicado en la fig. 3-16. (b) Indicar el sentido en 
que el ciclo debe recorrerse si el trabajo neto es positivo. 

3-19 Calcular el trabajo necesario para extraer reversible e isotèrmicamente una 
barra delgada paramagnètica de un solenoide coaxial de resistencia nula y en el 
que ajusta exactamcntc, mientras la intensidad magnètica 3t permanece constante. 
Suponer que la barra obedece a la ley de Curie. 

3-20 Considerar sólo procesos adiabàticos que transformen un sistema del estado 
a al estado d corno indica la fig. 3-17. Las dos curvati a-c-e y b-tl-f son procesos 
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adiabàticos reversibles. Los procesos indicados con li'neas de trazos no son rever- 
sibles. (a) Demostrar que el trabajo total realizado a lo largo de las trayectorias 
a-b-d, a-c-d, a-c-e-f-d, es el mismo. (b) Demostrar que el trabajo de configuración 
a lo largo de a-b = c-d = e-/ = 0. (c) Demostrar que el trabajo disipativo a lo 
largo de la trayectoria c-d es mayor que el correspondiente a la trayectoria a-b 
y menor que a lo largo de e-f. 

3-21 Hacer un esquema de los cambios de energia interna cuando el volumen del 
sistema del problema anterior cambia durante los procesos indicados en la fig. 3-17. 
3-22 Calcular la variación de energia interna de un fluido en un recinto adiabà¬ 
tico cuando una corriente de 10 A pasa durante 70 segundos a través de una resis- 
tencia de 4 Q en contacto con el fluido. 

3-23 Dentro de un globo bien aislado tiene lugar una explosión de gas. Como 
resultado, el globo se expande un 10 % de su volumen. La energia interna del globo 
,-crece, decrece o no se modifica? o ,-existe suficiente información para deter¬ 
minar el cambio de energia interna? Razonar la respuesta. 

3-24 Una mezcla de hidrógeno y oxigeno, contenida en un recinto rigido aislante, 
explota por la acción de una chispa. La temperatura y la presión aumentan simul¬ 
tàneamente. Despreciar la pequena cantidad de energia suministrada por la propia 
chispa. (a) ,-Ha habido flujo de calor en el sistema? (b) ^Ha realizado trabajo el 
sistema? (c) <;Ha habido variación de la energia interna U del sistema? 

3-25 El agua de un tanque cilindrico aislado, rigido, se pone en rotación y se 
abandona a si mismo. Con el tiempo alcanza el reposo por la acción de fuerzas 
viscosas. El tanque y el agua constituyen el sistema, (a) <=Se realiza trabajo duran¬ 
te el proceso en el cual el agua alcanza el reposo? (b) ^Existe flujo de calor? 
(c) iHay cambio de la energia interna U? 

3-26 Cuando un sistema pasa del estado a al estado b, fig. 3-18, a lo largo de la 
trayectoria a-c-b, recibe un flujo de calor de 80 J y el sistema realiza un trabajo de 

p 


c b 


d 


- - —V 

Figura 3-18 

30 J. (a) ^Cuànto calor fluye en cl sistema a lo largo de a-d-b si el trabajo 
realizado es 10 J? (b) El sistema vuelve del estado b al estado a a lo largo de la 
trayectoria curva. El trabajo realizado sobre el sistema es 20 J. ,-Cuànto calor ab- 
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sorbe o cede el sistema, si es que lo absorbe o lo cede? (c) Si U a — 0 y f/, : = 40 J, 
determinar el calor absorbido en los procesos a-d y d-b. 

3-27 La compresión del sistema representado en la fig. 3-19 a lo largo de la tra¬ 
yectoria adiabàtica a-c requiere 1000 J. La compresión del sistema a lo largo de 
b-c requiere 1500 J, pero 600 J de calor son cedidos por el mismo. (a) Calcular el 
trabajo realizado, el calor absorbido y la variación de energia interna del sistema 
en cada proceso y en el ciclo total a-b-c-a. (b) Representar este ciclo en un dia- 
grama P-V. (c) <;Cuàles son las limitaciones en los valores que pueden especificarse 
para el proceso b-c, temendo en cuenta que se requieren 1000 J para comprimir 
el sistema a lo largo de a-c? 

v 



Figura 3-19 

3-28 El calor molar c P de muchas sustancias (excepto a muy bajas temperaturas) 
puede expresarse satisfactoriamente por la fòrmula empirica 

c P = a + 2bT - cT~ 2 , 

en la cual a, b y c son constantes y T es la temperatura Kelvin, (a) Hallar, en 
función de a, b y c, el calor que se requiere para elevar la temperatura de n 
moles de la suslancia a presión constante desde 7, a 7 2 . (b) Hallar el calor espe- 
cifico medio entre 7, y 7 2 . (c) Para el magnesio, los valores numéricos de las cons¬ 
tantes son: a - 25,7 X IO 3 , b = 3,13, c = 3,27 x IO 8 , cuando c p se expresa en J kilo- 
mol-i K-L Hallar el calor especifico del magnesio a 300 K y el calor especifico 
medio entre 300 K y 500 K 

3-29 La ecuación siguiente corresponde al calor especifico c v de los sólidos a bajas 
temperaturas. 



y se denomina ley 7 3 de Debye. La magnitud A es una constante igual a 19,4 x IO 5 J 
kilomol- 1 K-* y 0 es la "temperatura de Debye”*, igual a 320 K para el NaCl. tCuàl 


Peter J. W. Debye. quimico holandés (1884-1966). 
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es el calor molar a volumen constante del NaCl: (a) a 10 K, (b) a 50 K? (c) iCuànto 
calor se requiere para elevar la temperatura de 2 kilomoles de NaCl de 10 K a 
50 K a volumen constante? iCuàl es el calor especlfico medio a volumen constante 
en este intervalo de temperatura? 

3-30 Utilizar la fig. 3-10 para estimar la energia necesaria para calentar un gramo 
de cobre de 300 a 600 K: (a) a volumen constante, (b) a presión constante, (c) De¬ 
terminar la variación de energia interna del cobre en cada caso, (d) iPor qué es 
c P mayor que c„? 

3-31 Se entrega energia eléctrica a una resistencia tèrmicamente aislada a razón 
de <£ watt* y se mide en función del tiempo t la temperatura T de la resistencia. 
(a) Deducir una expresión para la capacidad calorifica de la resistencia en fun¬ 
ción de la pendiente de la gràfica temperatura-tiempo. (b) Por medio de una 
bobina calefactora se èntrega calor a un bloque de cadmio de 500 g, a razón de 
31,2 watt. Las temperaturas que se han anotado a intervalos determinados son 
las siguientes: 


t(s) 

0 

15 

45 

105 

165 

225 

■ 285 

345 

405 

465 

525 

n k ) 

34 

45 

57 

80 

100 

118 

137 

155 

172 

191 

208 


Construir una gràfica de T en función de t y medir las pendientes correspondientes 
a un nùmero suficiente de puntos corno para construir una gràfica de los calores 
molares del cadmio a presión constante en función de la temperatura. El peso atò¬ 
mico del cadmio es 112. 

3-32 Un metal hipotético de peso atòmico 27 tiene una densidad de 3000 kg m~ 3 . 
El calor de fusión es 4 X IO 5 J kg- 1 en el punto de fusión (900 K) y el calor de 
vaporización es 1,20 x IO 7 J kg -1 en el punto de ebullición (1300 K). Para el metal 
en estado sòlido c p vale 750 + 0,5 T en J kg-' K- 1 y, en estado liquido, c r vale 
1200 J kg- 1 K~* independientemente de la temperatura, (a) Dibujar una curva de 
las temperaturas en función del tiempo cuando 10 g de este metal se calientan a 
la velocidad constante de 1 W, de 300 a 1200 K. (b) Determinar la cantidad de 
calor necesaria para efectuar este cambio de temperatura. 

3-33 (a) Calcular el calor de sublimación de la muestra de metal del problema 
anterior, suponiendo que los calores de vaporización y fusión son independientes de 
la temperatura y de la presión. (b) Calcular la variación de la energia inter¬ 
na de la muestra de metal experimentada durante la fusión. (c) Calcular la varia¬ 
ción de energia interna de la muestra del metal experimentada durante la vapo¬ 
rización. Justificar la aproximación que deba hacerse. 

3-34 Utilizar los argumentos fisicos que demuestran que en un sistema formado 
por dos fases en equilibrio, el calor especifico a presión constante y el coeficiente 
de dilatación tèrmica son infinitos. 
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3-35 Consideremos un sistema formado por un cilindro que contiene 0,2 kilomoles 
de un gas ideal cerrado por un èmbolo desplazable de 0,5 m 2 de sección y sin 
masa. La fuerza de rozamiento entre el èmbolo y las paredes del cilindro es de 
10 N. El gas està inicialmente a una presión de 1 atm y el sistema se mantiene 
a 300 K. El volumen del sistema disminuye lentamente un 10 % por la acción de 
una fuerza externa, (a) Calcular el trabajo realizado por la fuerza externa sobre 
el sistema, (b) Calcular el trabajo de configuración realizado sobre el sistema, 
(c) Calcular el trabajo disipativo realizado sobre el sistema, (d) ,-Cómo se modifi- 
can las respuestas anteriores si el èmbolo tiene una masa de 1 kg y se desplaza 
verticalmente? 

3-36 Una turbina recibe un flujo de vapor de 5000 kg h- 1 y su potencia es de 
500 kW. Despreciar toda pérdida de calor de la turbina. Determinar la variación 
de entalpia especifica del vapor que fluye a través de la turbina: (a) si la entrada 
y la salida estàn a la misma altura y las vclocidadcs de entrada y sàlida son 
despreciables; (b) si la velocidad de entrada es 60 m s -1 , la velocidad de salida 
es 360 m s _1 y el tubo de entrada està 3 m por encima del de salida. 


* 


James Watt, ingcniero escocés (1736-1819). 
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4-1 LA ECUACIÓN DE LA ENERGÌA 

La energia interna especifica u de una sustancia pura en estado de equilibrio 
termodinàmico es función exclusiva del estado de la sustancia y propiedad de 
la misma. Por el momento limitaremos la exposición a los sistemas cuyo cs- 
tado pueda describirse por las propiedades P, v y T. 

La ecuación que expresa la energia interna de una sustancia en función 
de las variables que definen el estado de la misma, se denomina su ecuación 
de la energia. Al igual que la ecuación de estado, la ecuación de la energia es 
diferente para cada sustancia. La ecuación de estado y la de la energia, conjun- 
tamente, determinan por completo todas las propiedades de una sustancia. La 
ecuación de la energia no puede deducirse de la ecuación de estado, sino que 
debe determinarse independientemente. 

Como las variables P, v y T se hallan relacionadas por la ecuación de es¬ 
tado, son suficientes dos de ellas para determinar el estado. Por tanto, la 
energia interna puede expresarse en función de un par cualquiera de estas 
variables. Cada una de estas ecuaciones define una superficie llamada super¬ 
ficie de energia en un sistema de coordenadas rectangulares, en las cuales u 
se representa en un eje y los otros dos pueden sor P y v, P y T o T y v. 

Como explicamos en el capitulo 2, en relación con la superficie P-v-T de 
una sustancia, una superficie de energia puede también describirse en fun¬ 
ción de las derivadas parciales de u en cualquier punto o de las pendientes 
de lineas de la superficie en dos dirccciones mutuamente perpendiculares. 
Si se conoce la ecuación de la superficie de energia, las pendientes se deter¬ 
minan por derivación parcial. A la inversa, si se conocen las pendientes o 
las derivadas parciales o se han medido experimentalmente, la ecuación de la 
superficie puede encontrarse en principio, por integración, con la sola inde- 
terminación de una constante. 

4-2 T Y v INDEPENDIENTES 

Comenzaremos por considerar u en función de T y v. Como se explicó en el 
capitulo 2, la diferencia de energia interna du entre dos estados de equili¬ 
brio en los cuales la temperatura y el volumen difieren en dT y dv es 



Las derivadas parciales son las pendientes de las lineas isotérmicas e isóco- 
ras en una superficie en la cual u se halla representada en función de T y v. 

En un capitulo posterior veremos còrno, de acuerdo con el segundo prin¬ 
cipio de la termodinàmica, puede calcularse la derivada parcial ( du/dv) T a 
partir de la ecuación de estado. No ocurre lo mismo con la derivada (3 u/dT),,, 
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la cual debe medirse experimentalmente y cuyo significado fisico vamos a 
definir ahora. Para elio, seguir el prirner principio aplicado a un proceso 
reversible, 

d'q = da + P dv. (4-2) 

Introduciendo en està ecuación el valor de du expresado por (4-1) resulta 


—\dT + 

dT/v 


+ P dv. 


En el caso especial de un proceso a volumen constante, dv = 0 y d'q — c v dT. 
Entonces, en tal proceso, 



y por tanto, 



(4-4) 


Asi pues, el significado geometrico de c„ es la pendiente de una linea 
isócora en una superficie u-T-v. y las mcdicioncs expcrimentales de c„ deter¬ 
minan està pendiente en cualquier punto. Esto es anàlogo al hecho de que 
la pendiente de una linea isobàrica en una superficie P-v-T, (dv/dT) P es igual 
al coeficiente de dilatación fi multiplicado por el volumen v. Asi, del mismo 
modo que està derivada parcial puede reemplazarse en toda ecuación por fiv, 
asi la derivada (3 u/dT) v puede reemplazarse por c„. La ecuación (4-3), por 
tanto, puede escribir.se para cualquier proccso reversible, en la forma 

d'q = c v dT + (1^) + P dv. (4-5) 

En un proceso a presión constante, d'q = c P dT y 

CpdTp = c v dT P + (^) + P dv P . 

. \ov/t J 

Dividiendo ambos miembros por dT P y reemplazando dv P /dT P por (5v/dT) P , 
resulta 
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Obsérvese que està ecuación no se refiere a un proceso entre dos estados de 
equilibrio. Es simplemente una relación generai que se cumple entre mag- 
nitudes que son todas propiedades de un sistema en cualquier estado de equi¬ 
librio. Como todas las magnitudes del segundo miembro pueden calcularse a 
partir de la ecuación de estado, es posible determinar c„ si c P se ha medido 
experimentalmente. 

En un proceso a temperatura constante, dT = 0, y la ecuación (4-5) se 
convierte en 

d ' qT = K!l + p ] dvT = {vX d ° T +p dva (4 - ?) 

Està ecuación establece simplemente que el calor suministrado a un sistema 
en un proceso isotèrmico reversible es igual a la suma del trabajo realizado 
por el sistema y el incremento de su energia interna. Obsérvese que de nada 
sirve definir un calor especifico a temperatura constante c T mediante la ecua¬ 
ción d’q T = c T dT, ya que d'q T no es cero cuando dT = 0. Por tanto, seria 
c T = + oo, ya que d'q T puede ser positivo o negativo. En otras palabras, un 
sistema se comporta en un proceso isotèrmico corno si tuviera una capacidad 
calorifica infinita, ya que puede fluir hacia dentro o hacia fuera del sistema 
cualquier cantidacl de calor sin producir ningun cambio de temperatura. 

Finalmente, consideremos un proceso adiabàtico reversible, en el cual 
d'q — 0. Los cambios que tienen lugar en las propiedades del sistema en un 
proceso de este tipo se designan con el subindice s, debido a que la entropia 
especifica 5 (véase sección 5-3) permanece constante. La ecuación (4-5) se 
convierte en 



(4-8) 


4-3 T Y P INDEPENDIENTES 

La entalpia h de una sustancia pura, lo mismo que su energia interna u, es 
una propiedad de la sustancia que depende exclusivamente de su estado y 
puede expresarse en función de dos cualesquiera de las variables P, v y T. 
Cada una de estas relaciones define una superficie entalpica en un sistema 
de coordenadas rectangulares, en el cual h se reprcscnta en uno de los ejcs 
y los otros dos son para P y v, P y T o T y v. Aquellas ecuaciones en las 
cuales la temperatura T y la presión P se considerai! independientes, pueden 
deducirse de un modo mas directo considerando la superficie h-T-P. 
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La diferencia de entalpia entre dos estados próximos es 


dT + 


m d p. 

\dP/T 


Mas addante veremos que la derivada (3 h/dP) T puede calcularse a partir 
de la ecuación de estado. Para deducir (dh/dT) P , partiremos de la defini- 
ción de entalpia en un sistema PvT: 

h = w + Pv. 

Para dos estados que difieren en dv y dP, 

dh = du + P dv + v dP, 
y teniendo en cuenta el primer principio, 


resulta 


d'q = du + P dv, 
d'q = dh — v dP. 


d'q = dh — v dP. (4-10) 

Introduciendo en està expresión el valor de dh de la ecuación (4-9) tenemos 


,, (dh\, [/ 5/A 

i q — I — I dT + I — — v 
\dT/p l\dP/T J 


(4-11) 


que es anàloga a la ecuación (4-3). 

En un proceso a presión constante, dP = 0 y d'q — c P dT. Por tanto, 


(-) = 

\dT/p 


(4-12) 


.y la pendiente de una linea isobàrica en la superficie h-T-P es igual al calor 
especifico a presión constante. Comparando con la ecuación (4-4) resulta que 
la entalpia h juega el mismo papel en los procesos a presión constante que 
la energia interna u en los procesos a volumen constante. La derivada (3 h/dT) P 
puede, por tanto, reemplazarse por c P en toda ecuación en la cual aparezca 
y la ecuación (4-11) puede escribirse para cualquier proceso reversible en la 
forma, 


f i - IT + [{f ,'] “ p - 


(4-13) 


que es anàloga a la ecuación (4-5). 
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En un proceso a volumen constante, d'q — c v dT y 


c p c v — — 

que es anàloga a la ecuación (4-6). 
Si la temperatura es constante, 


"/9/A _ 1 / dP\ 

\dP/T V \\dTÌv 


,, r / s/a i , p 

i q T — l —) — v dP T . 
WdP/T J 


En un proceso adiabàtico, d'q = 0 y 


/<m - _ " 

C/ \3PA LlaP/r 


(4-14) 


(4-15) 


(4-16) 


4-4 P Y v INDEPENDIENTES 

Las ecuaciones correspondientes a las deducidas en las secciones 4-2 y 4-3, 
pero en función de P y v corno variables independientes, pueden deducirse 
del modo siguiente: La diferencia de energia entre dos estados de equilibrio 
próximos, en los cuales la presión y el volumen difieren en dP y do es 



(4-17) 


Debemos senalar, sin embargo, que las derivadas parciales ( du/5P) v y 
(3 u/dv) P no llevan propiedades asociadas distintas a las ya introducidas. En 
efecto, volvamos a la expresión de du en función de dT y dv, a saber, 



Por tanto, corno 



podemos eliminar dT entre estas dos ecuaciones y obtener 
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Comparando con la ecuación (4-17) resulta 



(4-18) 

(4-19) 


Las derivadas parciales que aparecen en los segundos miembros de estas 
ecuaciones se han presentado ya en las secciones anteriores. 

Se deja corno ejercicio la obtención de las exprcsiones correspondientes 
a las ecuaciones (4-18) y (4-19) para las derivadas parciales de h respecto 
a P y v. 

Posteriormente deduciremos otras propiedades distintas a u y h que 
pueden expresarse corno funciones de P, v y T. Para una cualquiera de estas 
propiedades, w, y tres variables x, y, z, las formas generales de las ecua¬ 
ciones (4-18) y (4-19) son 




,La primera de estas ecuaciones es simplemente la regia de la cadena de las 
derivadas parciales, en la cual una de las variables es constante. 

Se deja corno ejercicio la demostración de 



y 


C (—)= l^t\ 

\dvh \dll/T 


(4-25) 
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4-5 LOS EXPERIMENTOS DE GAY-LUSSAC—JOULE Y DE JOULE-THOMSON 

En las secciones precedentes se mencionó que de acuerdo con el segundo 
principio de la termodinàmica las derivadas parciales ( du/dv) T y (3 h/dP) T 
que describen la forma en que la energia interna de una sustancia varia con 
el volumen y la entalpia con la presión a temperatura constante, podian de¬ 
ducile de la ecuación de estado correspondiente. A continuación describimos 
còrno se pueden deducir experimentalmente para un sistema gaseoso. Como 
no existen instrumentos que midan directamente la energia interna y la 
entalpia, expresaremos en primer lugar estas derivadas en función de pro- 
piedades conmensurables. De acuerdo con la ecuación (2-44) resulta 



Por tanto, 

du\ !dT\ 

jvlr ~ C “U/; < 4 - 26 ) 

y la derivada parcial deseada puede determinarse a partir de una medición 
del cambio de temperatura con el volumen en un proceso a energia interna 
constante. 

Del mismo modo podemos hallar que 

(!l = u-27) 

.y la derivada parcial se puede determinar midiendo el cambio de tempera¬ 
tura con la presión, para estados de igual entalpia. 



Fig. 4-1 diradamento del experimento de Gay-Lussac-Joule. 
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Los primeros intentos para determinar la dependencia de la energia in¬ 
terna de un gas con su volumen fueron hechos por Gay-Lussac* y posterior¬ 
mente por Joule hacia mediados del siglo pasado. El esquema del aparato 
utilizado puede verse en la fig. 4-1. El recipiente A, que contiene una muestra 
del gas a investigar, se conecta a un recipiente B en el que se ha hecho el 
vado por medio de un tubo que lleva una llave, inicialmente cerrada. Los 
recipientes se sumergen en un tanque de agua de masa conocida, cuya tem¬ 
peratura puede medirse con un termòmetro. Las pérdidas de calor del tanque 
con su entorno se suponen despreciables o se tienen en cuenta. 

En primer lugar, se deja que el sistema completo alcance el equilibrio 
tèrmico y se anota la lectura del termòmetro. Se abre entonces la llave y el 
gas realiza una expansión libre al espacio vario. El trabajo W de està expan- 
sión es nulo. Eventualmente el sistema alcanza un nuevo estado de equili¬ 
brio, en el cual la presión es idèntica en ambos recintos. Si la temperatura 
del gas cambia en la expansión libre se producirà un flujo de calor entre 
el gas y el agua del bano y cambiarà la lectura del termòmetro. 

Tanto Gay-Lussac corno Joule encontraron que la temperatura del agua 
no cambiaba o que el cambio era tan pequeno que no se alcanzaba a detec- 
tar. La dificultad estriba en que la capacidad calorifica del bano es tan 
grande que un pequeno flujo de calor en cualquier sentido da lugar a un 
cambio muy pequeno de temperatura. Experimentos semejantes se han rea- 
lizado mas recientemente con aparatos modificados, pero las técnicas expe- 
rimentales son dificiles y los resultados no son de gran precisión. Sin em¬ 
bargo, todos los experimentos demuestran que la variación de temperatura 
del propio gas, aunque no hubiera flujo de calor hacia el exterior, es pequeno 
y, por elio, postularemos corno propiedad adicional de un gas ideal, que el 
cambio de temperatura es nulo en una expansión libre. No hay flujo de calor 
del gas hacia el medio exterior y tanto Q corno W son nulos. Por tanto, la 
energia interna es constante y para un gas ideal, 

( — | = 0 (gas ideal). (4-28) 

\dv!u 

La derivada parcial anterior se denomina coeficiente de Joule y se repre¬ 
senta por iy. 



Aunque es igual a cero para un gas ideal, el coeficiente de Joule para un gas 
reai no lo es. 

* Joseph L. Gay-Lussac, quimico francés (1778-1850). 
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De la ecuación (4-26), teniendo en cuenta que c„ es finito, resulta para un 
gas ideal 



(4-30) 


Es decir, la energia interna especlfica de un gas ideal es independiente 
del volumen y función exclusiva de la temperatura. Para un gas ideal, la 
derivada parcial ( du/3T) u es una derivada total y 

c v = ~ . t/u — c„ dT. (4-31) 

La ecuación de la energia de un gas ideal puede determinarse por integra- 
ción. Asl, tenemos 




en donde u 0 es la energia interna a cierta temperatura de referencia T 0 . Si 
consideramos a c v constante, 


u = u 0 + c v (T - T 0 j 


(4-32) 


En la fig. 4-2 se indica la superficie de energia de un gas ideal (de c„ cons¬ 
tante) en función de T y v. A temperatura constante, la energia interna es 
constante, independientemente del volumen. A volumen constante, la energia 
interna crece lineai mente con la temperatura. 

Debido a la dificultad de medir con precìsión los cambios de temperatura 
pequenlsimos de una expansión libre, Joule y Thomson (que posteriormente 
llegó a ser Lord Kelvin) idearon otro experimento en el cual el cambio de 
temperatura al expandirse un gas no vendrà eclipsado por la capacidad calo¬ 
rifica relativamente grande del entorno. De està forma se han investigado cui- 
dadosamente muchos gases. Los resultados no sólo proporcionan información 
acerca de las fuerzas intermoleculares. sino que también pueden utilizarse 
para reducir las temperaturas del termòmetro de gas a temperaturas termo- 
dinàmicas sin necesidad de extrapolar a la presión cero. El descenso de tem¬ 
peratura producido en este proceso se utiliza en alguno de los métodos para 
licuar gases. 

El aparato empleado por Joule y Thomson se muestra esquemàticamente 
en la fig. 4-3. Un flujo continuo de gas a presión y temperatura 7j pasa a 
través del tapón poroso de un tubo y emerge a una presión infcrior P 2 y una 
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Fig. 4-2 Superficie u-v-T de un gas ideal. 

temperatura T 2 . El aparato se alsla tèrmicamente y una vez que ha operado 
durante un tiempo suficientcmente grande corno para que alcance el régimen 
estacionario, el ùnico flujo de calor procedente de la corriente de gas es el 
pequeno flujo que pueda existir a través del aislamiento. Es decir, en estado 
estacionario no hay flujo de calor a través del gas que pueda modificar la 
temperatura de las paredes y la gran capacidad calorifica de éstas no des¬ 
figura la variación de temperatura del gas, que es pràcticamente la que ten- 
dria lugar si el sistema estuviera verdaderamente aislado. 

< El proceso es, pues, de flujo estacionario, en el cual el flujo de calor Q 

y el trabajo al eje W c , son ambos nulos y no existe variación en altura. Las 
velocidades inicial y final son ambas pequenas y sus cuadrados pueden des- 
preciarse. Por tanto, de acuerdo con la ecuación de energia del flujo estacio¬ 
nario, ecuación (3-38), tenemos 

lì j = /*2; 

es decir, las enlalpias inicial y linai son iguales. 
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A t 2 



Fig. 4-3 Fundamento del experimento de Joule-Thomson. 

Supongamos que se realiza una serie de experiencias con el mismo gas, 
manteniendo la misma presión y tempcraturas iniciales P { y T, en cada expe- 
riencia, pero variando la velocidad de circulación de modo que la presión P 2 
del lado posterior del tapón se haga igual a una serie de valores P 2 , P 3 , etc. 
Supongamos que se miden en cada experiencia las tempcraturas T 2 , T ìt etc. 
(Observamos que una vez que se ha fijado la presión en la parte posterior, 
no puede modificarse la temperatura, porque son las propiedades del gas 
las que la determinan.) Los pares de valores P 2 y T z , P 3 y T ìt etc., correspon- 
dientes, determinaràn un nùmero de puntos en un diagrama presión-tempe- 
ratura, corno en la fig. 4-4(a), y puesto que h, = h 2 — h 3 , etc., la entalpia sera 
la misma en todos esos puntos, y la curva continua que los une es una curva 
de entalpia constante. Observemos con la mayor atención que està curva no 
representa la transformación que experimenta el gas al pasar a través del 
tapón, porque el proceso no es cuasiestàtico y el gas no pasa por una serie 
de estados de equilibrio. La presión y la temperatura finales deben medirse 
a suficiente distancia del tapón para eliminar las faltas de uniformidad loca- 
les de la corriente y el gas pasa por un proceso no cuasiestàtico de un punto 
a otro de la curva. 

Si se realizan otras series de experiencias, manteniendo de nuevo iguales 
en cada serie la presión y temperatura iniciales, pero variando sus valores de 
una serie a otra, podrà obtenerse una familia de curvas correspondientes a 
diferentes valores de h. En la fig. 4-4(b) puede verse una de dichas familias 
de curvas, tipica para todos los gases reales. Si la temperatura inicial no es 
demasiado alta, las curvas pasan por un màximo que se llama punto de inver- 
sión. El lugar geomètrico de los puntos de inversión es la curva de inversión. 

Cuando la expansión Joule-Thomson se utiliza para la licuación de los 
gases, es evidente que la temperatura y presión iniciales, asi corno la presión 
linai, deben elegirse de modo que la temperatura dcscienda durante el pro¬ 
ceso. Esto es sólo posible si la presióh y la temperatura estàn sobre una 


T T 




Fig. 4-4 (a) Puntos de igual entalpia, (b) Curvas isoentàlpicas y curva 
de inversión. 


curva que posea un màximo. Asi, un descenso de temperatura se produciria 
por una expansión del punto a o b al punto c y en cambio se produciria un 
incremento de temperatura corno resultado de una expansión de d a e. 

La pendiente de una curva isoentàlpica en cualquier punto es la derivada 
parcial, (dT/dP) h . Se denomina coeficiente de Joule-Thomson (o de Joule-Kelvin) 
y se representa por tt. 



(4-33) 


A bajas presiones y elevadas temperaturas, cuando las propiedades de los 
gases reales se aproximàn a las de un gas ideal, las curvas isoentàlpicas se 
hacen casi horizontales y sus pendieriìres se aproximan a cero. Postularemos, 
por tanto, que un gas ideal no presenta cambio alguno de temperatura cuando 
se fuerza a través de un tabique poroso. Por tanto, para tal gas, p = 0 y segun 
la ecuación (4-27), 



= 0 (gas ideal). 


(4-34) 


En la sccción (6-10) volveremos al experimento de Joule-Thomson y de¬ 
mos! raromos còrno puede calcularse /< a partir de la ecuación de estado. 


1 
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Como para un gas ideal, 


/ 3iA _ / 9/A _ 

l dv/r \dP/T 


las ecuaciones (4-6) y (4-14) se convierten en 


Jdo\ _ ( dP \ 
Cv \dTJp \3rl 


y, teniendo en cuenta la ecuación de estado, Pv = RT, resulta 


Asi para un gas ideal 


p(^) = V (?Z) = R. 

\dT/p \3 TU 


c p “ c v — R . 


(4-35) 


La tabla 9-1 da los valores experimentales de (c p — c v )/R para cierto nù¬ 
mero de gases reales a temperaturas próximas a la ambiente. Està relación, 
que es exactamente igual a la unidad para un gas ideal a cualquier tempera¬ 
tura, se ha comprobado que discrepa en menos del 1 por ciento para casi todos 
los gases incluidos. 

Si h 0 es la entalpia espedfica de un gas ideal en un estado de referencia 
en el que la energia interna es u 0 y la temperatura P 0 , resulta que si c P puede 
considerarse constante, la ecuación de la entalpia de un gas ideal es 


h = li 0 + Cp(T — 7 0 ), 


(4-36) 


que es anàloga a la ecuación (4-30). 


4-6 PROCESOS ADIABÀTICOS REVERSIBLES 

Segun la ecuación (4-25), para cualquier sustancia en un proceso adiabàtico 
reversible. 


dP\ _ cpl dP\ 
dvL c„\dv/T 


Para un gas ideal, 


v 
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y si representamos la relación c,,/c„ por y\ 


(4-37) 


Reemplazando (5P/dv) s por dPJdv s y omitiendo por simplicidad el subindice s 
resulta para un gas ideal, 

dP dv 

-1- y — = 0. 

P v 

Integrando dentro de un intervalo, en el cual puede considerarse y cons¬ 
tante, resulta 


In P -h y In u = In K, 
Po y = K, 


(4-38) 


en donde K es una constante de integración. Es decir, cuando un gas ideal, 
para el cual y es constante, realiza un proceso adiabàtico reversible, el pro- 
ducto P in tiene el mismo valor para todos los puntos del proceso. 

Como el gas necesariamente obedece a su ecuación de estado en todo pro¬ 
ceso reversible, las relaciones entre T y P, o entre T y v, pueden deducirse de 
la relación anterior eliminando v o P entre ésta y la ecuación' de estado. Tam- 
bién pueden deducirse por interpretación de las ecuaciones (4-8) y (4-16). Los 
resultados son 


5 y y — constante, 
7V _1 = constante. 


(4-39) 

(4-40) 


En la sccción 3-11 se estableció que el valor de c p para los gases monoató- 
micos era aproximadamcnte igual a 577/2 y para los gases diatómicos 7R/2. 
Como la diferencia c,, — c„ es igual a R para un gas ideal y muy próxima a R 
para todos los gases, podemos escribir para un gas monoatòmico 

c P Cp 5R/2 5 ^ ^ 

7 ~V v ~ cp - R ~ (5P/2) - R ~ 3 ~ ’ ’ 


7P/2 
(7P/2) - 


y para un gas diatòmico 
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La- tabla 9-1 incluye los valores experimentales de 7 para cierto nùmero de 
gases ordinarios. 

En la fig. 4-5(a) pueden verse las curvas que representan procesos adiabà- 
ticos sobre la superficie P-v-T de un gas ideal y sus proyecciones en el plano 
P-v en la fig. 4-5(b). 

Las curvas adiabàticas proyectadas sobre el plano P -a tienen en cada 
punto una mayor pendiente que las isotermas. La temperatura de un gas 
ideal aumenta en una compresión adiabàtica reversible, corno puede verse 
en la fig. 4-5(a) o en las ecuaciones (4-39) o (4-40). Este aumento de tempe¬ 
ratura puede ser muy grande y se utiliza en el motor de combustión interna 
tipo Diesel, donde en el tiempo de compresión se comprime aire en los 
cilindros hasta aproximaxlamente 1/15 del volumen correspondiente a la pre- 
sión atmosfèrica. La temperatura del aire al final de la etapa de compresión 
es tan alta que el combustible que se inyecta se enciende sin necesidad de 
chispa para iniciar el proceso de combustión. 



Fig. 4-5 (a) Procesos adiabàticos (li'neas continuasi sobre una superfi¬ 
cie P-v-T de un gas ideal, (b) Proyección de los procesos adiabàticos 
de (a) sobre el plano P-v. La zona sombreada es un ciclo de Carnot 
(véase sección 4-7). 


El trabajo realizado en la expansión adiabàtica reversible de un gas 
ideal es 


r v 2 

= P dv = K\ V- 
Jv l J Vl 

: _I_ [KV'-XI, 

1 1 


’ dv 


(4-41) 


en donde K es la constante de integración de la ecuación (4-38). Pero esta- 
blecer que Pv r = constante = K significa que 


Pyv'i = P 2 v y > = K. 


Por elio, cuando introducimos el limite superior de integración en la ecua¬ 
ción (4-39), hacemos K = Pv * y, en el limite inferior, K = P in. Por tanto, 


- (P‘i v 2 Pph)- 

1 - y 


(4-42) 


Puede también calcularse el trabajo recordando que, corno en una trans- 
formación adiabàtica no hay intercambio de calor con el medio exterior, el 
trabajo se realiza totalmente a expensas de la energia interna del sistema. 
Es decir. 


w = - 11 2. (4-43) 

y para un gas ideal, en el cual c„ es constante, 

w = c v (T x — T 2 ). 


4-7 CICLO DE CARNOT 

En 1824, Carnot* introdujo por vez primera en la teoria de la termodinà¬ 
mica un simple procesò ciclico conocido ahora corno ciclo de Carnot. Carnot 
cstaba fundamentalmente interesado en mejorar los rendimientos de las mà- 
quinas de vapor, pero en lugar de atender a los detalles mecànicos, se con¬ 
centrò en los fundamentos bàsicos del rendimiento. Puede decirse que el tra¬ 
bajo de Carnot sentó los fundamentos de la ciencia termodinàmica. Aunque 
se han construido màquinas reales con un sistema que sigue esencialmente 
la misma secuencia de procesos que en un ciclo de Carnot**, la principal uti- 

* N. L. Sadi Carnot, ingeniero francés (1796-1832). 

** N. del T. Es decir, pareceria que desde el punto de vista pràctico no se ganó 
nada con el trabajo de Carnot, pero elio no es asi, porque el mayor conocimiento 
de la teoria gracias a Carnot— ha guiado durante màs de un siglo y medio todo 
-1 progreso de las màquinas térmicas. 


SEARS -- 0 
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lidad del ciclo estriba en su aplicación al razonamiento termodinàmico. En 
està sección describiremos el ciclo de Carnot y en la siguiente considerare- 
mos su relación con el rendimiento de una màquina termica. 


p 

I a 



Fig. 4-6 Ciclo de Carnot. 


Un ciclo de Carnot puede realizarse con un sistema de cualquier natu- 
raleza. Puede ser sòlido, liquido o gas, una pelicula superficial o una sustancia 
paramagnetica. El sistema puede experimentar incluso un cambio de fase 
durante el ciclo. Un ciclo de Carnot para un gas ideal se halla reprcsentado 
por la zona sombreada de la superficie P-v-T de la fig. 4-5(a) y su proyección 
sobre el plano P-v se indica en la fig. 4-5(b) y de nuevo en la fig. 4-6. 

Partiendo del estado a, el sistema a la temperatura T 2 se pone en con¬ 
tado con una fuente calorifica a està temperatura y realiza un proceso iso¬ 
tèrmico reversible que le lleva al estado b. Para un gas ideal este proccso es 
una expansión. Para un material paramagnètico seria un incremento del mo¬ 
mento magnètico M, etc. En este proceso hay un flujo de calor Q 2 hacìa el 
sistema y òste realiza el trabajo W 2 . 

En el estado b el sistema està tèrmicamente aislado y realiza un proceso 
reversible hasta el estado c. En este proceso la temperatura desciende hasta 
un valor inferior T v El flujo de calor intercambiado por el sistema es nulo, 
y éste realiza un trabajo adicional W'. 

A continuación el sistema se pone en contacto con una fuente de calor a 
la temperatura 7j y realiza un proceso isotèrmico reversible que le lleva al 
estado d. Hay un flujo de calor Qi procedente del sistema, sobre el cual 
se realiza el trabajo Wj. 
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1 estado d dcbc elegirsc de modo que mediante un proceso adiabàtico 
reversible vuelva el sistema a su estado inicial a. El flujo de calor es nulo en 
este proceso y se realiza el trabajo W" sobre cl sistema. 

Las caracteristicas significativas de todo ciclo de Carnot son, por tanto: 
todo el flujo de calor que recibe el sistema tiene lugar a una sola tem¬ 
peratura mas alta T 2 , (b) todo el flujo de calor que cede el sistema se veri¬ 
fica a una sola temperatura mas baja 7j; (c) el sistema, que normalmente 
se enomma sustancia de trabajo, efectua un proceso ciclico-, y (d) todos los 
procesos son reversibles. En generai, diremos que todo proceso ciclico for- 
mado por dos isotermas reversibles y dos adiabàticas también reversibles 
constituye un ciclo de Carnot. 

Aunque las magnitudes de los flujos de calor y trabajos son arbitrarias 
( ependen de los cambios reales de volumen, momento magnètico, etc ) la 
relación Q 1 /Q l sólo depende de las temperaturas T 2 y 7j. Para calcular esta're- 
lacion es necesario conocer la ecuación de estado del sistema y su ecuación 
eie energia. (Es necesario conocerlas al nivel que hasta ahora tenemos de los 
pimcipios termodinàmicos. En la sección 5-2 veremos que para dos tempe- 
ìaturas determinadas T 2 y T h la relación T 2 /T l tiene el mismo valor para todas 
las sustancias de trabajo.) Supondremos, pues, que el sistema es un gas ideal. 

omo a energia interna de un gas ideal es función exclusiva de la tempe¬ 
ratura, la energia interna permanecc constante durante el proceso isotèr¬ 
mico a-b y el flujo de calor Q 2 que rccibc cl sistema en este proceso es igual 
al trabajo W 2 . Por tanto, segun la ecuación (3-5), 

Q'i — W 2 = nRT, In — , ,. ... 

,/ (4-44) 

en donde V„ y V„ son los volùmenes respectivos en los estados b y a. De un 
modo semejante, la magnitud del flujo de calor Q t es igual al trabajo W, y 


Qi= fVi = aRTi In — 


(4-45) 


Pero los estados bye pertenecen a la misma adiabàtica y, por tanto, segun 
la ecuación (4-40), 6 


T 2 Vl~ l = T t vr\ 

Anàlogamente, corno los estados a y b pertenecen a la misma adiabàtica, 

r,v!r l = T,Vl\ 




132 


ALGUNAS CONSECUENCIAS DEL PRIMER PRINCIPIO 


Si la primera de estas ecuaciones se divide por la segunda, resulta que 



(4—46) 


Teniendo en cuenta las ecuaciones (4-44), (4-45) y (4-46), obtenemos 

e. = n 

Q1 71 


(4-47) 


Asi, para un gas ideal, la relación Q 2 /Qi depende sólo de las temperaturas 
t 2 y Ti. 


.4-8 LA MÀQUINA TÈRMICA Y LA FRIGORlFICA 

Un sistema segun el ciclo de Carnot es el prototipo de todas las màquinas 
térmicas ciclicas. La caracteristica comun de tales dispositivos es que reci- 
ben un flujo de calor a una o mas temperaturas elevadas, realizan trabajo 
sobre el medio exterior y entregan calor a una temperatura algo mas baja. 

Cuando una sustancia de trabajo realiza un proceso ciclico, no se producen 
cambios en su energia interna en ningun ciclo completo y segun el primer 
principio el flujo neto de calor Q que recibe la sustancia en cualquier ciclo 
completo es igual al trabajo W realizado por la màquina por ciclo. Asi pues, 
si Q 2 y Q | son las magnitudes absolutas de los flujos calorificos que recibe 
y cede la sustancia de trabajo por ciclo, el flujo neto de calor Q por ciclo 
sera 

<2 = 62 ~ Gì- 

Y el trabajo neto W por ciclo sera, por tanto, 

W = Q = Q 2 - Qv (4-48) 

El rendimiento tèrmico r) de una màquina se definc corno la relación entre 
el trabajo externo W y el calor recibido Q 2 : 


W = Q., - Qj 
62 G* 


(4-49) 


El trabajo externo es «lo que ganamos»; el calor entregado es «lo que paga- 
mos por él». Por supuesto, que el calor Q, expulsado es, en cierto sentido, 
una parte de la energia que entrega la màquina, pero ordinariamente se pierde 
(por ejemplo, los gases de escape de un motor de automóvil, o contribuye a 
la «polución tèrmica» del medio ambiente) y no tiene valor econòmico. Si el 
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calor expulsado se aprovechara corno una parte de lo que produce la mà¬ 
quina, el rendimiento seria siempre del 100 %. La definición del rendimiento 
corno el trabajo exterior dividido por el calor absorbido se aplica a cualquier 
tipo de màquina tèrmica y no està restringida a una màquina de Carnot. 

Si la sustancia de trabajo es un gas ideal, ya hemos demostrado que para 
un ciclo de Carnot 


Gì = n 

Qz Tt 

El rendimiento tèrmico es, pues, 

r, = = ! _ Ql = j _ Tl t 

e 2 g 2 t 2 

o 

. T* - Tj 


(4-50) 

(4-51) 


_E1 rendimiento tèrmico, por tanto, depende sólo de las temperaturas T 2 y T,. 
En la sección 5-2 demostraremos que el rendimiento tèrmico de cualquier 
ciclo de Carnot viene dado por la expresión anterior, cualquiera que sea la 
naturaleza de la sustancia de trabajo. 



Qi 

Fig. 4-7 Diagrama esquemàtico de los flujos en una màquina tèrmica. 


Es util representar la operación de toda màquina tèrmica mediante un 
diagrama esquemàtico co^p el de la fig. 4-7. La sección del «tubo» que viene 
de la fuente caliente es proporcional a la cantidad de calor Q 2 , la sección del 
tubo que va a la fuente de menor temperatura, es proporcional a Q, y la 
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del tubo que sale de la parte lateral de la màquir^ es proporcional al trabajo 
mecànico W. E1 circulo es solamente una forma esquemàtica de representar 
la màquina. La meta del proyectista de màquinas térmicas es conseguir que la 
sección del «tubo de trabajo» sea lo mayor posible y la del tubo de calor 
cedidò lo mas pequena posible para un flujo determinado de calor proce¬ 
dente de la fuente de calor. 

Debemos mencionar que Carnot no hubiera constando su diagrama de 
flujo en la forma indicada en la fig. 4-7. En tiempos de Carnot se creta que 
el «calor» era una especie de fluido indestructible, y, por tanto, los tubos 
Q 2 y Q { hubieran tenido la misma sección. ,-Qué significado habria tenido 
entonces el tubo W? Se pensaba que el trabajo W podla obtenerse de un flujo 
de calor «cuesta abajo», del mismo modo que también se obtenia de un flujo 
de agua que pasaba por una turbina desde un nivel alto a otro inferior. El 
agua que entra en la turbina es igual a la que sale y el trabajo mecànico 
se realiza a expensas de la disminución de energia potencial del agua. Sin 
embargo, a pesar de sus ideas erróneas respecto a la naturaleza del calor, 
Carnot obtuvo la expresión correcta del rendimiento del ciclo ideado por él. 

Si el ciclo de Carnot de la fig. 4-6 se recorriera en sentido contrario al 
de las agujas del reloj, todas las flechas de las figs. 4-6 y 4-7 se invertirian 
y corno todos los procesos del ciclo son reversibles (en el sentido termodinà¬ 
mico), no cambiarian los valores absolutos de Q 2 , Q i y W. El calor Q se ex- 
traeria ahora de la fuente fria, se realizaria el trabajo W sobre el sistema y el 
calor Q 2 igual a W + Ch se cederla a la fuente cadente. Tenemos ahora una 
màquina frigorifica de Carnot o una bomba de calor en vez de la clàsica de 
Carnot. Es decir, se extrae calor de un sistema a baja temperatura (cl inte¬ 
rior de un refrigerador domèstico, por ejemplo, o de la atmosfera o el sudo 
en el caso de una bomba de calor utilizada para la calcfacción de una casa), 
se realiza trabajo mecànico (mediante el motor que hace funcionar el refri¬ 
gerador) y a la fuente cadente se cede una cantidad de calor igual a la suina 
del calor extraido de la fuente fria, màs el trabajo mecànico. 

El resultado util del funcionamiento de una màquina frigorifica es extraer 
una cantidad de calor Q { de la fuente fria; esto es lo que «ganamos». Lo que 
pagamos es el trabajo que se le entrega, W. Cuanto mayor sea la razón de la 
ganancia, a lo que pagamos, mejor serà la màquina frigorifica. Una màquina 
frigorifica es apreciada por su rendimiento o coeficiente de eficiencia, c, que 
definimos corno la razón de Q, a W. Nuevamente, empleando la ecuación (4-48), 
podemos escribir 


c E Gì = & 

g 2 - g, ' 


(4-52) 
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El coeficiente de eliciencia de una màquina frigorifica, a difercncia del ren¬ 
dimiento de una màquina tèrmica, puede ser mucho mayor que el 100 %. 

La definición antcrior del coeficiente de eficiencia se aplica a cualquier 
refrigeiador, opere o no corno ciclo de Carnot. Para un refrigerador de Carnot 

QJQi = zyr, y 

_ 7 ) 

C T« — Ti ' (4-53) 


PROBLEMAS 

4-1 La energia interna cspecifica de un gas de van dcr Waals se expresa por 

a 

u — c v T -h constante. 

v 

(a) Representar gràficamente una superficie u-T-v suponiendo que c„ es una cons¬ 
tante. (b) Demostrar que para un gas de van der Waals, 


c P 


1 

2a{v — b) 1 ’ 
RTv 3 


4-2 La ecuación de estado de cierto gas es (P + b)v = RT y su energia interna es- 
pecifica viene dada por u = aT + bv + u 0 . (a) Encontrar c„. (b) Demostrar que 
c p c o = R- ( c ) Utilizando la ecuación (4-8), demostrar que — constante. 

4-3 La energia interna especifica de una sustancia puede expresarse por 


u — ;/ 0 = 3P 2 + 2v, 


en unidades apropiadas. (a) Hacer un diagrama u-T-v para està sustancia. (b) Cal- 
cular la variación de temperatura experimentada por la sustancia si se le sumi- 
nistran 5 unidades de calor a volumen constante. Mostrar este proceso en el dia¬ 
grama u-T-v. i Puede determinarse con los datos que se tienen el cambio de tem¬ 
peratura de la sustancia en una disminución adiabàtica del volumen del 20 %? Si 
es posible, calcidese. Si no es asi, indiquese la información adicional que se necesita. 
4-4 A temperaturas superiores a 500 K, el valor de c p para el cobre puede aproxi- 
marse por una relación lineai de la forma c,, = a -|- bT. (a) Determinar lo màs 
exactamente posible a partir de la fig. 3-10 los valores de a y b. (b) Calcular la 
variación de entalpia especifica que experimenta el cobre a la presión de 1 atm 
al aumentar la temperatura de 500 a 1200 K. 
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4-6 Demostrar que 


Cp — Pfiv. 


.4-7 Comparar las magnitudes de los términos c p y Pfìv del problema anteriori 
(a) para el cobre a 600 K y 1 atm y (b) para un gas ideal para el cual c p = 5R/2. 
(c) Cuando se entrega calor a un gas ideal en un proceso isobàrico eque fracción 
pasa a incrementar su energia interna? (d) ,-Y qué fracción se invierte en aumen¬ 
tar su energia interna cuando se le suministra calor al cobre en un proceso 
isobàrico? 

4-8 (a) Demostrar que la entalpia especifica del gas del problema 4-2 puede escri- 
birse en la forma h = (a + R)T + constante, (b) Determinar c p . (c) Utilizando la 
ecuación (4-16), demostrar que T(P + b)- R / c P = constante, (d) Demostrar que 
(d h/dv) p = c p T/v. 

4-9 Deducir expresiones anàlogas a las ecuaciones (4-18) y (4-19) para h en función 
de P y ». 

4-10 Completar las deducciones de las ecuaciones (4-22) a (4-25). 

4-11 Un gas ideal, para el cual c„ = 5R/2 pasa desde el punto a al b de la fig. 4-8 
por los tres caminos a-c-b, a-d-b y a-b. Sea P 2 = 2P„ v 2 = 2t>,. (a) Calcular la can- 
tidad de calor entregada al gas, por mol, en cada uno de los tres procesos. Expre- 
sar el resultado en función de R y T v (b) Calcular el calor molar del gas, en 
función de R, durante la (ransformación a-b. 


Figura 4-8 

4-12 Para un gas de van der Waals que obedece a la ecuación de la energia del 
problema 4-1, demostrar que 


da h vx \ dP /, 
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4-13 Para una sustancia paramagnètica que obedece a la ley de Curie, la energia 
interna es función exclusiva de T. Demostrar que: (a) d'Q = C M dT — X c!M; (b) 
d'Q = C# dT — M dX ; y (c) C> —C M = MX/T. 


4-14 Para un sistema mono-dimensional demostrar que: (a) C L = 


(b) C> = 


y (c) c L 


4-15 


Demostrar para un gas ideal que: (a) 



= 0 


y (b) 



4-16 Supongamos que uno de los recipientes del aparato de Joule de la fig. 4-1 
contiene n A moles de un gas de van der Waals y el otro contiene n B moles, ambos 
a la temperatura inicial T v El volumen de cada recipiente es V. Hallar la expre- 
sión que da la variación de temperatura cuando se abre la llave y se alcanza un 
nuevo estado de equilibrio. Despreciar cualquier pérdida de calor de los recipien¬ 
tes. Verificar la solución para los casos en que n A = n B y cuando n B = 0, teniendo 
en cuenta la ecuación 4-26. Suponer la ecuación de la energia del problema 4-1. 
4-17 (a) Demostrar que para un gas ideal h — h 0 = c P (T — T 0 ) y (b) representar 
gràficamente una superficie h-P-T para un gas ideal. 

4-18 Suponer la ecuación de la energia dada en el problema 4-1. (a) Determinar 
la expresión del coeficiente Joule y de un gas de van der Waals. (b) Determinar la 
expresión de la entalpia de un gas de van der Waals en función de u y T. (c) De¬ 
terminar la expresión del coeficiente Joule-Thomson p para un gas de van der 
Waals. (d) Demostrar que las expresiones obtenidas en (a) y (c) se reducen a las 
de un gas ideal si a = b = 0. [ Sugerencia: Véase el problema 2-22.] 



4-20 Para un gas ideal demostrar que en un proceso adiabàtico reversible: (a) 
77>(r-i>/r = constante y (b) Tv { y~ l) — constante. 



Figura 4-9 
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4-21 La fig. 4-9 representa un cilindro con paredes tèrmicamente aisladas, con un 
èmbolo móvil, sin rozamiento, también tèrmicamente aislado. A cada lado del èm¬ 
bolo bay n moles de un gas ideal. La presión inicial P 0 , el volumen V 0 y la tempe¬ 
ratura T 0 son las mismas a ambos lados del èmbolo. El valor de y para el gas 
es 1,50 y c„ es independiente de la temperatura. Mediante una resistencia eléctrica 
dentro del gas, del lado izquierdo del èmbolo se suministra calor lentamente al 
gas de este lado. Està porción de gas se expande y comprime el gas de la derecha 
hasta que su presión aumenta hasta 27 PJ 8. Expresar en función de n, c n y T 0 : 
(a) El trabajo realizado contra el gas de la derecha. (b) La temperatura final del 
mismo. (c) La temperatura final del gas de la izquierda. (d) La cantidad de calor 
que recibe este ùltimo gas. 

4-22 En el periodo de compresión de un motor Diesel, se comprime el aire desde 
la presión atmosfèrica y temperatura ambiente hasta 1/15 aproximadamente de 
su volumen inicial. Hallar la temperatura final suponiendo que la compresión es 
adiabàtica reversible. (Tornar y aire = 1,4.) 

4-23 (a) Demostrar que el trabajo realizado sobre un gas ideal para comprimirlo 
isotèrmicamente es mayor que el necesario para comprimirlo adiabàticamente si 
el cambio de presión es el mismo en los dos procesos y (b) que el trabajo isotèr¬ 
mico es menor que el adiabàtico si el cambio de volumen es el mismo en los dos 
procesos. Como ejemplo numèrico, tornar para la presión y volumen iniciales los 
valores IO 6 N m~ 2 y 0,5 m 3 kilomol- 1 y hacer y igual a 5/3. Calcular el trabajo 
necesario para cambiar el valor de la variable apropiada cn un factor de 2. (c) Re¬ 
presentar estos procesos en un diagrama P-V y explicar fisicamente por qué el 
trabajo isotèrmico debe ser superior al trabajo adiabàtico en la parte (a) y menor 
en la parte (b). 

4-24 Un gas ideal para el cual c v = 3R/2 ocupa un volumen de 4 m 3 a la presión 
de 8 atm y a 400 K. El gas se expande hasta la presión final de 1 atm. Calcular 
el volumen final y la temperatura, el trabajo realizado, el calor absorbido y la 
variación de energia interna, en cada una de las siguientes transformaciones: (a) 
expansión isotèrmica reversible, (b) expansión adiabàtica reversible, (c) expansión 
en el vario. 

4-25 Un mol de un gas ideal pasa de P = 1 atm y T — 273 K a P — 0,5 atm y 
T = 546 K mediante un proceso isotèrmico reversible seguido de un proceso iso¬ 
bàrico reversible. Vuelve a su estado inicial por medio de un proceso isócoro 
reversible seguido de un proceso adiabàtico reversible. Suponer que c v = (3/2)/?. 
(a) Dibujar este ciclo en un diagrama P-V. (b) Para cada proceso y para todo el 
ciclo determinar la variación de T, V, P, W, Q, U y H. Convendria ordenar los re- 
sultados en una tabla. (c) Dibujar este ciclo en un diagrama V-T y en un dia¬ 
grama U-V. 

4-26 (a) Utilizar la ecuación (4-8) para deducir para un gas de van der Waals las 
ecuaciones correspondientes a las (4-38) y (4-40). (b) Calcular el trabajo de una ex- 
pansión adiabàtica reversible por evaluación directa de f P dv utilizando la ecua¬ 
ción de la energia del problema 4-1. 

4-27 La ecuación de estado para la energia radiante en equilibrio con la tempera¬ 
tura de las paredes de una cavidad de volumen U es P — aT*/ 3. La ecuación de la 
energia es U = alW. (a) Demostrar que el calor suministrado al duplicar isotèr¬ 


micamente el volumen de la cavidad es 4r;7’ 4 V'/3. (b) Utilizar la ecuación (4-3) para 
mostrar que en un proceso adiabàtico VT 3 es constante. 

4-28 Representar un ciclo de Carnot para un gas ideal en: (a) un diagrama n-r; 
(b) un diagrama u-T ; (c) un diagrama u-h; (d) un diagrama P-T. 

4-29 Representar cualitativamente un ciclo de Carnot: (a) en el plano V-T de un 
gas ideal; (b) en el plano P-V de un liquido en equilibrio con su vapor; (c) en el 
plano g-Z de una pila electrolitica reversible cuya lem es función exclusiva de T 
y se supone que las adiabàticas reversibles poseen una pendiente positiva cons¬ 
tante. 

4-30 Una màquina de Carnot opera entre dos fuentes de calor a temperaturas de 
400 K y 300 K. (a) Si la màquina recibe 1200 Kcal de la fuente de 400 K en cada 
ciclo, tcuàntas Kcal cede a la fuente de 300 K? (b) Si la màquina trabaja corno re- 
frigerador (es decir, a la inversa) y recibe 1200 Kcal de la fuente de 300 K ^cuàn- 
tas Kcal cede a la fuente de 400 K? (c) iCuànto trabajo rcaliza la màquina en cada 
caso? 

4-31 (a) Demostrar que para las màquinas de Carnot que trabajan entre fuentes 
calientes de igual temperatura y fuentes trias de diferentes temperaturas, la mà¬ 
quina que opera con la màxima diferencia de temperatura es la de mayor rendi- 
miento. (b) /La forma màs eficaz de incrementar el rendimiento de una màquina 
de Carnot consiste en incrementar la temperatura de la fuente caliente, man- 
teniendo constante la temperatura de la (ria o viceversa? (c) Repetir las partes (a) 
y (b) para determinar el coeficiente de eficiencia óptimo de un refrigerador de 
Carnot. 

4-32 Deducir una rclación entre el rendimiento de una màquina de Carnot y cl 
coeficiente de eficiencia de la misma màquina si opera corno refrigerador, /Una 
màquina de Carnot de rendimiento muy elevado es particularmente apropiada 
corno refrigerador? Razonar la respuesta. 

4-33 La sustancia de trabajo de una màquina de Carnot es un gas ideal para el 
cual c v = 3R/2. Durante la expansión isotèrmica el volumen se duplica. La rela- 
ción entre el volumen linai y el volumen inicial en la expansión adiabàtica es 5,7. 
El trabajo suministrado por la màquina en cada ciclo es 9 x IO 5 J. Calcular las 
temperaturas de las fuentes térmicas entre las cuales opera la màquina. 

Calcular el rendimiento y el coeficiente de eficiencia de los eidos indicados 
en: (a) el problema 3-26 y (b) el problema 3-27. 

4-35 Como sustancia de trabajo de un ciclo de Carnot se utiliza una pila electro¬ 
litica. En el intervalo apropiado de temperatura, la ecuación de estado de la pila 
es g = g g f T — T 0 ), en donde <*>0 y T>T 0 . La ecuación de la energia es 

(/-</„= (<f - T~^jZ + C Z {T - T 0 ) 

en donde C z es la capacidad calorilica a Z constante, que se supone constante, y 
Z es la carga que fluye a través de la pila, (a) Representar el ciclo de Carnot en 
un diagrama g — Z e indicar el sentido en que opera el ciclo corno màquina. (b) 
Utilizar la expresión del rendimiento de un ciclo de Carnot para demostrar que la 
caiga lianslerida cn los procesos isotérmicos debe tener la misma magnitud. 


140 


ALGUNAS CONSECUENCIAS DEL PRiMER PRINCIPIO 


4-36 Hay que refrigerar un edificio con una màquina de Carnot funcionando a la 
inversa (màquina frigorifica de Carnot). La temperatura exterior es de 35°C (95°F) 
y la temperatura interior del edificio de 20°C (68°F). (a) Si la màquina se acciona 
por un motor eléctrico de 12 x IO 3 watt, icuànto calor se extrae del edificio por 
hora? (b) E1 motor se alimenta con la electricidad producida en una centrai tèr¬ 
mica formada por una màquina de Carnot que funciona entre fuentes a tempe- 
raturas de 500°C y 35 °C. La electricidad (transmitida por una linea de 5 ohm) 
se recibe a 220 volt. Los motores que operan el refrigerador y el generador en la 
tèrmica tienen cada uno un rendimiento del 90 %. Determinar el nùmero de uni- 
dades de refrigeración obtenidas por unidad de calor suministrada. (c) ^Cuànto 
calor debe suministrarse, por hora, en la centrai? (d) iCuànto calor se elimina 
por hora en la centrai? 

4-37 Se han ideado eidos de refrigeración para la calefacción de edificios. El calor 
se absorbe del suelo por un fluido que circula en tubos enterrados y se cede a 
temperatura màs alta en el interior del edificio. Si una màquina frigorifica de 
Carnot se utilizara de este modo operando entre una temperatura exterior de 0°C 
y una interior de 20°C, teuàntos kilowatt-hora de calor se suministrarian al edi¬ 
ficio por cada kilowatt-hora de energia eléctrica necesario para operar el refri¬ 
gerador? 

4-38 La temperatura de un refrigerador domèstico es 5°C y la de la habitación 
donde està localizado 20°C. El flujo de calor que entra en el refrigerador proce¬ 
dente de la habitación cada 24 horas es aproximadamente de 3 X IO 0 J (bastante 
para fundir unos 10 kilogramos de hielo) y este calor debe eliminarse del refrige¬ 
rador para que se mantenga frio. Si el refrigerador tiene una eficiencia que es el 
60 % de la de una màquina de Carnot que opera entre fuentes de temperaturas 
de 5°C y 20°C, équé potencia en watt exige su funcionamiento? Comparar el coste 
diario a 3 céntimos de dólar por kilowatt-hora con el coste de 10 kg de hielo 
(unos 75 céntimos de dólar). 

4-39 Una ecuación de estado aproximada para un gas es P(v — b) = RT, en donde 
b es una constante. La energia interna especifica de un gas que obedece a està 
ecuación de estado es u — c v T + constante, (a) Demostrar que el calor especifico 
a presión constante de este gas es igual a c„ + R. (b) Demostrar que la ecuación 
de un proceso adiabàtico reversible es P(v — bh = constante, (c) Demostrar que 
el rendimiento de un ciclo de Carnot que utilice este gas corno sustancia de tra- 
bajo es el mismo que el de un gas ideal, suponiendo que (du/dv) T = 0. 
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5-1 EL SEGUNDO PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA 

La fig. 5-1 muestra tres sistemas distintos, cada uno de ellos incluido en una 
envoltura rigida adiabàtica. En (a) un cuerpo a la temperatura T x està en con- 
tacto tèrmico con una fuente caliente grande a una temperatura mas alta T 2 - 
En (b) un volante giratorio arrastra un generador que envia corriente eléctrica 
a través de una resistencia sumergida en la fuente caliente. En (c) un gas 
està confinado en la porción izquierda del recinto mediante un diafragma; el 
resto del recinto està vado. La experiencia nos dice que en (a) se produce un 
flujo de calor que va de la fuente al cuerpo y que, finalmente, éste adquirirà 
la temperatura T 2 de la fuente. (La capacidad calorifica de està es tan grande 
que su temperatura no cambiarà apreciablemente porque un flujo de calor 
entre o salga de él.) En (b) el volante acabarà por alcanzar el reposo. Sobre 
la resistencia se realizarà un trabajo disipativo y habrà un flujo de calor de 
ella hacia la fuente, igual en magnitud a la energia cinètica originai del vo¬ 
lante. Si se perfora el diafragma de (c), el gas realizarà una expansión libre 
en la región vada y alcanzarà un nuevo estado de equilibrio, con un volumcn 
mayor y una presión menor. En cada uno de estos procesos la energia total 
del sistema, incluyendo la energia cinètica del volante de (b), permanece 
constante. 




Fig. 5-1 (a) Flujo reversible de calor cntrc un cuerpo a temperatura T x 
y una fuente grande a temperatura superior T 2 . (b) Un volante girato¬ 
rio acciona un generador que envia una corriente eléctrica a través de 
una resistencia sumergida en un calorimetro, (c) Cuando se perfora el 
diafragma, el gas de la porción izquierda del recinto realiza una expan¬ 
sión libre en la región de la derecha donde existe el vado. 


Supongamos allora que partimos de los estados finales de los procesos 
anteriores experimentados por los tres sistemas e imaginemos que los proce¬ 
sos tienen lugar en sentido inverso. En el primer ejemplo, el cuerpo original¬ 
mente a la misma temperatura que la fuente se enfriaria espontàneamente 
basta restaurar su temperatura originai. En el segundo, se produciria un flujo 
de calor de la fuente hacia la resistencia y està produciria una corriente a 




través del generador (que ahora actuaria corno motor) y el volante se pon- 
dria en rotación con su originai energia cinètica. En el tercer ejemplo el pro¬ 
pio gas se comprimiria hacia atràs recuperando su volumen originai. 

Todos sabemos que no ocurren estos procesos inversos. Pero épor qué? 
La energia total de cada uno de los sistemas se mantendria constante en la 
transformación inversa y no se violaria el primer principio de conservación 
de la energia. Por lo tanto, debe existir otro principio naturai, ademàs del 
primer principio y que no se deduce de él, que determina el sentido en que 
se producen los procesos naturales. Este es el segundo principio de la termo- 
dinàmica. Lo mismo que el primiero, es una generalización de la experiencia 
y establece que ciertos procesos corno los senalados anteriormente, a modo 
de ejemplo, son esencialmente procesos unidireccionales y tienen lugar, por 
tanto, en un sólo sentido. 

Estos tres procesos imposibles se han tornado corno ejemplos porque a 
primera vista parecen diferir completamente entre si. El primero, un sistema 
compuesto a temperatura uniforme, se separa espontàneamente en dos partes 
a distinta temperatura. En el segundo, un cuerpo pide calor y aparece la 
energia cinètica equivalente. En el tercero, disminuye el volumen de una por¬ 
ción aislada de gas y su presión aumenta. Pueden senalarse muchos otros 
ejemplos. En el campo de la quimica, por ejemplo, pueden colocarse en un 
recipiente hidrógeno y oxigeno gaseoso en proporciones adecuadas e iniciarse 
la reacción mediante una chispa. Si el sistema està limitado por paredes rigi- 
das y adiabàticas, la energia interna del sistema no se modifica durante la 
reacción. Después de realizada la reacción, el sistema consiste en vapor de 
agua a alta temperatura y presión. Pero la experiencia muestra que el vapor 
de agua no puede disociarse espontàneamente en hidrógeno y. oxigeno a una 
temperatura y presión menores. 

cPodemos hallar alguna caracteristica comun a todos estos diferentes pro¬ 
cesos imposibles? Si se dan dos estados de un sistema aislado que tienen 
igual energia interna <;podemos hallar un criterio que determine cuàl es el 
posible estado inicial y cuàl el posible estado final de una transformación que 
tenga lugar en el sistema? ^Cuàles son las condiciones en que no pueda pro¬ 
ducile ningùn proceso, es decir, en que el sistema està en equilibrio? Podrian 
contestarse estas preguntas si existiera alguna propiedad del sistema, es decir, 
alguna función de estado del sistema que tuviera un valor diferente al co- 
mienzo y al final de una transformación posible. Està función no puede ser 
la energia, puesto que es constante. Sin embargo, puede encontrarse una 
función que tenga està propiedad. Clausius* fue el primero en establecerla 
y se denomina entropia del sistema. Al igual que la energia interna, es función 


* Rudolph J. E. Clausius, fisico alemàn (1822-1888). 
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del estado del sistema ùnicamente, y corno demostraremos luego, en cualquier 
proceso posible que tenga lugar en un sistema aislado, està función aumenta 
o permanece constante. E1 segundo principio puede enunciarse, en función 
de la entropia, de la manera siguiente: 

No se produciràn transformaciones en las cuales la entropia de un sistema 
aislado disminuya/ o lo que es igual, en cualquier transformación que se pro- 
duzca en un sistema aislado, la entropia del sistema aumenta o permanece 
constante. 

Ademàs, si un sistema aislado se encuentra en un estado tal que su entro¬ 
pia tiene un valor màximo, cualquier cambio de estado debe necesariamente 
implicar una disminución de la entropia y, por lo tanto, dicho cambio no se 
podrà producir. La condición necesaria de equilibrio de un sistema aislado 
es, por lo tanto, que su entropia sea màxima. 

Obsérvese que los enunciados anteriores se aplican ùnicamente a sistemas 
aislados. La entropia de un sistema no aislado puede disminuir en un pro¬ 
ceso reai, pero siempre deberà ocurrir que la entropia de otros sistemas con 
los cuales el primero interactùa, aumente por lo menos en igual proporción. 

Hemos enunciado el segundo principio sin definir la entropia. En las 
secciones siguientes desarrollaremos el concepto de entropia a partir pri¬ 
mero de las propiedades del ciclo de Carnot y a continuación calcularemos 
las variaciones de entropia en procesos reversibles e irreversibles. Después de 
exponer el significado fisico de la producción de entropia presentaremos al- 
gunos otros enunciados equivalentes al segundo principio. 

Vi 

5-2 TEMPERATURA TERMODINAMICA 

Antes de proceder al desarrollo del concepto de entropia, utilizaremos el ciclo 
de Carnot para definir la temperatura termodinàmica. En el capitulo 1 se 
introdujo el simbolo T para representar la temperatura en la escala termo¬ 
mètrica del gas ideal y se dijo que mas addante se demostraria que era igual 
a la temperatura termodinàmica. Volvamos, por tanto, al simbolo 6 tal corno 
se usò en el capitulo 1, para designar una temperatura empirica definida en 
función de una propiedad termomètrica arbitraria X, corno la resistencia R 
de un termòmetro de resistencia de platino o la presión P de un termòme¬ 
tro de hidrógeno a volumen constante. 

En la fig. 5-2 se muestra el ciclo de Carnot para un sistema PV6 en el 
plano 6-V. La forma de las adiabàticas varia, naturalmente, de una sustancia 
a otra. Realicemos primeramente el ciclo a-b-c-cl-a. En el proceso a-b hay un 
Oujo de calor Q 2 que lo recibe el sistema procedente de una fuente a tempe¬ 
ratura 0 2 y en el proceso c-d un flujo de calor menor, Q u que procedente del 
sistema lo recibe otra fuente a temperatura Los flujos de calor son nulos 
en los procesos adiabàticos b-c y d-a. Como el sistema vuelve a su estado ini- 
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cial en el punto a, no habrà cambio en su energia interna y segùn el primer 
principio, corno MI = 0, el trabajo W del ciclo es 

W = |Q*| - IQil- 

Està es la ùnica condición impuesta a Q 2 y Q, por el primer principio: el tra¬ 
bajo W del ciclo es igual a la diferencia entre las magnitudes absolutas de 

0 2 y Qi- 

En la sección 5-1 se enunciò el segundo principio en función de la entro¬ 
pia de un sistema, pero corno no hemos definido todavia està propiedad, 
comenzaremos con una consecuencia del segundo principio, en la que no in¬ 
terviene el concepto de entropia. Asi, nuestro punto de partida sera la afir- 
mación de que para dos temperaturas cualesquiera, 0 2 y 0„ el cociente de las 
magnitudes de Q 2 y (), en un ciclo de Carnot tiene el mismo valor para todos 
los sistemas, cualquiera que sea su naturaleza. Es decir, la relación |Q 2 |/|Qi| 
es función exclusiva de las temperaturas 0 2 y (9,: 

'§r, = /<«* °' y < 5 -') 

Itili 

La forma de la función / depende de la escala de temperaturas empirica par- 
ticular en la cual se midan tì l y 0 2 , pero no de la naturaleza del sistema que 
realiza el ciclo. 

De lo anterior no debe inferirse que las cantidades de calor absorbidas y 
liberadas en un ciclo de Carnot se han medido experimentalmente para todos 
los sistemas posibles y para todos los posibles pares de temperaturas. La jus- 
tificación de la afirmación anterior radica en la corrección de todas las con- 
clusiones que de ella pueden deducirse. 


0 



Fig. 5-2 Ciclos de Carnot representados en el plano 6-V. Las curvas 
a-f-d y b-e-c son adiabàticas reversibles. 
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La función f (0 2 , 0,) tiene una forma muy especial. Para verlo, supongamos 
que primero se realiza el ciclo a-b-e-f-a de la fig. 5-2, en el cual el proceso 
isotèrmico e-f se encuentra a cierta temperatura 6 it intermedia entre 0, y 0 2 . 
Sea Q 2 el calor absorbido a la temperatura 0 2 y el calor cedido a la tempe¬ 
ratura 6V Se cumplirà 

~ = rn, 6,). (5-2) 

Realicemos ahora el ciclo f-e-c-d-f, entre las temperaturas 0< y 8 U y sea Q, 
el calor absorbido en este ciclo en el proceso f-e, igual al cedido en el ciclo 

anterior en el proceso e-f. Por tanto, si Q 1 es el calor cedido a la tempera¬ 

tura 6 U 

= m, e,). (5-3) 

Ivil 

Multiplicando las ecuaciones (5-2) y (5-3) resulta 


le*!. lej = \QA 

m i Qi\ \Qi\ 


= où-m, o o 


y, por tanto, segun la ecuación (5-1), 

Como el primer miembro cs sólo función de 0 2 y 0 U lo mismo debe cumplirse 
en el segundo miembro. La forma de la función / debe, pues, ser tal que 
el producto del segundo miembro no contenga a 0, y esto es posible si 


m, o<) = 


m) 
m ’ 


m, e o = 


m) 
m) ' 


Es dccir, aunque / (0 2 , 0,) es función de ambas temperaturas 0 2 y 0< y f (0 if 0,) 
es función de 0, y 0„ la función / debe tener una forma especial, tal que re- 
sulla ser Igual a la relación de dos funciones <j>, en donde ^(0 2 ), y ^(0,) 

son funelones cxclusivas de las temperaturas empiricas 0 2 , 0, y 0! respectiva- 
mcnte. 

La forma de la función depende, pues, de la escala de temperatura 
empirica elegida, pero no de la naturaleza de la sustancia que realiza el ciclo 
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de Carnot. Por tanto, para un ciclo realizado entre dos temperaturas cuales- 
quiera 0 2 y 6 lt 

JQ.I = 

ieri mv (5_4) 

Kelvin, teniendo en cuenta que la relación f>{0 2 )/es independiente de 
las propiedades de cualquier sustancia particular, propuso que la tempera¬ 
tura termodinàmica T, correspondiente a la temperatura empirica 0, podia 
definirse mediante la ecuación 


T = A<j>(0), 

en donde A es una constante arbitraria. 

Por tanto, 

P£2j £2 

IQil ” T x 


(5-5) 

(5-6) 


y la relación de las dos temperaturas termodinàmicas es igual al cociente 
de las cantidades de calor absorbido y liberado cuando un sistema cualquiera 
realiza un ciclo de Carnot entre dos fuentes a estas temperaturas. En parti¬ 
cular, si una de las fuentes se encuentra a la temperatura del punto triple 
y la otra se encuentra a cierta temperatura arbitraria T y si Q 3 y Q son los 
correspondientes flujos de calor, 


y 


M = r 



(5-7) 


Si a T 2 se le asigna el valor numèrico 273,16, la unidad correspondiente de T 
es 1 kelvin. 

En principio, pues, una temperatura termodinàmica puede determinarse 
realizando un ciclo de Carnot y midiendo los flujos de calor Q y Q } que juegan 
el papel de una propiedad termomètrica arbitraria X. 

Obsérvese que la forma de la función t/>((9) no necesita ser conocida para 
determinar experimentalmente el valor de T, aunque en la sección 6-11 demos- 
traremos còrno puede determinarse està función a partir de las propiedades 
de la sustancia termomètrica utilizada en la definición de la temperatura 
empirica 0. 
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Como los valores absolutos de los flujos de calor son necesariamente po- 
sitivos, de la ecuación (5-6) resulta que la temperatura termodinàmica o 
Kelvin es también necesariamente positiva. Esto es equivalente a afirmar 
que existe un cero absoluto de temperatura termodinàmica y que ésta no 
puede ser negativa.* 

En la sección 4-7 analizamos un ciclo de Carnot para el caso especial de 
un gas ideal. Aunque los resultados se expresaron en función de la tempera¬ 
tura termodinàmica T, està temperatura no habia sido definida en aquel 
momento y en sentido estricto deberiamos haber utilizado la temperatura 6 
del gas definida por la ecuación (1-4). Por tanto, si definimos un gas ideal 
corno aquel cuya ecuación de estado es 

Pv = RO, \ v 

y para el cual 



el anàlisis de la sección 4-7 nos conduce al resultado 

o 1 = m 

0 l IGif 

Resulta asi, que la relación entre dos temperaturas del termòmetro de 
gas ideal es igual al cociente de las correspondientes temperaturas termodi- 
nàmicas. Esto justifica la sustitución de tì por T en los capilulos anteriores. 

5-3 ENTROPIA 

En la sección anterior, la relación entre las temperaturas y T, y los flujos 
de calor Q 2 y Q t de un ciclo de Carnot, se expresó en función de los valores 
absolutos |Q 2 | y |Q,[. Sin embargo, corno Q 2 es un flujo de calor que recibe 
el sistema y Q, es un flujo de calor que cede el sistema, sus signos son con- 
trarios y, por tanto, para un ciclo de Carnot, podemos escribir 

= _ Q* 

t x e/ 

o también 

+ & = o. 

7; # 7; 


* Yéase, no obstante, la sección 13-5. 
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Consideremos ahora un proceso ciclico reversible arbitrario corno el re- 
presentado por la curva cerrada de la fig. 5-3. El resultado neto de tal pro¬ 
ceso puede aproximarse tanto corno se desee mediante un gran nùmero de 
pequenos eidos de Carnot, verificados todos en el mismo sentido. Aquellas 
porciones adiabàticas de los eidos que coincidan, se verifican dos veces en 
sentidos opuestos y se neutralizan. El resultado sobresaliente es la linea de 
trazo grueso en zig-zag. A medida que los eidos se hacen màs pequenos se 
produce una mayor neutralización de las porciones adiabàticas, pero las por¬ 
ciones isotérmicas permanecen destacadas. 

r 



Fig. 5-3 Todo proceso ciclico reversible arbitrario puede aproximarse 
mediante cierto nùmero de pequenos eidos de Carnot. 

Si uno de los eidos pequenos se verifica entre las temperaturas T 2 y T, 
y los correspondientes flujos de calor son AQ 2 y AQ 1( se cumplirà para este 
ciclo. 


Agi A<2 2 
TI 7; 


y cuando se sumen todos estos términos, para todos los eidos, resulta 


El subindice «r» es un recorda torio de que el resultado anterior es vàlido 
sólo para eidos reversibles. 
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En el limite, cuando los eidos se hacen màs estrechos, los procesos en 
zig-zag se aproximan cada vez màs al proceso ciclico originai. La suma puede 
entonces sustituirse por una integrai y escribir para el proceso originai, 


Es decir, si el flujo de calor d'Q r en el sistema en cualquier punto se divi¬ 
de por la temperatura T del sistema en este punto y estos cocientes se suman 
en el ciclo completo, la suma es igual a cero. En algunos puntos del ciclo 
d'Q r es positivo y en otros negativo. La temperatura T es siempre positiva.* 
Las contribuciones negativas de la integrai se neutralizan justamente con las 
contribuciones positivas. 

Como la integrai de cualquier diferencial exacta, tal corno dV o dU alre- 
dedor de una trayectoria cerrada es cero, vemos a partir de la ecuación (5-8) 
que aunque d'Q T no es una diferencial exacta, la relación d'QJT si que lo es. 
Por tanto, puede definirse una propiedad S de un sistema cuyo valor depende 
sólo del estado del sistema y cuya diferencial dS es 


Por tanto, en cualquier proceso ciclico, 


dS = 0. 


(5-10) 


Otra propiedad de una diferencial exacta es que su integrai entre dos 
estados cualesquiera de equilibrio es la misma para todas las trayectorias 
entre dichos estados. Por tanto, para cualquier trayectoria entre los estados 
a y b, 


dS = S b - S a . 


(5-11) 


La propiedad S se denomina entropia del sistema. La unidad MKS de en¬ 
tropia es evidentemente 1 joule por kelvin (1 J K- 1 ). La entropia es una 
propiedad extensiva y definiremos la entropia especifica s corno la entropia 
por mol o por unidad de masa: 


_ §. 
n 


Véase, no obstante, la sección 13-5. 
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> ■ fi , 

.' "V 

Las ecuaciones (5-9) o (5-11) definen sólo diferencias de entropia.,?I^tas / 
addante veremos, en la sección 7-7, que es posible asignar un valor ab soluto... '' 
a la entropia de cicrtos sistemas; pero sobre la base de las ecuaciones ante- 
riores, la entropia de un sistema siempre queda determinada a menos de una 
constante arbitraria. 


5-4 CÀLCULO DE LAS VAR1ACIONES DE ENTROPfA EN PROCESOS REVERSIBLES 

En todo proceso adiabàtico d'Q = 0 y, por tanto, en todo proceso adiabàtico 


reversible, 


d'Q r = 0 y dS = 0. 

La entropia de un sistema es, pues, constante en los procesos adiabàticos re- 
versibles; tales procesos se llaman isoentrópicos. Esto justifica el uso del 
subindice s en los capitulos anteriores para designar un proceso adiabàtico 
reversible. 

En un proceso isotèrmico reversible la temperatura T permanece cons¬ 
tante y puede sacarse fuera del signo integrai. La variación de entropia de 
un sistema en un proceso reversible isotèrmico finito es, por tanto, 



Para realizar este proceso el sistema se pone en contacto con una fuente de 
calor a una temperatura que difiera en un infinitèsimo (en màs o en menos) 
de la que posea el sistema. Si la temperatura de la fuente es infinitesimal¬ 
mente mayor que la del sistema, éste recibe un flujo de calor Q r positivo, 
S h > S a , y la entropia del sistema aumenta. Si es infinitesimalmente inferior, 
el sistema cede un flujo de calor, Q r es negativo y la entropia del sistema 
dismìnuye. 

Un ejemplo comun de proceso isotèrmico reversible es un cambio de fase 
a presión constante durante el cual también permanece constante la tempe¬ 
ratura. El flujo de calor intercambiado por el sistema por unidad de masa 
o por mol es igual al calor de transformación l y la variación de entropia 
(especifica) es simplemente 

s 2 — Si = l[T. (5-13) 


Por ejemplo, el calor latente de transformación del cambio de fase agua liquida- 
agua vapor a la presión atmosfèrica y a la temperatura (aproximada) de 373 K 
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es 1 2} = 22,6 x IO 5 J kg- 1 . La entropia especifica del vapor excede a la del 
liquido en 


/, 3 22.6 x 10 5 J kg -1 

T = ~ 373 K 


6060 J kg- 1 K- 1 . 


En muchos procesos la absorción o cesión reversible de calor va acompa- 
nada de un cambio de temperatura y la determinación de la correspondiente 
variación de entropia requiere calcular la integrai 


'd'Q r 

J T 

Si el proceso se produce a volumen constante, por ejemplo, y no hay cambio 
de fase, el flujo de calor por unidad de masa o por mol es igual a c„ dT y 


(s. 


Sl)v 


r. 


dT 

T 


(5-14) 


Si el proceso se verifica a presión constante, el flujo de calor vale c P dT y 


(h 




f 7 ’ 2 dT 

C j> 

'J\ T 


(5-15) 


El càlculo de estas integrales para un sistema determinado exige conocer 
c v o c P en función de T. En un intervalo de temperatura dentro del cual pueden 
considerarse constantes los calores especificos, 
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j 

kg- 1 K- 1 (supuesto constante). La entropia especifica del agua liquida a 373 K 
excede pues a la correspondiente a 273 K en 

I 

* T 373 

ih - Si. )p = c P In-? =4,18 x IO 3 J kg -1 K -1 x In — = 1310 J kg- 1 K~\ 

1 1 273 

En todo proceso en que se verifica un flujo reversible de calor entre un 
sistema y su entorno, las temperaturas de ambos son esencialmente iguales 
y el flujo de calor intercambiado por los mismos es idèntico en cualquier 
punto, aunque de signo contrario, de tal modo que la variación neta de entro¬ 
pia del sistema mas la del medio exterior es nula. (En un proceso isotèrmico 
| el entorno està constituido por una sola fuente. En un proceso en el cual 
cambia la temperatura del sistema, el entorno està formado por todas aque- 
llas fuentes a temperaturas diferentes que intercambian calor con el sistema.) 
Como los sistemas y el medio exterior constituyen un universo, podemos decir 
que la entropia del universo permanece constante en cada cambio de estado, 
durante el cual sólo existe flujo de calor reversible. 

J Si los limites del sistema originai se amplian hasta comprender las fuentes 

con las que intercambia calor, todos los flujos tienen lugar dentro de este 
sistema compuesto. No existe flujo de calor a través del limite ampliado y 
, el proceso es adiabàtico para el sistema compuesto. Por tanto, podemos decir 
que los intercambios de calor reversibles que tienen lugar dentro de un sis¬ 
tema compuesto encerrado dentro de un limite .adiabàtico no producen nin- 
gùn cambio neto de entropia en el sistema compuesto. 

5-5 DIAGRAMAS DE TEMPERATURA-ENTROPIA 

Como la entropia es una propiedad de un sistema, su valor en cualquier es¬ 
tado de equilibrio del mismo (aparte de una constante arbitraria) puedf. 
expresarse respecto de las variables que especifican el estado del sistema. 


(A’a - Si), = c v 1 n (7L/T)), (5-16) 

(■•>'2 - •■>',)/> = e,, ln(TL/Tj). (5-17) 

Para elevar la temperatura de 7j a T 2 reversiblemente, se requiere un gran 
nùmero de fuentes de calor con temperaturas E, + dT, Jj -f 2 dT, ..., T 2 — dT, 
T 2 . El sistema a la temperatura T l se pone en contado con la fuente a la 
temperatura E, + dT hasta que se alcanza el equilibrio tèrmico. El sistema, 
ahora a la temperatura E, + dT, se pone en contado con la fuente a la tem¬ 
peratura E, + 2 dT, etc., hasta que, finalmente, el sistema alcanza la tempe¬ 
ratura T 2 . 

Como ejemplo, el valor de c p para el agua liquida en el intervalo de tempera¬ 
tura comprendido entre E, = 273 K (0°C) y T, = 373 K (100°C) es 4,18 X IO 3 J 


T 


Ti 


T, 


a _ b 


lil ~ ir 



_L_ 

S s 


_L 

S 2 


s 


Fig. 5-4 Diagrama de temperatura-entropia de un ciclo de Carnot. 
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Asf, para un sistema PVT la entropia puede expresarse en función de P y V, 
P y T o T y V. Por tanto, lo mismo que la energia interna, podemos consi¬ 
derar la entropia corno una de las variables que determinan el estado del 
sistema y definirlo en función de la entropia S y otra variable. Si seleccio- 
namos la temperatura T corno esa otra variable, todo estado del sistema 
corresponde a un punto de un diagrama TS y todo proceso reversible co- 
rresponde a una curva en el diagrama. 

Un ciclo de Carnot tiene una forma especialmente simple en este dia¬ 
grama, ya que està limitado por dos isotermas (a T constante) y dos adiabà- 
ticas (a S constante) reversibles. Asi, la fig. 5-4 representa el ciclo de 
Carnot a-b-c-d-a de la fig. 5-2. 

El àrea bajo la curva que representa cualquier proceso reversible en 
un diagrama T-S es 

J TdS = f d'Q r = Q r , 

Ja Ja 

de modo que el àrea bajo està curva representa el flujo de calor, de la 
misma forma que el àrea bajo una curva en un diagrama P-V representa 
trabajo. El àrea encerrada por la grafica de un proceso ciclico reversible 
concsponde al flujo neto del calor absorbido por el sistema en el proceso 

A 

(,V£-6 VARIACIONES DE ENTROPIA EN PROCESOS IRREVERSiBLES 

La variación de entropia de un sistema se define por la ecuación (5-9) sola¬ 
mente para un proceso reversible-, sin embargo, corno la entropia de un sis¬ 
tema depende sólo del estado del mismo, la diferencia de entropia entre dos 
estados de equilibrio determinados es la misma, cualquiera que sea la natu- 
raleza del proceso que siga el sistema para pasar de uno a otro estado. Por 
tanto, para determinar la variación de entropia que experimenta un sistema 
en un 'proceso irreversible, basta idear algun proceso reversible (cualquier 
proceso reversible sirve) entre los estados extremos del proceso irreversible. 

Consideremos en primer lugar el proceso de la fig. 5-l(a) en el cual la 
temperatura de un cuerpo aumenta de 7j a T 2 por contacto con una sola 
fuente a la temperatura T 2 y no por contacto con una serie de ellas a tem- 
peraturas comprendidas entre T 1 y T v El proceso es irreversible, ya que existe 
una diferencia finita de temperaturas entre el cuerpo y la fuente durante el 
proceso y el sentido del flujo de calor no puede invertirse por un cambio 
infinitesimal de la temperatura. Sin embargo, los estados inicial y final del 
cuerpo son los mismos, tanto si la temperatura cambia reversible corno irre- 
versiblemente y, por tanto, la variación de entropia es la misma en cual¬ 
quiera de los procesos. Luego, segun la ecuación (5-17), si el proceso se realiza 
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a presión constante y la capacidad calorifica C,, se considera constante, la 
variación de entropia del cuerpo es 




Como T 2 >T U existirà un flujo de calor bacia el cuerpo, In ( TJT X ) es positivo 
y la entropia del cuerpo aumenta. 

j tCómo varia la entropia de la fuente tèrmica durante el proceso? La 

fuente mantiene su temperatura constante T 2 , por tanto, su variación de 
entropia es la misma que la que experimentaria en un proceso isotèrmico 
reversible con un flujo de calor igual en magnitud al del proceso irrever¬ 
sible. Suponiendo de nuevo que C P es constante, el flujo de calor hacia el 
i cuerpo es 


(2 = C p (T 2 - 7\). 


El flujo de calor hacia la fuente es el valor negativo de éste y su variación de 
entropia serà 


T 2 - 7j 


Como T 2 > r„ se producirà un flujo procedente de la fuente, la fracción 
(r 2 — r,)/r 2 serà positiva y la variación de entropia de la fuente resultarà 
negativa, es decir, su entropia disminuirà. 

La variación total de entropia del sistema compuesto, cuerpo màs fuente 


tèrmica, es 

, T 2 T 2 — 7j 

In--- 

Ti T 2 



La fig. 5-5 muestra represcntaciones gràficas de In (r 2 /7\) y ( T 2 — T l )/T 2 
corno funciones de la relación T 2 /T t . Puede verse que cuando T 2 >T U o sea, 
cuando T 2 /T l > 1, las magnitudes In ( TJTy) y ( T 2 — T l )/T 1 son ambas posi- 
tivas, pero la primera es mayor que la segunda. El aumento de entropia del 
cuerpo es superior a la disminución de entropia de la fuente y, por consi- 
guiente, la entropia del universo (cuerpo màs fuente) aumenta en el proceso 
irreversible. 

Como ejemplo, supongamos que la temperatura del agua liquida aumenta de 
273 K a 373 K, poniéndola en contacto con una fuente de calor a la tempera¬ 
tura de 373 K. Ya hemos demostrado en el ejemplo anterior que el incremento 
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Fig. 5-5 Gràfica de In (Tyr,) y (T 2 — T 1 )/T i en función de TJT,. 

de entropia especifica del agua en este proceso es 1310 J kg-i K-> E1 flujo de 
calor hacia el agua, por kilograrnc, igual al flujo de calor que cede la fuente 
e igual a 


c, = Cj ,(t., - r,) 

= 4,18 x IO 3 J kg- 1 Kr 1 (373 K - 273 K) 
= 418 x IO 3 J kg- 1 . 


La disminución de entropia de la fuente es 



418 x 10 3 Jkg- 1 
373 K 


-lUOJkg- 1 k-\ 


y el aumento de entropia del agua es superior a la disminución de entropia 
de la fuente. 

Si el cuerpo està inicialmente a mayor temperatura que la fuente, el flujo 
de calor va del cuerpo hacia la fuente. La entropia del cuerpo disriiinuye y 
la de la fuente aumenta. Dejamos corno ejercicio comprobar que en este 
proceso irreversible la temperatura del universo también crece. De aqui, que 
la entropia del universo siempre crece en aquellos procesos en los que el 
calor fluye a consecuencia de una diferencia finita de temperatura. 

Consideremos a continuación el proceso de la parte (b) de la fig. 5-1, en 
la cual un volante rotatorio arrastra un generador que envia corriente cléc- 
ti ica a través de una resistencia a una fuente de calor. La temperatura de la 
resistencia permanece constante. Por tanto, si la resistencia sólo se consi¬ 
dera corno sistema, ninguna de sus propiedades cambia y, por tanto, no 
vaiiarà su entropia. Se supone que la temperatura de la resistencia durante 
el proceso difiere sólo ligeramente de la del calorimetro, de modo que el 
flujo de calor entre éste y la resistencia es reversible y si Q es la cantidad 
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de calor que se intercambia, la entropia de la fuente aumenta Q/T. Està es 
también la variación de entropia del sistema compuesto, resistencia mas 
fuente, y de nuevo comprobamos el crecimiento de entropia del universo. 

A primera vista parece que existe aqui una discrepancia. Si la entropia 
de la fuente aumenta corno resultado del flujo de calor reversible que recibe, 
cpor qué no disminuye en la misma cantidad la entropia de la resistencia, 
ya que ésta cede una cantidad igual de calor? Sin embargo, la entropia de la 
resistencia no cambia, ya que su estado no se modifica. Podemos considerar 
dos puntos de vista. Uno es que corno la entropia de la resistencia no varia, 
de la realización de trabajo disipativo resulta un incremento de su entropia, 
incluso en ausencia de flujo de calor. Lo mismo puede decirse de cualquier 
trabajo disipativo, tal corno el que se realiza al agitar un liquido viscoso. Asi, 
el incremento de entropia de la resistencia corno resultado del trabajo disi¬ 
pativo que sobre ella se realiza, equilibra justamente la disminución de en¬ 
tropia que se produce por el flujo de calor que cede. 

El segundo punto de vista, corno ya se dijo anteriormente, es que la reali¬ 
zación de trabajo disipativo en un sistema es equivalente a la recepción de 
un flujo de calor en el mismo, igual en magnitud al trabajo disipativo. Por 
tanto, el flujo neto de calor en la resistencia es cero y no hay cambio en su 
entropia; el ùnico flujo de calor a considerar es el de la fuente. 

Si consideràsemos conjuntamente la resistencia y la fuente tèrmica corno 
un solo sistema compuesto, no existiria flujo de calor en él procedente del 
medio exterior, pero se realizaria un trabajo disipativo sobre el sistema con 
el incremento correspondiente de entropia. 

Por ùltimo, en la expansión libre irreversible de un gas en la parte (c) de 
la fig. (5-1), no existen flujos de calor dentro del sistema, ni trabajo disipativo. 
Sin embargo, el mismo estado final del gas puede alcanzarse mediante una 
expansión reversible. En dicha expansión puede realizarse cierta cantidad de 
trabajo externo y corno la energia interna del gas permanece constante, se 
producirà un flujo de calor reversible hacia el gas, igual en magnitud a este 
trabajo. La entropia del gas aumenta, por tanto, en este proceso reversible 
y este aumento es igual que el experimentado en la expansión libre originai. 

5-7 PRINCIPIO DEL AUMENTO DE ENTROPIA 

En todos los procesos irreversibles descritos en la sección anterior, encon- 
tramos que aumentaba la entropia del Universo. Esto ocurre asi en cualquier 
proceso irreversible que pueda analizarse y llegamos a la conclusión de que 
es cierto para todos los procesos irreversibles. Està conclusión se conoce 
corno principio del aumento de entropia y se considera corno parte del se¬ 
gundo principio de la termodinàmica: La entropia del Universo aumenta en 
todo proceso irreversible. Si todos los sistemas que intervienen en un pro¬ 
ceso se incluyen en una envuelta rigida adiabàtica, constituiràn un sistema 
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totalmente aislado que sera su propio universo. Por tanto, también podemos 
decir que la entropia de un sistema totalmente aislado aumenta en cualquier 
proceso irreversible que tenga lugar dentro de él. Puesto que, corno dijimos 
en la sección 5-4, la entropia permanece constante en un proceso reversible 
dentro de un sistema aislado, queda justificado el enunciado del segundo 
principio en la sección 5-1, a saber, que en todo proceso que tenga lugar en 
un sistema aislado, la entropia del sistema o crece o permanece constante. 

Ahora podemos profundizar en el significado de los conceptos de proce- j 

sos reversibles e irreversibles. Consideremos de nuevo el primer ejemplo de 
la sección 5-1, en el cual un cuerpo a temperatura T t alcanza finalmente el 
equilibrio tèrmico con una fuente a temperatura distinta T 2 . Este proceso 
es irreversible en el sentido en que originalmente definimos el término; es j 
decir, el sentido del flujo de calor entre el cuerpo y la fuente no puede inver- 
tirse por un cambio infinitesimal en la temperatura de cualquiera de ellos. ;j 

Sin embargo, esto no significa que el estado originai del sistema compuesto 
no pueda restaurarse. Por ejemplo, el cuerpo puede volver a su temperatura 
originai mediante un proceso reversible utilizando una serie de fuentes auxi- 
liares de temperaturas comprendidas entre T, y T 2 y el estado originai de 
la fuente puede restaurarse mediante un flujo de calor reversible positivo o 
negativo procedente de una fuente auxiliar a una temperatura infinitesimal¬ 
mente distinta. En otros procesos reversibles, la disminución de entropia 
del sistema compuesto originai es igual en magnitud y opuesta en signo a 
su incremento en el proceso irreversible originai, de modo que no hay cam¬ 
bio resultante en su entropia, pero el aumento de entropia de las fuentes 
auxiliares es el mismo que el del sistema compuesto en el primer proceso. 

Por tanto, el aumento de entropia originai ha pasado simplemente a las 
fuentes auxiliares. Si el estado del sistema compuesto se restaura por un 
proceso irreversible, el aumento de entropia de las fuentes auxiliares es 
incluso mayor que el incremento de entropia del proceso originai. Por tanto, 
aunque un sistema vuelva a su estado inicial después de experimentar un 
proceso irreversible, el incremento de entropia asociado a este proceso, 
nunca podrà ser borrado; a lo sumo, pasarà de un sistema a otro. Este es 
el significado reai de la palabra irreversible. El estado del Universo nunca 
puede restaurarse completamente. 

En mecànica, una de las razones que justifican la introducción de los con¬ 
ceptos de energia, cantidad de movimiento y momento cinètico es que obc- 
decen a un principio de conservacìón. En cambio, la entropia no se conserva, 
excepto en procesos reversibles y està propiedad no familiar o falta de 
propiedad de la función entròpica, es una razón del por què una cierta aura 
o misterio usualmente rodea al concepto de entropia. Por ejemplo, cuando 
se mezcla agua fria con agua calientc la cantidad de calor que fluye del 
agua caliente es igual a la cantidad de calor que recibe el agua fria y la 


energia se conserva. Pero el aumento de entropia del agua fria es mayor 
que la disminución de la correspondiente al agua caliente. Y la entropia 
total del sistema cs mayor al final del proceso que al comienzo. <^De dónde 
ha salido esa entropia adicional? La respuesta es que la entropia adicional 
fue creada en el proceso de mezclar agua caliente con agua fria. Por otra 
parte, una vez que se crea, la entropia no puede destruirse mas. El Universo 
debe cargar con este aumento de entropia (enunciado que implica la hipó- 
tesis, que puede ser discutible, de que el Universo constituye un sistema 
aislado, cerrado). «La energia no puede crearse ni destruirse», dice el primer 
principio de la termodinàmica. «La entropia no puede ser destruida», dice el 
segundo principio, «pero puede ser creada». 

La exposición anterior se refiere a la definición termodinàmica de la 
entropia. Los métodos esladisticos que trataremos en próximos capitulos nos 
daràn un significado adicional del concepto de entropia. 

En la sección 3-7 vimos que la diferencia de energia interna entre dos 
estados de un sistema era igual al trabajo, cambiado de signo, de cualquier 
proceso adiabàtico que se realice entre dichos estados. Igualmente deciamos 
entonces que no todos los estados de un sistema podian alcanzarse por via 
adiabàtica desde un estado inicial determinado y que siempre que un estado 
final b no podia alcanzarse desde un estado inicial a por un proceso adiabà¬ 
tico, el estado a podia alcanzarse desde el estado b mediante tal proceso. 
Ahora entenderemos por què ocurre asi. 

Sólo aquellos estados que poseen la misma entropia que el estado ini¬ 
cial pueden alcanzarse a partir de este estado por un proceso adiabàtico 
reversible, a lo largo del cual la entropia permanece constante. Para alcan- 
zar cualquier estado arbitrario se puede también utilizar un proceso adia¬ 
bàtico irreversible, tal corno una expansión libre o un proceso de agitación, 
corno se indica en la fig. 5-1. Pero, en los procesos irreversibles, la entropia 
siempre aumenta y nunca disminuye. Por tanto, los unicos estados que pueden 
alcanzarse desde un estado inicial determinado por via adiabàtica son aquellos 
que poseen la misma entropia o una entropia màyor que la del estado inicial. 

Sin embargo, si la entropia en un estado arbitrario es menor que en el 
estado inicial, en éste serà mayor que en aquél y podrà alcanzarse siempre 
desde el estado arbitrario por via adiabàtica. 

Cuando dos cuerpos a diferente temperatura se ponen en contacto y alcan- 
zan el equilibrio tèrmico, el cambio noto de energia del sistema es cero, ya 
que la cantidad de calor que parte de uno de ellos es igual a la que recibe 
el otro. ^De què forma significativa han cambiado las cosas? ^Quién cuida 
de que la entropia del sistema aumente o no? 

El ingeniero mecànico se interesa, entre otras cosas, por las màquinas 
térmicas, cuya energia de entrada es una cantidad de calor que recibe de 
| una fuente y cuya salida ùtil es trabajo mecànico. Al final del proceso ante- 
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rior resultaba un solo sistema a una temperatura ùnica, mientras que al 
principio teniamos dos sistemas a temperaturas diferentes. Estos sistemas 
podi'an haberse utilizado corno fuentes de una màquina termica, extrayendo 
calor de uno de ellos, cediendo calor al otro y sacrificando parte del calor 
para producir trabajo mecànico. Una vez el sistema completo ha alcanzado 
la misma temperatura, deja de existir està oportunidad. Asi pues, cualquier 
proceso irreversible en una màquina tèrmica, con un incremento asociado 
de entropia, reduce la cantidad de trabajo mecànico que puede aprove- 
charse de una determinada cantidad de calor que fluye de la fuente de 
mayor temperatura. Lo que se ha «perdido» en el proceso irreversible no es 
energia, sino oportunidad de convertir en ti'abajo mecànico una parte de 
la energia interna de un sistema a mayor temperatura que la de su entorno. 

El fisico-quimico no se interesa tanto por la magnitud del incremento 
de la entropia en un proceso irreversible corno por el hecho de que se 
puede producir un proceso en un sistema aislado ùnicamente si aumenta la 
entropia del sistema. ,-Reaccionaràn quimicamente dos sustancias o no? Si 
la reacción determina una disminución de entropia, es imposible. Sin em¬ 
bargo, si el càlculo diera disminución de la entropia de una reacción a una 
cierta temperatura y presión, es posible que a otros valores de la tempera¬ 
tura y de la presión correspondiera un aumento de entropia. Por lo tanto, 
el conocimiento de la entropia de las sustancias en función de la tempera¬ 
tura y de la presión es de la mayor importancia para determinar las posi- 
bilidades de que se produzcan reacciones quimicas. 

5-8 LOS ENUNCIADOS DE CLAUS1US Y KELVIN^PLANCK 
DEL SEGUNDO PRINCIPIO 

Hemos considerado el segundo principio corno un enunciado que se refiere 
a los cambios posibles de entropia que tienen lugar en procesos arbitrarios. 
La entropia fue definida en función de los intercambios de calor que tienen 
lugar en un ciclo de Carnot. Existen otros dos cnunciados del segundo prin¬ 
cipio que se toman frecuentemente corno punto de partida para definir la 
entropia; ambos conducen, naturalmente, al mismo resultado final, pero 
por un camino mas elaborado. 

Enunciado de Clausius del segundo principio: 

No es posible ningùn proceso cuyo unico resultado sea la cesión de calor por 
un sistema a una determinada temperatura y la absorción de la misma can¬ 
tidad de calor por un segundo sistema a mayor temperatura. 

El enunciado de Clausius parece a primera vista trivial y obvio, ya que 
el calor sólo fluye por conducción desde una temperatura mas alta a otra 
mas baja. Sin embargo, el mecanismo de conducción del calor se utiliza 
para definir lo que se entiende por temperaturas «mas altas» y «mas bajas»; 
se asignan a las temperaturas valores numéricos, de tal modo que el calor 
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pasa por conducción de la temperatura màs alta a la mas baja. Pero el 
enunciado de Clausius va màs allà y afirma que no es posible ningùn pro¬ 
ceso, cualquiera que sea òste, cuyo ùnico resultado està en contradicción 
con el enunciado. 

El enunciado de Clausius puede considerarse corno consecuencia directa 
del principio de aumento de la entropia. En efecto, supongamos que el 
ùnico resultado de un proceso sea una cantidad de calor Q que sale del 
sistema A a una temperatura T { y una cantidad de calor de igual magnitud 
que recibe un sistema B a una temperatura superior T 2 . Tal proceso no con- 
tradiria el primer principio, ya que el trabajo del proceso seria cero y el 
incremento de energia interna de B seria igual al decremento de energia 
interna de A. Las variaciones de entropia del sistema serian 

45., 45,,-!®. 


Pero corno T, < T 2 , se tiene que |AS^| > |AS d | y el resultado neto seria una 
disminución de la entropia del universo. 

A primera vista puede parecer que el resultado de operar una màquina 
frigorifica contradice el enunciado de Clausius. Por ejemplo, supongamos que 
una màquina frigorifica de Carnot opera entre una fuente a temperatura T { 
y otra a temperatura màs elevada T 2 . En cada ciclo existe una cantidad de 
calor Q, que sale de la fuente de temperatura inferior J, y una cantidad 
de calor Q 2 que pasa a la fuente de temperatura superior T 2 . Sin embargo, 
las magnitudes de los flujos no son iguales, ya que Q 2 /Q i = T 2 /T { y T 2 >.T i . 
Asi, aunque existe una transferencia de calor de una temperatura inferior a 
otra superior, la cantidad de calor que sale de una fuente no es igual a la 
que llega a la otra y los intercambios de calor no son el ùnico resultado 
del proceso, pues debe realizarse un trabajo, igual en magnitud a |Q 2 |— |Q,|, 
para que se realice el ciclo. 

Enunciado de Kelvin-Planck del segundo principio: 

No es posible ningùn proceso cuyo ùnico resultado sea la salida de un flujo 
de calor Q de una fuente a una ùnica temperatura y la producción de un tra¬ 
bajo W, igual en magnitud a Q. 

Si este proceso tuviera lugar no violaria el primer principio, pero el 
principio de aumento de la entropia lo prohibiria, ya que està magnitud 
disminuiria en la fuente en el valor |Q|/7\ sin que se produjera un aumento 
compensador en la entropia de otro sistema. En la operación de toda mà¬ 
quina tèrmica existe la extracción de una cantidad de calor de una fuente 
a alta temperatura y la producción de un trabajo. Pero éste no es el ùnico 
resultado del proceso, pues siempre se entrega parte del calor a una fuente 
a menor temperatura. 


SEARS — 11 
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E1 enunciado de Clausius del segundo principio puede utilizarse para 
demostrar que existe un limite superior en el rendimiento de toda màquina 
tèrmica y en el coeficiente de eficiencia de una màquina frigorifica. Sea, 
pues, en la fig. 5-6(a) el circulo una màquina de Carnot que funciona entre 
dos fuentes a temperaturas T 2 y 7j, tornando el calor |Q 2 | de la fuente de 
mayor temperatura T 2 y cediendo el calor |Q,| a la fuente de menor tempe¬ 
ratura Zj y realizando el trabajo W = |Q 2 | — |0i|- El rendimiento tèrmico 
r/ = W/|Q 2 | es aproximadamente del 50 %. El rectàngulo de la derecha del 
diagrama representa una màquina supuesta con un rendimiento tèrmico su¬ 
perior al de la màquina de Carnot (alrededor del 75 %). Los simbolos con 
prima se refieren a la màquina supuesta de mayor rendimiento. Supongamos 
que las màquinas se han construido de tal modo que cada una de ellas 
realice el mismo trabajo mecànico y, por tanto, W' — W. El rendimiento tèr¬ 
mico de la màquina supuesta es 

, _ __ JV_ 

r/ ~ m ~ m ' 

Como hemos supuesto que v > v< resulta |QJ| < |Q 2 j. La màquina supuesta, 
por tanto, toma de la fuente caliente una cantidad de calor inferior a la 
que toma la màquina de Carnot. Igualmente cede una menor cantidad de 
calor a la fuente fria, ya que el trabajo o diferencia entre los calores ab- 
sorbido y cedido, es el mismo para las dos màquinas. 



(a) 


Qi — Q'i 



Fig. 5-6 En (a) el circulo representa una màquina de Carnot y el 
rectàngulo una màquina supuesta de mayor rendimiento tèrmico. Si 
la màquina supuesta acciona la màquina de Carnot en scntido inveì so, 
corno màquina frigorifica, tal corno se representa en (b), el resultalo 
seria una violación del enunciado de Clausius del segundo principio. 


! 

. 
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Como la màquina de Carnot es rcvcrsiblc (en el sentido termodinàmico) 
puede también operar corno màquina frigorifica sin variación en las mag- 
nitudes de W, [Q 2 | y |Q,|. Acoplemos la màquina supuesta a la màquina de 
Carnot, corno en la fig. 5-6(b). El sistema funcionarà por si mismo, ya que 
el trabajo producido por la màquina supuesta es igual al trabajo requerido 
para operar la màquina frigorifica de Carnot. La màquina supuesta extrae 
calor |C? 2 1 de la fuente caliente, mientras la frigorifica de Carnot cede una 
cantidad de calor superior |Q 2 | a esa misma fuente. Igualmente la màquina 
supuesta cede el calor |Qj| a la fuente fria, mientras que la de Carnot toma 
de esa fuente una cantidad de calor superior |Q,|. 

Resulta evidente del esquema que una parte del calor cedido a la fuente 
caliente puede separarse para proporcionar el calor que absorbe la màquina 
supuesta y que el calor cedido a la fuente fria es una parte del calor ex- 
traido de està fuente por la màquina frigorifica de Carnot. 

El ùnico resultado de la operación del sistema compuesto es, por tanto, 
una transferencia de calor de la fuente fria a la caliente, que se representa 
en la fig. 5-6(b) por la sección del tubo a la izquierda del diagrama, lo cual 
supone una violación del enunciado de Clausius del segundo principio. Lle- 
gamos a la conclusión de que la màquina supuesta no puede existir y que 
ninguna màquina operando entre dos fuentes a temperaturas determinadas 
puede tener un rendimiento tèrmico superior al de una màquina de Carnot 
que opera entre el mismo par de fuentes. 

Un razonamiento anàlogo prueba que ninguna màquina frigorifica puede 
tener un coeficiente de eficiencia superior al de una màquina frigorifica de 
Carnot que opere entre las mismas fuentes. 

El enunciado del segundo principio en función de la entropia, corno se 
estableció en la sección 5-1, se ha utilizado directamente para verificar los 
enunciados de Clausius y Kclvin-Planck. El de Kelvin-Planck puede utili¬ 
zarse para demos trar que la relación de los intercambios de calor en un 
ciclo de Carnot depende sólo de las temperaturas de las fuentes, entre las 
cuales opera el ciclo. (Véase el problema 5-33.) Està propiedad del ciclo de 
Carnot fue utilizada para definir la entropia y la temperatura termodinàmica. 

PROBLEMAS 

5-1 Suponer una escala de temperaturas definida en función de una sustancia A, 
de modo que el rendimiento de una màquina de Carnot que opera entre los pun- 
tos de ebullición y fusión de està sustancia (a la presión de 1 atm) es exacta- 
mente del 50%. Un grado de està nueva escala es igual a dos grados de la escala 
de Fahrenheit y hay 75 grados-A entre los puntos de fusión y ebullición de la 
sustancia. Determinar las temperaturas de fusión y ebullición de la sustancia 
en la escala Kelvin. 

5-2 Analizar un ciclo de Carnot en el caso especial de una sustancia ideal para¬ 
magnetica, para demostrar que la relación de dos temperaturas empiricas defi- 
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nidas por la ley de Curie, 0 t = C c X /M it es igual al cociente de las correspondien- 
tes temperaturas termodinàmicas. La energia interna de una sustancia paramag¬ 
nètica ideal depende sólo de T y durante un proceso adiabàtico X /&, permanece 
constante. 


p 



Figura 5-7 


5-3 Determinar la variación de entropia del sistema durante los siguientes pro- 
cesos: (a) 1 kg de hielo a 0°C y 1 atm de presión, funde a està misrna tempera¬ 
tura y presión. E1 calor latente de fusión es 3,34 X IO 5 J kg- 1 , (b) 1 kg de vapor 
de agua a 100°C y atm se condensa a està temperatura y presión. E1 calor latente 
de vaporización es 2,26 X IO 6 J kg- 1 . 

5-4 Un sistema recorre reversiblemente el ciclo a-b-c-d-a de la fig. 5-7. Las tem- 
peraturas t se expresan en grados Celsius. Suponer que las capacidades calorifi- 
cas son independientes de la temperatura y C v = 8 J K- 1 y C p - 10 J K- 1 . (a) Cal¬ 
ciar la cantidad de calor f d'Q en el sistema en cada porción del ciclo. De acuer- 
do con el primer principio, ,muàl es el significado de la suma de estas cantidades 
de calor? (b) Si V, = 9 X IO- 3 m 3 y V 2 = 20 X IO- 3 m 3 , calcular la diferencia de pre¬ 


sión (P 2 — iy. (c) Calcular el valor de 


cfQ 

T 


a lo largo de cada porción del ciclo. 


Segun el segundo principio, ^cual es el significado del valor de la suma de estas 
integrales? (d) Supongamos que una temperatura T' se define corno la suma de la 
temperatura Celsius mas un valor distinto a 273,15. <;Seria entonces cierto que 


0? Razonar la respuesta. 


5-5 Una resistencia de 50 ohm es recorrida por una coniente eléctrica constante 
de 1 A y se mantiene a la temperatura constante de 27 U C por circulación de agua 
Cria. En un intervalo de tiernpo de 1 segundo: (a) <muàl es la variación de entropia 
de la resistencia?, (b) <icuàl es la variación de entropia del universo? 
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5-6 Una màquina de Carnot opera con 1 kg de metano, al que consideramos corno 
gas ideal. La relación entre sus calores especxficos y es 1,35. Si la relación entre 
los volumenes màximo y minimo es ^ y el coeficiente de eficiencia del ciclo es del 
25 °/o, determinar el aumento de entropia experimentado por el metano durante 
la expansión isotèrmica. 



Figura 5-8 

5-7 El circulo de la fig. 5-8 representa una màquina reversible. Durante un nùmero 
entero de eidos la màquina absorbe 1200 J de la fuente de 400 K y realiza 200 J 
de trabajo mecànico. (a) Hallar las cantidades de calor intercambiadas con las 
otras fuentes y establecer cuàles de éstas entregan y cuàles absorben calor. (b) 
Hallar la variación de entropia de cada fuente. (c) ,-Cuàl es la variación de entro¬ 
pia del universo? 

5-8 Un kilogramo de agua se calienta mediante una resistencia eléctrica desde 
20°C hasta 80°C. Calcular la variación de entropia: (a) del agua, (b) del universo. 
(Suponer que el calor especifico del agua es constante.) 

5-9 Una resistencia de 50 ohm, tèrmicamente aislada, transporta una corriente de 
1 A durante 1 s. La temperatura inicial de la resistencia es 10°C, su masa 5 g 
y su calor especifico 850 J kg- 1 K->. (a) cCuàl es la variación de entropia de la 
resistencia? (b) iCuàl es la variación de entropia del universo? 

5-10 El valor de c p para una cierta sustancia puede representarse por c p = a + bT. 
(a) Hallar el calor absorbido y el aumento de entropia de una masa m de la sus- 
tancia cuando su temperatura aumenta a presión constante desde a T 2 . (b) Hallar 
el aumento de la entropia molar del cobre cuando la temperatura aumenta a pre¬ 
sión constante desde 500 K hasta 1200 K. 

5-11 Un cuerpo de masa finita se encuentra inicialmente a la temperatura T v la 
cual es mas alta que la de una fuente tèrmica a temperatura T v Una màquina 
funciona en eidos infinitesimales entre el cuerpo y la fuente hasta que disminuye 
la temperatura del cuerpo desde T 2 hasta T v En este proceso se extrae del cuerpo 
la cantidad de calor Q. Demostrar que el trabajo màximo que puede obtenerse 
con la màquina es Q + r,(S,— S 2 ), siendo S,— S 2 la disminución de entropia del 
cuerpo. 

5-12 Representar en un diagrama T-S las curvas correspondientes a los siguientes 
procesos reversibles de un gas ideal partiendo siempre del mismo estado inicial: 
(a) una expansión isotèrmica, (b) una expansión adiabàtica, (c) una expansión 
isócora y (d) un proceso isócoro con absorción de calor. 

5-13 Un sistema recorre reversiblemente el ciclo a-b-c-d-a indicado en el diagrama 
T-S de la fig. 5-9. (a) ^Opera el ciclo a-b-c-d-a corno motor o corno refrigerador? 



a*.!»?"?: ' V 
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Figura 5-9 

(b) Calcular el calor transferido en cada proceso, (c) Determinar el rendimiento 
de este ciclo, operando corno motor, por medios gràficos y por càlculo directo, 
(d) tCuànto vale el coeficicnte de eficiencia de este ciclo operando corno refrige- 
rador? 

5-14 Demostrar que si un cucrpo a la temperatura T l se pone en contacto con una 
fuente caliente a la temperatura 7 2 < T v la entropia del universo aumenta. Supo- 
ner que la capacidad calorifica del cuerpo es constante. 

5-15 Suponer que la capacidad calorifica del cuerpo del cual se habló en la sec- 
ción 5-6 es 10 J K-> y T, = 200 K. Calcular las variaciones de entropia del cuerpo 
y de la fuente si: (a) 7 2 = 400 K, (b) 7 2 = 600 K, (c) T 2 = 100 K. (d) Demostrar 
que en cada caso la entropia del universo aumenta. 

5-16 (a) Un kilogramo de agua a 0°C se pone en contacto con una gran fuente 
tèrmica a 100°C. Cuando el agua ha alcanzado 100°C, <muàl ha sido la variación 
de entropia del agua?, <;cuàl la de la fuente tèrmica?, iy la del universo? (b) Si el 
agua se hubiera calentado desde 0° hasta 100 °C poniéndola primero en contacto 
con unq fuente a 50°C y luego con una fuente a 100°C, tcuàl habria sido la varia¬ 
ción de entropia del universo? (c) Explicar corno se podria calentar agua desde 
0°C hasta 100°C, sin variación de entropia del universo. 

5-17 10 kg de agua liquida a temperatura de 20°C se mezclan con 2 kg de hielo 
a temperatura de —5°C, a 1 atm de presión, hasta que se alcanza el equilibrio. 
Calcular la temperatura final y la variación de entropia del sistema. [c p (agua) = 
4,18 x 103 j kg-i K-»; c P (hielo) = 2,09 x IO 3 J kg- 1 K->; y l l2 = 3,34 x IO 5 J kg- 1 .] 
5-18 Idear un .proceso reversible para demostrar explicitamente que la entropia 
de un gas ideal aumenta durante la expansión libre. 

5-19 iQué dificultades existen para demostrar explicitamente que la entropia de 
un gas ideal debe aumentar durante una compresión adiabàtica irreversible? 

5-20 Dos sistemas finitos idénticos de capacidad calorifica constante C p se en- 
cuentran inicialmente a las tempcraturas 7, y 7 2 , siendo T 2 > 7,. (a) Estos siste¬ 
mas se utilizali comp fucntcs tèrmica*; de una mdquina de Carnot que realiza una 
cantidad infinilesimal de Irabajo tl'W en cada ciclo. Demostrar que la temperatura 
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™Ìa, C * s ‘“ “ jw (b) Demostrar , a tMnpenu „. 

paredes rigidas es ( 7 , + 7 2 )/ 2. ( c ) ,;CuàI de L'dow^ “ "" rCCÌnt ° adiabatic ° de 
( ) Demos nar que la cantidad total de traivi In ,-»Y " peraturas flnales es mayor? 
cn el apartado (a) es C P {TU2 _ T m\i Yn' m tahzad « Por la màquina de Carnot 
proceso del apartado (b) e/cero.' ° Stl ' 3r que el trabajo total titil del 

que la variación de entropia del universo es ° termicamen ^- Demos- 

Vt iT 2 

y probar que es neccsariamente positivo 
5 '22 Un mol de un eis ìh^i aluvu - 

experimenta una expansión adabàUca^nm" 0 ’ inicialment e a la temperatura 7 
que su volumen se duplica. U^iónTe-l?* 10 * SU ^ ntasa. hasm 
Me. Sin embargo, puede decirse que el t Ah ‘. esanamente cuasiestàtica o re¬ 
gia interna y ] a variación de entropia del V t b J ° reahzado ’ el cambio de ener- 

" SS y d t" 

- - * » - - 

j'o correo, «, n'7 Tf “ «• 

1 ,J r “ n,c “ «*> • - .*»> » Y cot'tTc, 1 ?, ,emperat “ ra r, 

l~<o. 

(5-18) 

Està es la desigualdad de Clamiti* 

f» 

una fuente fria y se cede otra a un/farate™ A C ‘ erta cantidad de calor de 

no contradice cl enunciado de Clausius del scaunT - • 1ÌC3r P ° r qué este proceso 

nicol aq F na r tlÌlm,Ca SC toma cl «lor Q de ^ fuente?^ 0 - ( ? En 13 ° peración d ^ 

° W - Exphcar por qué este proceso no vini-, ? y 56 reahza un tra bajo mecà- 
segundo principio. 1 CS ° n0 v,oIa el enunciado de Kelvin-Planck del 

5-27 Un inventor sostiene que ha desarrollndo 

de està maquuta? ,;Cón,o describiriamos’esle IngZlo? **** 13 fabrica adn 
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Figura 5-10 


5-31 Demostrar que ninguna màquina frigorifica operando entre dos fuentes a 
temperaturas determinadas puede tener un coeficiente de eficiencia mayor que un 
refrigerador de Carnot operando entre las mismas dos fuentes. 

5-32 En la fig. 5-11, abcd representa un ciclo de Carnot limitado por dos adiabà- 
ticas y dos isotermas a las temperaturas T, y T 2 , siendo T 2 > T v La figura ovalada 
es un ciclo reversible en el que T 2 y T x son respectivamente las temperaturas mà¬ 
xima y minima. En este ciclo se absorbe calor a temperaturas menores o iguales 
que T 2 y se entrega calor a temperaturas mayores o iguales que T v Demostrar que 
el rendimiento del segundo ciclo es menor que el del ciclo de Carnot. [ Sugerencia: 
aproximar el segundo ciclo por un gran nùmero de pequenos eidos de Carnot.] 

5-33 Partiendo del enunciado de Kelvin-Planck o de Clausius del segundo princi¬ 
pio, demostrar que la relación |Q 2 |/|Q,| es la misma para todos los eidos de Carnot 
que operan entre el mismo par de fuentes térmicas. [Sugerencia: Hacer que pase 
una cantidad de calor Q procedente de una màquina de Carnot a una fuente en 
n eidos y que la misma cantidad de calor pase a un refrigerador de Carnot ope¬ 
rando entre las mismas fuentes en m eidos, siendo n y m numeros enteros.] 


28 Demostrar que si el enunciado de Kelvin-Planck del segundo principio no 
ìera cierto, seria posible violar el enunciado de Clausius. 

29 Demostrar que si el enunciado de Clausius del segundo principio no fuera 
icrto, seria posible violar el enunciado de Kelvin-Planck. 

30 Suponer que una màquina tiene un rendimiento superior al de la màquina 
e Carnot que opera entre el mismo par de fuentes térmicas y que en cada ciclo 
mbas màquinas ceden la misma cantidad de calor a la fuente fria. Demostrar 
ue se violarla el enunciado de Kelvin-Planck del segundo principio en un proceso 
n el cual la màquina supuesta arrastrara a la de Carnot en sentido opuesto, corno 
làquina frigorifica. 



Figura 5-11 
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6-1 INTRODUCCIÓN 

En este capitulo combinaremos el primero y segundo principios para obte- 
ner diversas relaciones termodinàmicas de importancia. La formulación ana¬ 
litica del primer principio en forma diferencial es 

d'Q — dU + d'W. (6-1) 

El segundo principio establece que para un proceso reversible entre dos 
estados de equilibrio, 

d'Q, = TdS. (6-2) 

Y también, que el trabajo en un proceso reversible para un sistema PVT es 

d'W — P dV. (6-3) 

Se deduce pues, que en cualquier proceso reversible inlinitcsimal para un 
sistema PVT 

TdS = dU + PdV. (6-4) 

Por tanto, la ecuación (6-4) es una formulación del primero y segundo 
principios combinados para un sistema PVT. Si se trata de otros sistemas, 
corno un alambre tenso o una pelicula superficial, en lugar del termino P dV 
se pondrà la expresión apropiada del trabajo. 

Aunque las ecuaciones (6-2) y (6-3) sólo son ciertas para un proceso re¬ 
versible, es interesante tener en cuenta que la ecuación (6-4) no està res- 
tringida en absoluto a un proceso, ya que simplemente expresa una relación 
entre las propiedades de un sistema y las diferencias entre los valores de 
estas propiedades en dos estados de equilibrio próximos. Es decir, aunque 
hemos utilizado un proceso reversible para deducir la relación entre dS, 
dU y dV, una vez sabido qué significa està relación, tiene que cumplirse para 
cualquier par de estados de equilibrio próximos, cualquiera que sea la natura- 
leza del proceso entre los estados e incluso si no hay lugar a ningun proceso 
entre ellos. 

Supongamos que un sistema experimenta un proceso irreversible entre 
dos estados de equilibrio. Tanto la ecuación (6-1) corno la (6-4) pueden apli- 
carse al proceso, puesto que la primera es vàlida para todo proceso, rever¬ 
sible o no, y la ùltima es vàlida para dos estados cualesquiera de equili¬ 
brio. Sin embargo, si el proceso es irreversible, el termino T dS de la ecuación 
(6-4) no puede igualarse al termino d'Q de la ecuación (6-1)' y el termi¬ 
no P dV de la ecuación (6-4) no puede hacerse igual al término d'W de la 
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ecuación (6-1). Como ejemplo, consideremos un proceso irreversible durante 
el cual se verifica un trabajo de agitación adiabàtica d'W sobre un sistema 
que se mantiene a volumen constante. La entropia del sistema aumenta, de 
modo que T dSyéz 0, pero d'Q — 0 por ser adiabàtico el proceso. También, 
por ser el proceso a volumen constante, P dV = 0, en tanto que d'W 0. 

Seleccionando T y v, T y P o P y v corno variables independientes, puede 
deducirse un gran nùmero de relaciones termodinàmicas. Ademàs, corno el 
estado de una sustancia pura puede definirse por dos cualesquiera de sus 
propiedades, la derivada parcial de una propiedad respecto a cualquier otra, 
manteniendo constante una de las restantes, tendrà, pues, significado fisico, 
y es evidentemente innecesario intentar tabular todas las relaciones posibles 
entre todas las derivadas. No obstante, cualquier derivada parcial puede 
expresarse en función del coeficiente de dilatación cùbica (3 — (1 /v)(dv/dT) P , 
el coeficiente de compresibilidad isotèrmica k — — {l/v)(dv/dP) T \ y c P , junto 
con las mismas propiedades de estado P, v y T, de modo que no necesita me- 
dirse ninguna propiedad fisica de la sustancia fuera de las que ya hemos 
citado. Se dice que una derivada se halla en forma normal cuando se expre¬ 
sa en función de las magnitudes anteriores. 

Una vez evaluadas las derivadas parciales, los resultados pueden reco- 
gerse segùn la forma sistemàtica ideada por P. W. Bridgman*, de modo que 
cuando se necesita una derivada determinada no es necesario calcularla a 
partir de los principios fundamentales. En el apéndice A se explica el pro- 
cedimiento. 

A continuación expondremos el mètodo generai de deducción de las de¬ 
rivadas y determinaremos algunas relaciones que necesitaremos màs ade- 
lante. 

6-2 T Y v INDEPENDIENTES 

Escribamos nuestras ecuaciones en función de magnitudes especificas, de 
modo que los resultados sean independientes de la masa del sistema parti- 
cular y refiràmonos sólo al material que constituye el sistema. Del primero 
y segundo principios combinados resulta 

ds = — (du + P dv ) 

T 

,y considerando u en función de T y v, 



* Percy W. Bridgman, fisico americano (1882-1961). 
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Por tanto, 


* = !('?!') ,JT + Ì[Y^ +p]dv. 

T\dT!v T[_\ 3 vJt J 


Por otra parte, también podemos escribir 


dT + 


l j 
— I a v. 

\d V/T 


Obsérvese que no es posible realizar un procedimiento anàlogo ùnicamente 
a partir del primer principio, el cual establece que 


No se puede escribir 


d'q — du + d'w. 

d , q = t s JL),iT+lfl 

\3 TU \dv/T 


porque q no es función de T y v y d'q no es una diferencial exacta. Si ds 
puede expresarse en función de dT y dv, es precisamente porque se trata de 
una diferencial exacta. 

Como dT y dv son independientes, sus coeficientes en las ecuaciones ante- 
riores deben ser iguales. Por tanto, 


/ ds \ _ 1 / du \ 
\377t> _ T\dT/v 

{—ì — — {—ì + P 

\dv/T TL\3r/T 


Ademàs, corno vimos en la sección 2-10, las derivadas segundas de s y u 
respecto a T y v (las derivadas parciales de segundo orden «mixtas») son 
independientes del orden de diferenciación. Asi: 


■_3/3£\l = r_3_/3£\ ’ 

„dv\dT/v_ t jT\dv/ T _ v 


d 2 s _ d 2 s 
dvdT ~ dTdv 


Por tanto, si a partir de las ecuaciones (6-7) y (6-8), diferenciando la 
primera parcialmente respecto a v y la segunda respecto a T, se obtiene 


1_ d 2 u _ J_ d 2 u / 3P\ ” 1 "/3u\ p 

TdvdT~ TldTdv + Ur/J T 2 Li dvìr 
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y simplificando 


/3n\ 7 / dP\ 

\dv/T l dT/v 


La dependencia de la energia interna con el volumen, a temperatura cons¬ 
tante, puede, por tanto, calcularse a partir de la ecuación de estado o a 
partir de los valores de /?, K , T y P. 

Como ( du/3T) v = c.„ la ecuación (6-5) puede escribirse en la forma: 


du = c v dT + 


Wr p _ 


( 6 - 10 ) 


Hill y Lounasmaa han medido el calor especifico a volumen constante y la 
presión del He 4 liquido en función de la temperatura entre 3 y 20 K y para 
diversas densidades* Las figs. 6-l(a) y 6-l(b) muestran los datos de c„ y P re- 
presentados en función de la densidad reducida p r o cociente entre la densi- 
dad reai del He 4 y su densidad en el punto critico, cuyo valor es 68,8 kg m-3. 
El volumen molar es, pues, 0,0582/p r m 3 kilomol-k 

Por ejemplo, a temperatura de 6 K y presión de 19,7 atm, Pr = 2,2 y, por 
tanto, t> = 2,64 x IO- 2 m 3 kilomol -1 . La compresibilidad isotèrmica del He 4 a 
6 K y 19,7 atm resulta ser 9,42 x IO- 8 m 2 N- 1 por medición de la pendiente de 
la isoterma 6 K a 19,7 atm y dividiendo por p r = 2,2. El valor del coeficiente 
de dilatación fi — 5,35 x IO- 2 K-> se calcula dividiendo la variación relativa de 
la densidad reducida a lo largo de la isòbara de 19,7 atm citando la temperatura 
varia en + 1 K por el incremento de temperatura. 

Estos datos pueclen utilizarse para calcular (du/dv) T en la ecuación (6-9): 


\ _ J2 „ _ (6)(5,35 x IO" 2 ) 

\ d »/T K 9,42 x IO -8 ~ 19,7(1,01 x IO 5 ) = 1,42 x 10 6 Jm -3 . 

Utilizando los valores de (3 u/dv) T y c„, determinados a diversas temperaturas 
y densidades, la ecuación (6-5) puede integrarse numèricamente para obtener 
valores del cambio de, energia interna. 

En la sección 4-2, utilizando exclusivamcnlc cl primer principio, deduji- 
mos la ecuación 


~l 3iA " / dv\ 

Adv/T _\dT/v 


( 6 - 11 ) 


* R. W. Hill y O. V. Lounasmaa, Philosophical Transactions of thè Royal Society of 
London, 252A, (1960): 357. Realmente ( dP/5T) v fue medido también directamente, 
permitiendo calcular todas las propiedades termodinàmicas del He 4 , excepto c„, 
con una exactitud del 1 %, por integración directa numèrica de los datos, que se 
toman con autorización. 
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Fig. 6-1 (a) Calor espedfico a volumen constante y (b) presión del He 4 
en función de la densidad reducida a temperaturas comprendidas entre 
3 y 20 K. Cada curva corresponde a la temperatura indicada en kelvin. 
La densidad reducida p v es igual al cociente entre la densidad reai del 
He 4 y 68,8 kg m~ 3 . Las lineas de trazos son las tangentes a la isoterma 
de 6 K para p T = 2,2. Los experimentos fueron realizados por Hill y 
Lounasmaa. (Estas figuras se han reproducido con autorización del ar- 
ticulo de O. V. Lounasmaa “The Thermodynamic Properties of Fluid 
Helium", Phiolosophical Transactions of thè Royal Society of London, 
252A, [I960]: 357 [Figs. 4 y 7].) 


-Si utilizamos la ecuación (6-9) resulta 



dv\ fì 2 T v 

dT/p k 


( 6 - 12 ) 


Asi, puede calcularse la diferencia c P — c v para cualquier sustancia a partir 
de la ecuación de estado o a partir de fi y k. Las magnitudes T, v y « son 
siempre positivas, mientras que fi puede ser positiva, negativa o nula (para 
el agua es cero a 4°C y negativa entro 0°C y 4°C), fi 2 cs siempre positiva o 
nula. Se deduce que c,, runica puede ser tnenor que c„. 
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Utilizando los datos del He 4 expuestos anteriormente, 

(5.35 x 10 _2 ) 2 (6)(2,64 x 10“ 2 ) 

c P - c v = --— iq 8 - = 4810 J kilomol- 1 K _1 . 

Como c„ resulta 9950 J kilomol- 1 K- 1 a 6 K y p r = 2,2, 
c p — 14 760 J kilomol- 1 K-*. 

Incluso a estas bajas temperaturas ( c p — c„)/c„ =48 por ciento. 

Volvamos a las expresiones de (ds/dT) v y (ds/dv) T de las ecuaciones (6-7) 
y (6-8). Utilizando la ecuación (6-9) y el hecho de que ( du/dT)„ = c„, 


/ = £» 

\ dT/v T 

/ 9s\ _ / dP \ 
\dv/T~ [dT/v 


Por tanto, de la ecuación (6-6), resulta 


ds — — dT + (~)dv 
T \dT/v 


(6-13) 


(6-14) 


t r>P\ 

T ds = c v dT + T[ —\dv. 

\dT/v 


(6-15) 


Para el He 4 liquido a 6 K y 19,7 atm, 


= 1,66 x IO 3 J kilomol- 1 K- 2 


S v IO " 2 

9 )42 X 10 -B = 5 ’ 68 x •0 5 JK- 1 m- 3 . 


Utilizando los valores de estas magnitudes, determinados a diversas tempera¬ 
turas y densidades, la ecuación (6-6) o la (6-15) pueden integrarse numèrica¬ 
mente dando valores de la entropia en función de la temperatura y el volumen. 

Finalmente, igualando las derivadas segundas parciales mixtas de s res- 
pecto a v y T, tenemos 


= t (^£\ 

\ dv)r \ dT 2 )v 


(6-16) 


SEARS —12 
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Para una sustancia en la cual la presión sea función lineai de la tempera¬ 
tura, a volumen constante, ( d 2 P/ST 2 )„ = 0 y c„ es independiente del volumen, 
aunque puede depender de la temperatura. 


E1 valor de ( dcJdv) T para el He 4 se calcula midiendo la pendiente de la iso¬ 
terma 6 K en la fig. 6-l(a) para p r = 2,2. La pendiente, ( dc v /dp r ) T , viene rela- 
cionada con (3 c v /dv) T por 


Sc v \ _ ( dc v\ / 3 Pr\_/ 8c r\ Pr 

du ) T \3p r /T\3y )t \dpjr 0,0582 


= 1,7 x IO 5 J K _1 m~ 3 . 


El valor de (d 1 P/dT 2 ) v para el He 4 se halla calculando los valores de la varia- 
ción de la presión cuando la temperatura se modifica en 1 K, manteniendo 
p r constante a 2,2 y midiendo la pendiente de la curva obtenida representando 
estos valores de AP/AP en función de T. Este proceso da un valor de E(3 2 P/37’ 2 ) 
que està próximo a 1,7 x IO 5 J K-> m- 3 . 


6-3 T Y P INDEPENDIENTES 

En función de la entalpia h-u + Pv, el' primero y segundo principios com- 
binados nos dan, 

ds — — (dh — v dP ) 

T 

_y considerando h en función de T y P, 


dh - (ff)," + (Bì dP - <6 - i7) 


Por tanto, 

ds = -(— ) dT + -\(~) - v\ dP. 
T\dT/p TiXdP/T J 


Por otra parte 

ds = dT + (|^) dP 

(6-18) 


\dTiv \dP/r 

,y en consecuencia 




/ ds \ 1 / dh \ 

\drh~ T\dTJr 

(6-19) 


/ 3s\ _ J_T /dh\ _ ~ 

\ dP/T TL\dP/r V 

(6-20) 
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Igualando las derivadas parciales de segundo orden mixtas de s, resulta 


/ dll\ „/ 3«\ O rr, . 

— = -TI—I + V = -flvr + v, 

\ oP/T \ o 1 IP 


( 6 - 21 ) 


que es anàloga a la ecuación (6-9). La dependencia de la entalpia con la pre¬ 
sión a temperatura constante, puede, por tanto, calcularse a partir de la 
ecuación de estado o a partir de fi, v y T. 

Como (dh/8T) P = c P , la ecuación (6-17) puede tener la forma, 

dh = CpdT - \t (—) - ri dP. (6-22) 

L \dT/p 

Utilizando la ecuación (6-21) y el hecho de que ( dh/dT) P = c P , las deriva¬ 
das parciales de s respecto a T y P son 

/ c r> . 


v dP. 


( 6 - 22 ) 


(-) = 
\dT/p 

{ 

\ dP/T 


Por tanto, 


T dS = c P dT - T 


\dP/T 


(6-23) 


(6-24) 


(6-25) 


(6-26) 


Continuando con nuestro ejemplo del He 4 a 6 K y 19,7 atm 


(—) = ( 2 , 

\dP/T 


64 x ,10- 2 )[-(5,35 x 10~ 2 )(6) + 1] = 1,79 x 10- 2 m 3 kilomol- 1 


Anàlogamente 


fr) = -(5, 
\3pJt 


ds \ 14760 


= 2460 J kilomol K“ 2 , 


35 x 10~ 2 )(2,64 x IO” 2 ) = -14,1 x 10^ 4 m 3 kilomol- 1 K -1 . 


6-4 P Y v INDEPENDIENTES 

Se deja conio ejercicio demostrar que si P y v se consideran independientes, 
resulta 


3s\ _ c v ìdT\ _ c„ k 
dP)~ T\dPJ~ T 


(6-27) 
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/as\ = £p/ar\ = 

\3iPi> T\ dv'p 


T ds ~ Cp { d dX dv + c "( ap)/ P ‘ 


Para el He 4 liquido, 


/ ds \ 

\d?)v = 2 ’ 


92 x 10 3 m 3 kilomol- 1 K -1 


(6-28) 


(6-29) 


= 1,74 x 10° J K- 1 !!!- 3 . 


6-5 ECUACIONES T ds 

A continuación se citan las tres oxpresiones T ds deducidas en las secciones 


anteriores: 


/ tls = r,, di + 


,JdP\ . 
il — dv, 
\dT/v 


T ds = cj.dT - T — dP, 
\dT/p 

-r i ( dT \ , , ( dT \ i d 

1 ds = Cj>\ ~ I dv + c„ — )dP. 

\ov/p \dPJv 


(6-30) 


(6-31) 


(6-32) 


Las Ires ecuaciones anteriores se denominan ecuaciones «T ds». Elias nos 
perniiteli calcular la cantidad de calor d'q r = T ds absorbido por cualquier 
sustancia homogénea en un proceso reversible y diviendo por T, se obtienen 
expresiones de ds en función de las diferenciales de cada par de las varia- 
bles de estado. También proporcionan relaciones entre pares de variables 
en un proceso adiabàtico reversible, en el cual s es una constante y ds = 0. 

El aumento de la temperatura de un sòlido o de un liquido cuando se 
comprime adiabàticamente, puede deducirse de la primera ecuación T ds. 
En función de fi y «, tenemos 

T ds = 0 = c„ di] + £1 dv„ 


(6-33) 
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Si el volumen disminuye, dv a es negativo y dT s es positivo cuando /3 es posi¬ 
tivo, pero es negativo cuando [ì es negativo. Por elio, generalmente, la tem¬ 
peratura de un sòlido o de un liquido aumenta cuando su volumen dismi¬ 
nuye adiabàticamente; por el contrario, la temperatura del agua entre 0°C 
y 4°C disminuye al comprimirla adiabàticamente. 

Si se especifica un aumento de presión en vez de una disminución de 
volumen, la variación de temperaturas puede obtenerse de la segunda ecua¬ 
ción T ds: 


T ds = 0 — c P dT s — (IvT dP s , 

dT a = — dP s . (6-34) 

c P 

Cuando /? es positivo, la temperatura aumenta al elevar la presión. Por elio, 
si se desea mantener constante la temperatura durante la aplicación de la 
presión, debe extraerse calor del sistema. La cantidad extraida puede hallarse 
también de la segunda ecuación T ds, haciendo dT = 0 y T ds = d'q T . Asi, 
resulta 

d'q T — —fivT dP T . (6-35) 


La comparación de las ecuaciones (6-34) y (6-35) muestra que para una varia¬ 
ción dada de presión, el calor que se desarrolla en un proceso isotèrmico es 
igual al aumento de temperatura en un proceso adiabàtico, multiplicado por 
el calor especifico a presión constante. 

Consideremos una compresión adiabàtica de IO- 3 kilomoles de He 4 liquido con 
una disminución en volumen del 1 %. Supondremos que para el He 4 , (3, T, «, 
c v y c p permanecen constantes durante la compresión. Por tanto, segun la 
ecuación (6-33) 


dT s 


(5,35 x 10- 2 )(6)(2,64 x IO- 5 ) 
(9,42 x 10 _8 )(9,95 x IO 3 ) 


(-0,01) = 9 x IO -6 K. 


Igualmente, si la presión que se ejerce sobre los IO- 3 kilomoles de He 4 se incre¬ 
menta en un 1 °/o, segun la ecuación (6-34) 


_ (5,35 x IO- 2 )(2,64 x l<r s )(6)(19,7)(L0I x 10 5 )(0,01) 

dr s = --1,48 x IO 4 - _ 1,1 X 10 K ’ 

El helio sòlido es bastante blando, por lo cual fi es grande y K pequeno. Aun 
asi, los cambios de temperatura durante los procesos adiabàticos son muy 
pequenos. Para los gases, las variaciones de temperatura durante un proceso 
adiabàtico pueden Negar a ser significativas. 
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E1 calor que debe extraerse de la misma muestra de He 4 para mantener la 
temperatura constante durante un proceso isotermico con igual variación de 
volumen es 


, l d P\ 
d & = T \lrj v 


dv T = 


(6)(5,35 x 10~ 2 )(2,64 x 1Q- 5 )(0.,01) 


9,42 x 10- 


-0.9 J kilomol -1 . 


Para un incremento isotèrmico de presión. 


d'q T = -(5,35 + 10- 2 )(2,64 x 10^)(6)(19,7)(1,01 x 10 5 )(0,01) 

= —0,17 J kilomol -1 . 

La presión necesaria para disminuir el volumen de una sustancia adiabà¬ 
ticamente se determina a partir de la ter cera ecuación T ds: 


kc,, c p 

T ds = 0 = — dP a + — dv s , 

P P» 

y por tanto, 

_ 1 

v 



Recuérdese que « es el coeficiente de compresibilidad isotèrmica, dcfinido 
por la ecuación 



El primer miembro de la ecuación (6-36) definc la compresibilidad adiabàtica, 
que debiera escribirse k,. (Para ser consecuentcs, la compresibilidad isotèr¬ 
mica debiera escribirse « r ; no obstante, continuarcmos escribiendo k.) Reprc- 
sentando la relación c P /c v por y, la ecuación (6-36) resulta 



(6-37) 


Como c P es siempre mayor (o igual) que c„, y es siempre mayor (o igual) 
que la unidad, incluso para un sòlido o un liquido y la compresibilidad adia¬ 
bàtica es siempre menor (o igual) que la isotèrmica. Esto es naturai, porque 
un aumento de la presión produce un ascenso de la temperatura (excepto 
cuando [ì = 0) y la dilatación que resulta de este ascenso de temperatura 
compensa en alguna forma la contracción producida por la presión. Asi, para 
un aumento dado de presión dP, la variación de volumen dv es menor en 
una compresión adiabàtica que en una compresión isotèrmica y la compresi¬ 
bilidad es, por lo tanto, màs pequcna. 
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Cuando una onda sonora atraviesa una sustancia, las comprcsiones y ex- 
pansiones son màs bien adiabàticas que isotèrmicas. La velocidad de una 
onda de compresión en un sòlido o en un liquido, corno se sabe, es la raiz 
cuadrada del reciproco del producto de la densidad y de la compresibilidad; 
en este caso debe emplearse la compresibilidad adiabàtica en vez de la iso¬ 
tèrmica. Inversamente, la compresibildad adiabàtica puede determinarse a 
partir de la medición de la velocidad de una onda de compresión y tal me- 
dida proporciona el mètodo màs preciso para determinar la relación c P /c„. 

En nuestro ejemplo del He 4 liquido, y = 14 760/9950 = 1,48 y p = 4/2,64 x 10~ 2 = 
162 kg m~ 3 . Por tanto, la velocidad del sonido viene dada por 


162(9,43 x 10)- 


= 3,11 x IO 3 m s _1 . 


Este valor es aproximadamente un 10 °/o inferior al que se obtiene por extra- 
polación de los datos de velocidad del sonido tomados a 20 atm por debajo 
de 4,5 K. 

6-6 PROPIEDADES DE UNA SUSTANCIA PURA 

Las rclaciones gcncralcs dcducidas en las sccciones anteriores pueden utili- 
zarsc para calcolar la entropia y la entalpia de una sustancia pura a partir 
de sus propiedades directamente medibles, a saber, los datos P-v-T y el calor 
especifico a presión constante c P . Como la temperatura y la presión son las 
magnitudes màs fàciles de controlar experimcntalmente, estas son las varia- 
blcs que se eseogen normalmente. Segun la segunda ecuación T ds (6-31), 


Le dT _ 


y tcnicndo en cuenta la ecuación (6-22), 


<7/i = c v dT + 


rjJ 3l’\ 

o — 7 1 — 

L \dTÌi 


Llamando s 0 y h 0 a la entropia y entalpia, rcspectivamente, para un estado 
de referencia arbitrario P Q , r 0 Y T g , resulta 


s= kT dT -L[rr)/ p + s - 


(6-38) 


/* = f c P dT + f \v - t(—) ] dP + ìu. 
j t 0 Jn„L \dT/p_ 


(6-39) 
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s 



Fig. 6-2 Trayectorias de integracion utilizadas en la evaluación de la 
entropia. 

Como s y h son propiedades de un sistema, la difercncia entre sus valores 
en dos estados de equilibrio depende sólo de dichos estados y no del proceso 
por el cual el sistema pasa del primer estado al segundo. Por tanto, evalue- 
mos las primeras integrales de cada una de Ias ecuaciones anteriores a la 
presión constante P 0 y las segundas integrales a una temperatura constante T. 
En la fig. 6-2 se ilustran las trayectorias de integracion. La altura vertical 
del punto a por encima del plano P-T representa la entropia s 0 a la presión de 
referencia P 0 y a la temperatura de referencia T 0 . La curva ab es la primera 
trayectoria de integracion a la presión constante P 0 . La primera integrai de 
la ecuación (6-38) està representada por la longitud del segmento de linea bc. 
La curva bd es la segunda trayectoria de integracion a la temperatura cons¬ 
tante T y la segunda integrai està representada por la longitud del segmento 
de linea be. La altura vertical del punto d por encima del plano P-T repre¬ 
senta la entropia s a la presión P y temperatura T. La variación de entropia 
del sistema cuando pasa del estado a al estado d es justamente la diferen- 
cia de alturas verticales de a y d por encima del plano P-T. En la pràctica, 
se utilizan otras trayectorias de integracion que simplifican el tratamiento 
de los datos experimentales. 

Al evaluar la primera integrai debemos utilizar el calor especifico a la 
presión de referencia P 0 , o sea, c Po . Éste, naturalmente, debe expresarse en 
función de la temperatura. El coeficiente de dP en la segunda integrai debe 
expresarse en función de P, a la temperatura constante T. 

Con frecuencia, los datos de que se dispone de c,, corresponden a una 
presión P distinta a la de referencia P 0 . La ecuación (6-26) puede entonces 


! 


utilizarse para calcular c Pa a partir de c P y los datos P-v-T. Integrando la ecua¬ 
ción (6-26) a la temperatura constante T, tenemos 

Cp “ = Cp + T S Po {w*)/ p - (6 - 40) 

De este modo la entropia y la entalpia de un sistema pueden determinarse 
a partir de su ecuación de estado y de su calor especifico en función de la 
temperatura, pudiéndose medir ambos experimentalmente. 


6-7 PROPIEDADES DE UN GAS IDEAL 

Las integrales de las ecuaciones (6-38), (6-39) y (6-40) se calculan fàcilmente 
para un gas ideal. Asi, resulta 


a = RT/P, ( dvìdT) P = P/P, (dh/dT^p = 0. 

Y por tanto, segun la ecuación (6-40), el valor de c P es el mismo para todas 
las presiones y función exclusiva de la temperatura. La entropia y la entalpia 
son entonces 


r T c p 

s = — dT - R In — + s 0 , 

4r 0 T P 0 

(6-41) 

r T 


h = c P dT + b 0 . 

(6-42) 




Dentro de un intervalo de temperaturas, en el cual c P pueda considerarse 
constante, estas ecuaciones se simplifican a 

T P 

s = c P In- R In-(- s 0 , 

T 0 P 0 

h = c P (T - T 0 ) + h 0 . 


(6-43) 

(6-44) 


Las magnitudes s 0 y h 0 son valores arbitrarios que se asignan a s y h en el 
estado de referencia T 0 , P 0 . 

La entropia en función de la temperatura y del volumen o de la presión 
y del volumen, puede obtenerse ahora a partir de la ecuación de estado o 
por integracion de la primera y tercera de las ecuaciones T ds. Los resultados 
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u = f c v dT + u 0 , (6-47) 

en donde u 0 es la energia interna en el estado de referencia. Està ecuación 
podia haberse obtenido mas fàcilmente por integración directa de la ecua¬ 
ción (6-10). El mètodo anterior fue utilizado para ilustrar còrno puede obte- 
nerse u a partir de h y la ecuación de estado. Como para un gas ideal, c„, (lo 
mismo que c P ), es función exclusiva de la temperatura, la energia interna cs 
función también exclusiva de la temperatura. Si c„ se considera constante en 
el intervalo T — T 0 , resulta 


u = c v (T - T 0 ) + Uq. (6-48) 

Para determinar la ecuación correspondiente en un proceso adiabàtico rc- 
versible, podemos hacer s = constante en cualquicr cxprcsión de la entropia. 
Asi, de la ecuación (6-46), 

c„ln P + Cpln v — constante, 

In P° » + In v Cp = constante, 

Pv c e ,c « = constante, 


resultado bien conocido. 

La cantidad de calor absorbida en un proceso reversible puede determi- 
narse a partir de cualquiera de las ecuaciones T ds, haciendo T ds = d'q. 
Asi, en un proceso isotèrmico reversible, de la primera ecuación T ds resulta, 


d cj jì — .P dv T . 
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6-8 PROPIEDADES DE UN GAS DE VAN DER WAALS 

A continuación haremos los mismos càlculos de la sección anterior, pero re- 
feridos a un gas de van der Waals. Estos sirven para demostrar còrno pueden 
determinarse las propiedades de un gas reai si se conocen su ecuación de 
estado y su calor especifico. Se ha seleccionado un gas de van der Waals por 
la relativa simplicidad de su ecuación de estado, 

(p + |)(p - b) = RT. 

Las expresiones correspondientcs a las propiedades de un gas de van der 
Waals son màs simples si se eligen corno variables T y v, en lugar de T y P. 
De la primera ecuación T ds, 


ds =-dT + 
T 


f-k 

\dT/v 


De la ecuación (6-16), 


dv/T \dT 2 /v 


(6-49) 


ya que P cs función lineai de T. Es decir, c„ es función exclusiva de la tem¬ 
peratura y no varia con el volumen a temperatura constante. 

De la ecuación de estado resulta 


dP\ = R 

dT/v v - b 


Por tanto, si s 0 cs la entropia en el estado de referencia P 0 , v 0 , T 0 , resulta 


r' 1 ' 

. I — 

J't • T 


dT + i^lnf—— -ì + s 0 . 
\v 0 — bj 


(6-50) 


Si se considera a c v constante en el intervalo de temperatura, 


s c v I n + R 1 n l - \ -)- s 0 . 
To \v 0 - b! 


La energia interna se obtiene de la ecuación (6-10), 


du — c v dT + 


L \ dT/v 


P\ do 


— c v dT + — du. 
v 2 
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Si u 0 es la energia en el estado de referencia, 


r /in 

u = c v dT — a- + u 0 

Jt 0 \ V V 0 J 


y si c„ es constante, 


u = c„(T - T 0 ) - ai- - -) + u 0 . 

\v vj 


(6-51) 


La energia interna de un gas de van der Waals depende, por lo tanto, de 
su volumen especifico, ademàs de su temperatura. Observemos que en la 
ecuación de la energia aparece ùnicamente la constante a de van der Waals. 
La razón es que està constante da una medida de las fuerzas de atracción 
entre las moléculas o de su energia potencial mutua, que cambia con las 
variaciones del volumen especifico y la separación intermolecular crece o 
decrece. La constante b, en cambio, es proporcional al volumen ocupado por 
las propias moléculas y no al'ecta a la energia interna. Sin embargo, inter¬ 
viene en la expresión de la entropia, ya que està magnitud, para un gas, 
depende del volumen en el cual se difunden las moléculas y el hecho de que 
las propias moléculas al ocupar algun espacio, hacen que el volumen dispo- 
nible sea menor que el volumen del recinto. 

La diferencia entre los calores especificos, segun la ecuación (6-12), es 


2 a(v — b ) 2 


El segundo término del denominador es un pequeno término correctivo, de 
tal modo que en él podemos sustituir (r — b) por a y suponer que Pv = RT. 
Entonces, aproximadamente, 


Cp — c„ p» Kj 1 -f- 


(6-52) 


La constante a para el dióxido de carbono vale 366 x IO 3 J m 3 kilomoE 2 y, a la 
presión dp 1 bar = IO 5 N m~ 2 y temperatura de 300 K, 


de modo que con un error del 1 %, c v — -c„ = R. 
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La relación entre T y v en un proceso adiabàtico reversible se obtiene 
haciendo s — constante. Si suponemos que c„ = constante, entonces, segun 
la ecuación (6-50), 


c v In T + R In (t> — b) = constante, 


o sea, 


T(v — b) Rlc '’ — constante. (6-53) 

El calor absorbido en un proceso isotèrmico reversible, segùn la primera 
ecuación T ds, es 


d’q T = RT 

Como el cambio en energia interna es 


v - b 


du T — a 


el trabajo d'w, segùn el primer principio, es 


d'w T — d'q T — du T = - dv = P, 

\v — b vi 


y en un proceso finito, 


w T = RT In 


a» — b 


\v 2 vj 


(6-54) 


6-9 PROPIEDADES DE UN LIQUIDO O SÒLIDO SOMETIDO A PRESIÓN 
HIDROSTÀTICA 

Las expresiones correspondientes a las propiedades de un liquiao o sòlido 
sometido a presión hidrostàtica pueden obtenerse introduciendo ft «y c P en 
las ecuaciones generales en función de T y P, T y v o P y v. Consideraremos, 
sin embargo, sólo el caso mas simple especial en que /3 y k pueden suponerse 
constantes. 

En primer lugar obtendremos la ecuación de estado de un sòlido o liqui¬ 
do a presión hidrostàtica. Sabemos que 


= dT+(^)dP = Pv 
\dT/r \dP/T 

v = v 0 + [ 1 pv dT — j / 


dT — k v dP. 


kv dP, 


Por tanto, 
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en donde r 0 es el volumen especi'fico a temperatura T 0 y presión P 0 . La pri¬ 
miera integrai se calcula a la presión P Q y la segunda a la temperatura T, 
Debido a los pequenos valores de (ì y k para sólidos y llquidos, el volumen 
especifico v variarà sólo muy ligeramente, incluso para variaciones grandes 
de T y P. Por tanto, sólo se cometerà un pequeno error si suponemos que i> 
es constante en las integrales e igual a r 0 . Por consiguiente, si /3 y k son tam- 
bién constantes, se obtiene la ecuación de estado aproximada 

v = » 0 [1 + fi(T ~ T 0 ) ~ k(P ~ Po)l (6-55) 

La entropia en función de T y P puede determinarse a partir de la se¬ 
gunda ecuación T ds: 

-J> <6 - 56) 

Siguiendo el procedimiento descrito en la sección 6-6 y fig. 6-2, calculamos 
la primera integrai a la presión P 0 (de modo que c P — c P J y la segunda a la 
temperatura T. Si c P se ha medido a la presión atmosfèrica P, segun la ecua¬ 
ción (6-40), resultarà ' 



A partir de la ecuación de estado aproximada (6-55), 



Por tanto, dentro de la aproximación en que [ì puede considcrarse constante, 
podemos suponer que c Po es igual a su valor c P a la presión atmosfèrica y sa- 
carla fuera del signo integrai en la ecuación (6-56). 

Reemplazando (dv/dT) P en la ecuación (6-56) por la constante f3v 0 , que 
también podemos sacar fuera del signo integrai, tenemos la expresión apro¬ 
ximada de la entropia: 

s = c P In — - (ìv 0 (P - P 0 ) + s 0 . (6-57) 

La entalpia puede calcularse a partir de la ecuación (6-39), reemplazando 
( dv/ST) P por /3v 0 . 
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Por tanto, en una expansión tipo Joule de un gas de van der Waals, 


V 


-( 


dT 

dv 


c„v 


y en un cambio finito de volumen (suprimiendo el subindice u por razones 
de simplicidad), 


T 2 




(6-58) 


Asi, para un cambio dado de volumen especifico, la variación esperada de 
temperatura es proporcional a la constante a de van der Waals, que es una 
medida de la fuerza de atracción intermolecular. Para un gas ideal, a — 0 
y la variación de temperatura es cero. Como v 2 es necesariamente mayor que 
T 2 es menor que T, para todos los gases reales. 

En una expansión tipo Joule-Thomson de un gas de van der Waals, 


/ dT \ ___ J_ RTv 3 b — 2 av(v — b ) 2 
VapA - ~ Cp RTv 3 - 2a(v - bf 


I 

(6-59) 


La curva de inversión de la fig. 4-4(b) es el lugar geomètrico de los puntos 
en los cuales ( dT/dP) h = 0i y la temperatura en cada punto es la tempera¬ 
tura de inversión 7). Por tanto, haciendo ( dT/dP) h = 0 en la ecuación (6-59), 
se obtiene la ecuación de la curva de inversión de un gas de van der Waals, 
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de modo que el valor màximo de 7) para un gas de van der Waals es pràc- 
ticamente proporcional a a. La tabla 6-1 nos ofrece los valores de 2 a/Rb para 
el dióxido de carbono, el hidrógeno y el helio y para su comparación se 
ofrecen también los valores observados de 7). El acuerdo es sorprendente¬ 
mente bueno. Para que el hidrógeno se enfrie por medio de una expansión 
Joule-Thomson, es preciso enfriarlo previamente a unos 200 K, lo cual se 
suele realizar con ayuda de nitrògeno liquido. El helio debe enfriarse a unos 
40 K, que puede hacerse con hidrógeno liquido o dejàndole que realice tra- 
bajo adiabàtico. 

Tabla 6-1 Valores calculados y observados de la temperatura màxima 

de inversión. 


Gas 

a 

(J m 3 kilomol- 2 ) 

b 

(m 3 kilomol- 1 ) 

2 a/Rb 

Ti (max) 

CO., 

366 x IO 3 

0,0429 

2040 K 

~1500K 

\H. 

\He 

24,8 

0,0266 

224 K 

200 K 

3,44 

0,0234 

35 K 

~40K 


6-11 TEMPERATURA EMPIRICA Y TERMODINAMICA 

En la sección 5-2 se definió la temperatura termodinàmica por la ecuación 


Ti = 


2 a(v — b ) 2 
Rv% 


(6-60) 


La relación entre 7) y la presión correspondiente Pi se obtiene eliminando 
u entre està ecuación y la ecuación de estado. La curva resultante tiene la 
misma forma generai que la observada experimentalmente en los gases reales, 
aunque la concordando numèrica no es grande. 

Cuando se usa el efecto Joule-Thomson para licuar un gas, éste debe en- 
l'riarse previamente por debajo de su temperatura màxima de inversión, lo 
cual ocurre cuando la presión es pequena y el volumen especifico grande. 
Podemos entonces aproximar (v ■ — b) en la ecuación (6-60) por v y, en un gas 
de van der Waals, 


7S(fnax) = — . 

Rb 


(6 61) 


La tabla 2-1 nos muestra que los valores de h (que es una medida del 
tamano molecular) son aproximadamenle los mismos para lodos los gases, 


T = A<j>(0), (6-62) 

en donde A es una constante arbitraria y cj>{6) una función de la temperatura 
empirica 9 medida por un termòmetro que utiliza una propiedad termomè¬ 
trica arbitraria. La forma de la función </>((9) no necesita conocerse para 
determinar la temperatura T de un sistema, ya que de la definición anterior 
resulta que la relación entre dos temperaturas termodinàmicas es igual al co- 
ciente entre las cantidades de calor absorbidas y cedidas en un ciclo de Carnot. 
En principio, pues, la temperatura termodinàmica de un sistema puede 
determinarse midiendo estos intercambios y de hecho, se sigue a veces este 
procedimiento en experiencias a muy bajas temperaturas. 

A continuación, veremos còrno la función </>(#) puede determinarse para 
cualquier termòmetro de gas Ueno a una presión especifica P 3 en el punto 
triple, de modo que T puede determinarse a partir de la ecuación (6-62), sin 
nccesidad de extrapolar a cero la presión P 3 corno en la fig. 1-4. Se supone 
que la ecuación de estado del gas y su ecuación de energia se han determi- 
nado en la escala de temperaturas empiricas 8 definida por el gas, de modo 
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que P y U se conocen experimentaimente corno funciones de V y 0. Partire- 
mos de la ecuación (6-9), 


(-Ì = Ht) 

\dVli ' 3T/i 


Como T es función exclusiva de 8, el valor constante de T implica tam- 
bién el valor constante de 8 y ( d8/ST) v = d8/dT. Por tanto, podemos escribir 


(dU\ = T (dP\ dd_ _ 
\dvh \ dOÌvdT 

dT _ (dPldQ) v 

T ~ P + ( dUldV), 


(6-63) 


Como el primer miembro de està ecuación es sólo función de T, el se- 
gundo miembro debe ser sólo función de 8. Si representamos el coeficiente 
de dd por g(8), 

= mmv 

g() p + idu/dv)/ 


= s(0) de 


In T =J g(0) dO + In A', 
T = A! exp J g (0) dO , 


(6-64) 


en donde A' es una constante de integración. Comparando con la ecuación 
(6-62), resulta pai'a la función </>((?) el valor 

<f>(0) = exp J g(0) dd , (6-65) 

si A = A'. Como gip) puede determinarse experimentaimente, la temperatura 
termodinàmica T, correspondiente a cualquier temperatura empirica 0, puede 
calcularse a partir de la ecuación (6-64). 

Como ejemplo, supongamos que se trata de un gas quo cumple la ley de 
Boy le, es decir, que se ha comprobado cxperimenlalmenle que el produci» 
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! 

j 


i 


PV es constante a temperatura constante. Elegimos el producto PV corno 
propiedad termometrica X y definimos la temperatura empirica 8 del modo 
siguiente: 


0 = 0 3 


PV 

(PV) 3 ’ 


( 6 - 66 ) 


en donde ( PV) 3 es el valor del producto PV en el punto triple y 8 1 el valor 
arbitrario asignado a 0 en el punto triple. Por tanto, 

f _ (PV)z 0 

o 3 V 

(d_P\ = (PV% _ 

\dO/v 0 3 V 

Si, ademàs, hemos deducido del experimento de Joule que la energia in¬ 
terna del gas es independiente del volumen y función exclusiva de la tem¬ 
peratura, 



8(0) = 


Por tanto, 


(PV)* _ 1 

PVO, 9 


y finalmente 


j'g(O) ‘IO = J j = In 0, 

t/)(0) — exp J g(0) dd — exp(ln 0) = d 


T= Ad. 


En este caso, la función igual a 8 y la temperatura termodinà¬ 

mica T es directamente proporcional a la temperatura empirica 6. Pero un 
gas que obedece a la ley de Boyle y cuya energia interna es sólo función de 
la temperatura, es un gas ideal y la temperatura empirica 8 es la tempera¬ 
tura del gas ideal. Esto està de acuerdo con el resultado obtenido anterior¬ 
mente al analizar un ciclo de Carnot realizado por un gas ideal. 

Obsórvesc que si la ùnica condición que se impone al gas es obedecer 
la ley de Boyle, la temperatura empirica definida por la ecuación (6-66) no 
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s directamente proporcional a la temperatura termodinàmica, excepto cuan- 
o ademàs (3 V/dV\ = 0 y entonces g(0) se reducirà a I/O. 

■12 S1STEMAS MULTIVARIABLES. PRINCIPIO DE CARATHÉODORY 

tasta ahora hemos considerado sólo sistemas cuyo estado puede definlrse 
or los valores de dos variables independientes, tales corno la presión P y la 
inceratura T. E1 volumen V se determina entonces por la ecuación de es- 
rdo y la energia interna LJ por la ecuación de la energia. Para generalizar, 
amemos X a la variable extensiva correspondiente al volumen V e Y a la 
ariable intensiva asociada correspondiente a la presión P. E1 trabajo d'W 
n un proceso reversible infinitesimal es, por tanto, Y dX y el piimer piin- 
ipio establece que en este proceso 

d'Q r = dU + d'W = dU + Y dX. (6-67) 

Si elegimos U y X corno variables independientes que determinan el es- 
ado del sistema, teniendo en cuenta la ecuación de estado y la ecuación de 
a energia, podemos determinar Y en función de U y X y la ecuación (6-67 ) 
xpresa la diferencial inexacta d'Q r en función de 17 y X y sus diferenciales. 

En los textos de matemàticas se demuestra que toda ecuación que ex- 
iresa una diferencial inexacta en función de dos variables independientes y 
us diferenciales, posee siempre un denominador integrante y que cuando la 
icuación se divide por este denominador, el primer miembro se convierte 
■n una diferencial exacta. Como, por otra parte, hemos demostrado que d'QJT 
:s la diferencial exacta dS, resulta que en este caso el denominador inte¬ 
rrante es la temperatura termodinàmica T y 

= dS = - dU + - dX 
T T T 

> sea, 

T dS = dii + Y dX. (6-68) 

Consideremos ahora el caso generai de un sistema multivariable paia el 
rial son necesarias mas de dos variables independientes para especificar ..el 
■stado. Bastarà considerar un sistema de 3 variables (esto es, tres variables 
inlependientes). Como ejemplo, tomemos un gas paramagnètico en un campo 
nagnético externo 3C, cuyo estado puede especificarse por su volumen V, 
u momento magnètico M y su temperatura T. El trabajo dW en un proceso 
eversible verificado por tal sistema es 
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Sean X, y X 2 las dos variables extensivas (correspondientes a V y — M) e 
Y ì e Y 2 las variables intensivas asociadas (correspondientes a P y 3C). En 
generai, 

d'W — Y 1 dX 1 + F 2 dX 2 
y segun el primer principio, 

d'Qr = dU + d'W = dU + Fi dX x + F 2 dX 2 . (6-70) 

Si elegimos U, X! y X 2 corno variables independientes que determinan el 
estado del sistema, està ecuación expresarà la diferencial inexacta d'Q r en 
función de tres variables independientes y sus diferenciales. Al contrario que 
la correspondiente ecuación (6-67) para un sistema de 2 variables, una ecua¬ 
ción corno la (6-70) que expresa una diferencial inexacta en función de las 
diferenciales de tres (o mas) variables independientes no posee necesaria- 
mente un denominador integrante, aunque puede tener uno y ciertamente 
tiene uno si las variables son las que definen un sistema termodinàmico. 

Para demostrar que esto es cierto, volvamos a la afirmación de la sec- 
ción 5-2, segun la cual, cuando un sistema cualquiera recorre un ciclo de 
Carnot, la relación |Q 2 |/|Qi| tiene el mismo valor para el mismo par de tem- 
peraturas de las fuentes. Luego, por complejo que sea un sistema, podemos 
siempre definir la temperatura termodinàmica por la ecuación 

IQil T, 

,y por el mismo razonamiento que en la sección 5-3, la variación de entropia 
de un sistema multivariable puede definirse en la forma 



T 


Por tanto, cuando la ecuación (6-70) se divide por T, el primer miembro 
se convierte en la diferencial exacta dS y la temperatura termodinàmica T 
es, entonces, un denominador integrante de d'Q r , independientemente de la 
complejidad del sistema. La ecuación (6-70) se escribirà 

i//\ -J 

-XL r = dS = - [dU + Y l dX x + F 2 dX 2 ], 

de donde resulta 


d’W = P dV — ■'//’ dM. 


(6-69) 


TdS = dU + Fj dX l + F 2 dX 2 . 


(6-71) 
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Como la entropia S es una propiedad de todo sistema, puede considerarse 
corno función de tres cualesquiera de las variables que determinan el estado 
de un sistema de 3 variables. Asi, si consideramos X u X 2 y la temperatura T 
corno variables independientes, la ecuación de la entropia del sistema es 

S = S(T, X u X 2 ). 

Si S es constante, la ecuación anterior es la de una superficie en un espa- 
cio tridimensional T-X x -X 2 . Es decir, todos los procesos isoentrópicos reali- 
zados por el sistema y para los cuales S tiene cierto valor constante, por 
ejemplo, S u estàn representados sobre una sola superficie en un diagrama 
T-X l -X 2 . Todos los procesos, para los cuales S tiene un valor constante S 2 , 
estàn sobre una segunda superficie y asi sucesivamente. Estas superfìcies 
isoentrópicas son una generalización de las curvas isoentrópicas de un sis¬ 
tema de 2 variables. De igual modo, todos los procesos isotérmicos para una 
temperatura determinada descansan sobre una sola superficie, que en un dia¬ 
grama T-X r X 2 es un plano perpendicular al eje de temperaturas. En generai, 
para un sistema definido por m variables independientes, en donde m > 3, 
los procesos isotérmicos e isoentrópicos se mantienen sobre hipersuperfi- 
cics de (m — 1) dimensiones, en un hiperespacio de m dimensiones. 

Es de interés considerar la representación geomètrica en un diagrama 
T-X r X 2 de los posibles eidos de Carnot que pueden realizarse por un sistema 
de 3 variables. La fig. 6-3 muestra porciones de dos superficies isotérmicas 
a las temperaturas T 2 y T x y de dos superficies isoentrópicas a las entropias 
S 2 y Sj, siendo S 2 > S 3 . 

Supongamos que iniciamos un ciclo de Carnot en un punto, en el cual 
T = T 2 y S — Sj. Cualquier curva en el plano T — T 2 , desde la intersección 
de este plano con la superficie S = S 3 hasta su intersección con la superfi¬ 
cie S = S 2 , representa un proceso isotèrmico a la temperatura T 2 , durante el 
cual la entropia crece de S, a S 2 . El proceso podria partir de cualquicra de los 
puntos fli, a 2 , a 3 , etc. y terminar en cualquiera de los puntos b u b 2 , b }l etc. 
Incluso un proceso tal corno el ai-a 3 -b 1 -b 3 satisface las condicioncs. (Cual¬ 
quier proceso representado por la linea de intersección de una superficie 
isotèrmica con otra isoentrópica, corno los procesos a r a 3 y b r b 3 , posee la in- 
teresante propiedad de ser a la vez isotèrmico e isoentrópico.) Asi, en con- 
traste con un sistema de 2 variables para el cual sólo es posible un proceso 
isotèrmico entre las entropias S 2 y S 2 para una determinada temperatura, 
en un sistema de 3 variables (o en un sistema multivariable) existe un nù¬ 
mero infinito de tales procesos. 

El paso siguiente en el ciclo consistirà en una curva cualquiera situada 
sobre la superficie isoentrópica S = S 2 , desde un punto tal corno el b u b 2 , 
b } , etc., hasta un punto corno el c u c 2 , c 3 , etc. El ciclo se completa por cual- 
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quier proceso en el plano T — T { hasta alcanzar la superficie S = S, y un 
proceso final en està superficie hasta el punto de partida. 


T 



Kg. 6-3 Cualquier proceso corno el a 1 -b 2 -c 2 -d,-a 1 es un ciclo de Carnot 
en un sistema de 3 variables. 


Obsérvese que el flujo de calor Q es el mismo en todos los procesos iso¬ 
térmicos reversibles a una temperatura determinada entre las superficies 
isoentrópicas S, y S 2 , ya que en tales procesos Q — T{S 2 — S l ). 

Cuando cualquicra de los procesos cfclicos descritos anteriormente se re- 
pi esenta cn el plano T-S, su forma es exactamente la misma que en un sis¬ 
tema do 2 variables, es decir, corno se indica en la fig. 5-4, se trata de un 
rectàngulo con lados paralclos a los cjes T y S. 

Ya indicamos anteriormente que los unicos cstados de un sistema de 2 
variables que pueden alcanzarse a partir de un estado determinado por un 
proceso adiabàtico son aquellos para los cuales la entropia es igual o mayor 
que la del estado iniciàl. Todos los estados adìabèticamente accesibles se en- 
cuentran sobre la curva isoentrópica que pasa por dicho estado o a un mismo 
lado de esa curva. Lo mismo es cierto para un sistema de 3 variables, ex- 
cepto que los estados accesibles se encuentran sobre la superficie isoentró¬ 
pica que pasa por dicho estado o a un mismo lado de aquella superficie, es 
decir, aqucl lado para el cual la entropia es mayor. Los estados de entropia 
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iferior a la inicial se encuentran al otro lado de la superficie y son adiabà- 
Icamente inaccesibles desde dicho estado. 

Carathéodory* tomo la propiedad de la inaccesibilidad adiabàtica corno 
iunto de partida del segundo principio. E1 principio de Carathéodory esta- 
lece que en la inmediata vecindad de todo estado de equilibrio de un siste- 
la termodinàmico existen otros estados que no pueden alcanzarse desde 
icho estado por via adiabàtica. Carathéodory demostró asi, siguiendo un 
aborioso camino matemàtico, que si éste es el caso, una expansión corno la 
cuación (6-70) de tres (o mas) variables independientes, necesariamente 
>osee un denominador integrante. El razonamiento matemàtico es complejo 
prescindiremos de su desarrollo. 

Partiendo del principio de Carathéodory puede deducirse la existencia de 
a temperatura termodinàmica y de la función entròpica. En este libro hemos 
nvertido eJ argumento y partiendo de un enunciado relacionado con las 
antidades de calor absorbidas y liberadas en un ciclo de Carnot, junto con 
1 principio del aumento de entropia, hemos demostrado que el principio de 
nrathéodory es una consecuencia necesaria. 

’ROBLEMAS 

-1 Expresar ( dti/dP) T en forma normal por: (a) el metodo utilizado para obtener 
a ecuación (6-9) y (b) el mètodo de Bridgman. (c) Determinar (3 u/dP) T para 
in gas ideal. 

'-2 (a) Hallar la diferencia c p — c„ del mercurio a la temperatura de 0°C y pre- 
ión de 1 atm, tornando los valores de /3 y k de la fig. 2-17. La densidad del mer- 
urio es 13,6 x IO 3 kg m- 3 y el peso atòmico 200,6. (b) Determinar la relación 
c r — c„)/3iL 

-3 La ecuación de estado de cierto gas es (P + b)v = RT. (a) Determinar c p — c v . 
b) Calcular la variación de entropia en un proceso isotèrmico, (c) Demostrar que 
es independiente de v. 

'-4 La ecuación de energia de una sustancia viene dada por u = aT 2 v, en donde 
i es una constante, (a) <-Qué información puede deducirse de la entropia de la sus- 
ancia? (b) éQué limitaciones tiene la ecuación de estado de la sustancia? (c) ,-Qué 
ilras mediciones pueden realizarse para determinar la entropia y la ecuación de 
■stado? 

"5 La ecuación de estado de una sustancia se expresa por (P + b)v=RT. <;Qué 
nformación puede deducirse respecto de la entropia, la energia interna y la en- 
alpia de la sustancia? iQué otras mediciones experimentales deberian realizarse 
)ara determinar todas las propiedades de la sustancia? 

i-6 Una sustancia cumple las propiedades (du/dv) T = 0 y (dh/dP) T = 0. (a) Demos- 
rar que la ecuación de estado debe ser T = APv, en donde A es una ‘constante, 
b) iQué información adicional es necesaria para especificar la entropia de la sus- 
ancia? 


Constantin Carathéodory, matemàtico griego (1873-1930). 
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6-7 Expresar (dh/dv) T en forma normal por: (a) el mètodo utilizado para deducir 
la ecuación (6-21) y (b) el mètodo deducido por Bridgman. (c) Determinar el valor 
de (dh/dv) T para un gas ideal. 

6-8 Demostrar que T \~—| = -— 

\dTJh 1 - pr 

idT\ (3T\ v 

6-9 Demostrar que I — I — I — I --. 

\3P/h \3P/s c P 

6-10 Deducir: (a) ecuación (6-21), (b) ecuación (6-27), (c) ecuación (6-28) y (d) ecua¬ 
ción (6-29). 

6-11 Deducir la ecuación (6-27) por el mètodo de Bridgman. 

6-12 Deducir la ecuación (6-12) (relación c p — c 0 ) a partir de las ecuaciones T ds. 
6-13 Demostrar que la diferencia entre las compresibilidades isotèrmica y adia¬ 
bàtica es 

__ TP 2 v 

Cp 

6-14 Demostrar que (3 h/dv), = yU- 

6-15 ^Puede determinarse la ecuación de estado de una sustancia y el- valor de 
c t> en función de T si s(P, T) y h{P, T) son conocidos? Si no es asi, dqué informa¬ 
ción adicional se necesita? 

6-16 Hill y Lounasmaa afirman que todas las propiedades termodinàmicas del 
hello liquido pueden calcularse en el intervalo de temperaturas 3 a 20 K y hasta 
100 atm de presión a partir de las mediciones de c„, ( dP/dT\ y P en función de T 
para diversas densidades del helio. (a) Demostrar que son correctas, deduciendo las 
expresiones de u, s y h en función de las magnitudes determinadas experimental- 
mente. (b) <;Cuàles de las mediciones no son absolutamente necesarias para la es- 
pecificación completa de todas las propiedades del He 4 en el intervalo dado de tem¬ 
peraturas y presiones dado? Razonar la respuesta. 

6-17 Utilizar los datos de las figs. 6-1 (a) y 6-l(b) para calcular la variación de en¬ 
tropia de IO- 3 kilomoles de He 4 que tiene lugar cuando su temperatura y densidad 
reducida varian respectivamente de 6 K y 2,2 a 12 K y 2,6. 

6-18 (a) Deducir las ecuaciones (6-45) y (6-46). (b) Deducir las expresiones de h(T, v) 
y h(P, v) para un gas ideal. 

6-19 Supongamos que c p en un gas ideal viene dado por c p = a + bT, en donde a 
y b son constantes. (a) <;Cuàl es la expresión de c„ para este gas? (b) Utilizar la 
expresión de c p en las ecuaciones (6-41) y (6-42) para obtener las expresiones de la 
entropia y entalpia especificas de un gas ideal en función de los valores correspon- 
dienles a un estado de referencia. (c) Deducir una expresión para la energia interna 
de un gas ideal. 

6-20 Un kilomol de un gas ideal experimenta un proceso de expansión libre en 
el cual la presión pasa de 4 atm a 1 atm. La temperatura inicial del gas es 50°C. 
U>) cQué trabajo bubiera realizado el gas ideal de haberse expandido reversible- 
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mente basta el mismo estado final a temperatura constante? (b) éCuàl es el incie- 
mento dè entropia del universo corno resultado del proceso de expansión libre? 

6-21 Demostrar que la entalpia especifica de un gas de van der Waals viene dada 
por c v T — 2a/v — RTv/(v — b) + constante. 

6-22 Se aumenta la presión sobre un trozo de cobre a la temperatura de 0°C, iso¬ 
tèrmica y reversiblemente, desde 1 atm a 1000 atm. Suponer que fi, k y p son cons- 
tantes e iguales respectivamente a 5 x IO -5 K -1 , 8 X IO- 12 N _1 m 2 y 8,9 x IO 3 kg m 3 . 
Caìcular: (a) el trabajo realizado sobre el cobre por kilogramo, (b) el calor desa- 
rrollado, (c) iqué conclusión se extrae del hecho que el calor que se desprende es 
mayor que el trabajo que se le entrega?, (d) tcuàl seria el ascenso de temperatura 
del cobre, si la compresión fuera adiabàtica en vez de isotèrmica? Explicar las apro- 
ximaciones realizadas. 

6-23 Para un solido cuya ecuación de estado viene dada por la ecuación (6-55) y 
para el cual c P y c v son independientes de T, demostrar que la energia interna 
especifica y la entalpia especifica se expresan por las ecuaciones 


u = c v (T — T 0 ) + 


( 2 f T ° + k- , )è:- P °_ 


( v - v 0 ) + u 0 


h = Cp(T - r 0 ) + v 0 (P - Po) 


1 - PTo - 5 ( p - P o) 


+ V 


6-24 En las figs. 2-16, 2-17, 3-10 y 3-11 se consignan datos sobre el cobre y mer¬ 
curio. èSon suficientes estos datos para determinar todas las propiedades del cobre 
y del mercurio entre 500 y 1000 K? Si es asi, determinar expresiones paia la en¬ 
tropia y la entalpia. Si no, especificar la información necesaria. 

6-25 La tabla siguiente da el volumen de 1 g de agua a diversas tcmpcraturas y 
presión de 1 atm. 


t(°C) V (cm 3 ) 

/(°C) V (cnv 1 ) 

0 1,00013 

2 1,00003 

4 1,00000 

6 1,00003 

10 1,00027 

20 1,00177 

50 1,01207 

75 1,02576 

100 1,04343 


Calculese con la mayor precisión posible, la variación de temperatura cuando la 
presión del agua, en una prensa hidràulica, aumenta reversible y adiabàticamente 
desde la presión de 1 atm a la de 1000 atm. Cuando la temperatura inicial sea: 
(a) 2°C, (b) 4°C, (c) 50°C. Formùlense hipótesìs y efectùense aproximaciones razo- 
nables, indicàndolas. 

6-26 La compresibilidad isotèrmica del agua es 50 x IO” 6 atm” 1 y c,, = 4,18 X 10 
J kg-* K->. Otras propiedades del agua se dan en el problema antcrior. Caìcular el 


k 

i 


( 


i 


i 


trabajo realizado cuando la presión de 1 g de agua en una prensa hidràulica se 
incrementa reversiblemente de 1 atm a 10 000 atm: (a) isotèrmicamente, (b) adia¬ 
bàticamente. (c) Caìcular el calor desarrollado en el proceso isotèrmico. 

6-27 Representar un ciclo de Carnot en el plano h-s para: (a) un gas ideal, (b) un 
gas de van der Waals, (c) un sòlido. Efectuar aproximaciones razonables. (Véanse 
los problemas 6-21 y 6-23 para las expresiones de la entalpia especifica.) 

6-28 Caìcular y p para un gas cuya ecuación de estado viene dada por: (a) 

P(v — b) = RT y (b) (P + b)v = RT, en donde b es una constante. Suponer que 
c,, y c p son constantes. 

6-29 Suponer que el helio obedece a la ecuación de estado de van der Waals y 

determinar la variación de temperatura que tiene lugar cuando un kilomol de gas 

helio experimenta una expansión de Joule a 20 K a la presión atmosfèrica. El vo¬ 
lumen inicial del helio es 0,12 m 3 . (Consultar las tablas 2-1 y 9-1 para los datos 
necesarios.) Describir las aproximaciones realizadas. 

6-30 Dióxido de carbono a la presión inicial de 100 atm y temperatura de 300 K 
experimenta una expansión adiabàtica libre hasta un volumen final que es 10 veces 
el volumen inicial. Hallar la variación de temperatura y el aumento de entropia, 
suponiendo: (a) que el C0 2 es un gas ideal, (b) que es un gas de van der Waals. 
(Utilizar las tablas 2-1 y 9-1 y realizar aquellas aproximaciones que se consideren 
razonables.) 

6-31 Partiendo de la ecuación de estado de van der Waals, deducir las ecuaciones 
(6-59) y (6-60). 

6-32 Suponiendo que el helio es un gas de van der Waals, caìcular la presión de 
modo que su temperatura de inversión sea 20 K. (Ver la tabla 6-1 para los datos 
necesarios.) 

6-33 El gas belio del problema 6-29 experimenta un proceso de expansión libre. 
Caìcular el coefieienlc de Joule-Thomson para: (a) 20 K y (b) 150 K. (c) Caìcular 
en cada proceso la variación de temperatura del helio si la presión final es 1 atm, 
suponiendo que p es indcpcndicnte de P y T. 

6-34 Caìcular la temperatura màxima de inversión del helio. 

6-35 Demostrar que si P y 0 se cscogen corno variables independientes, la relación 
entro la temperatura termodinàmica T y la temperatura empirica 6 en la escala 
de cualquier termòmetro de gas es 

(IT _ ( Sv/dO 

T ~ v - ( dli/3P) 0 ' 

6-36 (a) Demostrar que en la escala de tcmpcraturas empiricas 6 de cualquier 
termòmetro de gas se cumple 

dT _ ( 3P/d0) v m = (9r/90) f , ^ 

T ~ P - nc v v + pc P 

en donde >; y p son respectivamente los coeficientes de Joule y de Joule-Thomson 
del gas. (b) Demoslrar también que 

clT = (dPjdO) v 
T (Ap ~ c v )(d0/dv)p C 
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PRIMERO Y SEGUNDO PRINCIPICI COMBINADOS 


17 En una sustancia paramagnètica, el trabajo especifico en un proceso rever- 
ale es — 3C dm. (a) Considerar que el estado de la sustancia se define por el 
amento magnètico por unidad de volumen m y cierta temperatura empirica 6. 
mostrar que 


dT (3*I30) a 

T aT — ( du/dm)o‘ ’ | 

) Experimentalmente se encuentra que en un cierto intervalo de variables no 
masiado grande, la relación (X/m) es constante a temperatura constante. (Esto 
: corresponde con la ley de Boyle de un gas, segun la cual PV es constante a 
mperatura constante.) Elegir la relación (X/m) corno propiedad termomètrica X 
definir una temperatura empirica 6 en la forma usuai. Demostrar que la tempe- 
itura termodinàmica T es directamente proporcional a 6 sólo si la energia interna 
es independiente de m a temperatura constante. 

18 (a) Representar en un diagrama T-V-M dos superficies de entropia constante 

ira un gas ideal que obedezca a la ley de Curie, (b) Utilizando las dos superficies 

: la parte (a) junto con dos superficies isotérmicas, representar dos posibles t 

clos de Carnot para este sistema, (c) Deducir la relación entre M y V para pro- 

sos simultàneamente isotérmicos e isoentrópicos. Representar el proceso en el 

ano V-M. 

39 Los estados a y b de la fig. 6-4 pertenecen a una linea de valores x , y.x 2 cons- 
ntes. (a) Demostrar que ambos, a y b, no pueden alcanzarse por procesos isoen- 
ópicos a partir del estado i, probando que el ciclo i-a-b-i viola el cnunciado de 
L'ivìn-Planck del segundo principio. 


U 
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POTENCIALES TERMODINAMICOS 


7-1 FUNCIÓN DE HELMHOLTZ Y FUNCIÓN DE G1BBS 

Ademàs de la energia interna y la entropia de un sistema, se pueden definir 
otras magnitudes utiles que son combinaciones de estas y las variables de 
estado. Una de estas magnitudes, ya introducida, es la entalpia, H, definida 
para un sistema PVT en la forma 

H = U + PV. C 7 " 1 ) 

Otras dos importantes magnitudes son la función de Helmholtz*, F, y la fun- 
ción de Gibbs**, G, que definimos a continuación. 

Segun el primer principio, cuando un sistema realiza un proceso, rever- 
sible o irreversible, entre dos estados de equilibrio, el trabajo W del proceso es 

W = {U 1 - u 2 ) + Q; 

es decir, el trabajo lo realiza en parte el sistema, cuya energia interna dis- 
minuye en (Ui — U 2 ) y, en parte, las fuentes térmicas con las cuales el siste¬ 
ma està en contacto y que proporcionan un flujo de calor de magnitud Q. 

Veamos ahora unas expresiones para el trabajo màximo que puede obte- 
nerse cuando un sistema experimenta un proceso entre dos estados de equili¬ 
brio para el caso especial en que sólo existe flujo de calor de una fuentc a 
una temperatura T y los estados inicial y final se cncucntran a la misma 
temperatura. Segun el principio de aumento de entropia, la suina del incre¬ 
mento de entropia del sistema, (S 2 — Sj), y el de la fucnlc, AS r , es igual o 
mayor que cero: 

(5, - SO + ASn ^ 0. 



, W T < (14 - U0 - T(S r - SO. ( 7 - 2 ) 

__ i. v 

* Herman L. F. Helmholtz, fisico alemàn (1821-1894). 

** Josiah Willard Gibbs, fisico americano (1839-1903). 
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Definiremos una propiedad del sistema llamada función de Helmholtz F, 
mediante la ecuación 

F= U - TS. (7-3) 

Asi, para dos estados de equilibrio a la misma temperatura T, 

(Fi — F0 — (Ui U 2 ) — T(S X — S 2 ), 
y segun la ecuación (7-2), 

W T < (F, - F 2 ). (7-4) 

Es decir, la disminución de la función de Helmholtz de un sistema establece 
un limite superior al trabajo en cualquier proceso que tenga lugar entre dos 
estados de equilibrio a la misma temperatura, durante el cual se produzca 
un flujo de calor procedente de una sola fuente a està temperatura. Si el 
proceso es reversible, la entropia total del sistema, mas la de la fuente, es 
constante, Q = T(S 2 — S,), y 

W T = (14 - U0 - T(S ! - SO = (Fi - F 2 ). (7-5) 

El signo de igualdad se aplica a la ecuación (7-4) y el trabajo es un màximo. 
Si el proceso es irreversible, el trabajo es menor que este màximo. 

Como su disminución es igual a la energia màxima que puede «liberarse» 
en un proccso en forma de trabajo, la magnitud F se denomina a veces 
! energia libre de un sistema. Sin embargo, corno el mismo término se aplica 
también a olia propiedad que definiremos enseguida, usaremos el término 
«función de Helmholtz» para evitar confusiones. Sin embargo, obsérvese que 
aunquo la disminución de la función de Helmholtz de un sistema es igual 
al trabajo màximo que puede obtencrse bajo las condiciones anteriores, la 
energia convertida en trabajo procede sólo en parte del sistema y el resto 
procede del calor extraido de la fuente calòrica. 

La ecuación (7-2) es completamente generai y se aplica a un sistema de 
cualquier naturaleza. El proceso puede ser un cambio de estado o un cam¬ 
bio de fase o una reacción quimica. En generai, el trabajo de un proceso 
elemental se expresa por P dV, màs una suina de términos tales corno — 8 dZ 
o — 3t dM, pero por simplicidad supondremos sólo un término adicional 
que representamos por Y dX. El trabajo total en cualquier proceso finito es, 
por tanto, la suina del trabajo «P dV» y del trabajo «Y dX». Si representa¬ 
mos el primero por W' y el segundo por A, el trabajo en cualquier proceso 
serà W' + A y la ecuación (7-4) se convierte en 


W' T + A r £ (F l - FO. 


(7-6) 
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En un proceso a volumen constante, el trabajo «P dV » sera W — 0 y en 
ese proceso, 

a t.v < (Fi - F 2 ). (7-7) 

La disminución de la función de Helmholtz establece, pues, un limite supe- ; 

rior al trabajo «distinto del P dV» en un proceso a temperatura y volumen 
constantes. Si el proceso es reversible, este trabajo es igual a la disminución ; 
de la función de Helmholtz. Si V y X son ambos constantes, A — 0 y 

0 < (F 1 - F 2 ) 

o sea, 

F 2 <, F v (7-8) 

Es decir, en un proceso a volumen constante, para el cual A = 0 y T es cons¬ 
tante, la función de Helmholtz puede sólo decrecer o, en el limite, perma- 
necer constante. Inversamente, este proceso es sólo posible si F 2 ^.F l . 1 

Consideremos ahora un proceso a presión externa constante P. El Uabajo 
W en dicho proceso es P(V 2 — Fi), y segun la ecuación (7-6), 

a t.p < (Fi ~ F 2 ) + P(V x - V 2 ) 

A t . p < (U x - U 2 ) - T(S l - S. 2 ) -|- P{V X - V 2 ). 

Definiremos una función G llarnada función de Gibbs por la ecuación 



Por tanto, la disminución de la función de Gibbs establece un limite 
superior al trabajo «distinto del P dV» en cualquier proceso que se verifique 
entre dos estados de equilibrio a la misma temperatura y presión. Si el pro¬ 
ceso es reversible, este trabajo es igual a la disminución de la función de 
Gibbs. Como su disminución en lai proceso es igual a la energia màxima que 
puede «liberarse» y utilizarsi: conio trabajo «distinto del P dV», la función 
de Gibbs se ha llamado también energia libre de un sistema, pero corno ya 
indicamos antes, utilizaremos el termino «función de Gibbs» para evitar 
confusiones con la función de Helmholtz. 
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Si en un proceso la variable X es constante o si el ùnico trabajo es del 
tipo «P dV», sera A = 0 y 

Gì < G v ( 7 - 11 ) 

Es decir, en tal proceso la función de Gibbs o permanece constante o dismi- 
nuye. Inversamente, este proceso es sólo posible si G 2 es igual o menor que G x . 

En las secciones 6-7 y 6-8 dedujimos unas expresiones para la entalpia y 
entropia especificas de un gas ideal y de un gas de van der Waals. Utilizando 
las ecuaciones (6-41) y (6-42), la función especifica de Gibbs g = u — Ts + 
+ Pv — h Ts para un gas ideal, seleccionando T y P corno variables inde- 
pendientes, resulta ser 

J ,»T »T 

c P dT - T c P ~ + RT In ~ + h 0 — s 0 T. (7_12) 

r» T P 0 v ' 

Si c P puede considerarse constante, 

g = c P (T - T 0 ) - CpT In + JRT In — — s 0 (T - T 0 ) + g 0 , (7-13) 

J 0 Po 

que puede escribirse de forma mas compacta 

g = RT(\nP + <f>), (7-14) 

en donde 

RT<f> = c P (T - T 0 ) - CpT In — — RT In 7> 0 — s 0 (T - T 0 ) + g 0 . (7 _ 15) 

Obsérvese que </> es función exclusiva de T. 

Vemos que mientras s, u y h son indeterminadas con constantes arbitra- 
rias s 0 , u 0 y h 0 , la función de Gibbs es indeterminada segun una función arbi¬ 
traria lineai de la temperatura, h 0 — s 0 T. 

Se deja corno ejercicio demostrar que la función especifica de Helmholtz 

^ M para un gas ideal, seleccionando T y v corno variables indepen- 
dientes, es 

/ = c„(r - T„) - c v T In I - R T In 2 - s 0 (T - T 0 ) + / 0 . (7 _ I6) 


SEARS — 14 
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Para un gas de van der Waals 


/ = c v(T — T 0 ) — c v T In 


s - KHJ - - r -> + 


(7-17) 


la cual se reduce a la expresión del gas ideal cuando a — b = 0. 


7-2 POTENCIALES TERMODINAMICOS 

Las diferencias entre los valores de las funciones de Helmholtz y Gibbs en 
dos estados próximos de equilibrio de un sistema PVT cerrado* son 


dF=> dU - TdS - SdT, 
dG = dU - TdS - SdT + P dV + VdP. 


Como 


dU — TdS — PdV, 


podemos eliminar dG entre las ecuaciones (7-18) y (7-19), resultando 

dF — -SdT-PdV, 
dG = -SdT + VdP. 

Por otra parte, de la definición de la entalpia, 

dH = TdS + VdP. 


(7-18) 

(7-19) 

(7-20) 


(7-21) 

(7-22) 


(7-23) 


Los coeficientes de las diferenciales de los segundos miembros de las 
cuatro ecuaciones anteriores pueden identificarse con las derivadas parciales 
de la variable situada en el primer miembro. Por ejemplo, considerando U 
en función de S y V, tenemos 


dS + ,/K. 

\dsJv \dV/s 


(7-24) 


Comparando con la ecuación (7-20) resulta ( 3U/dS) v = T y (dU/dV) s — — P. 
Relaciones semejantes pueden cncontrarse para dF, dG y dH. Asi resulta 


(7-25) 


* En un sistema cerrado no hay intercambio de materia con el exterior. 
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(7-26) 

(7-27) 

(7-28) 


Debe recordarse que la intensidad E de un campo electrostàtico es, en 
cada punto, igual al valor negativo del gradiente del potencial </> en dicho 
punto. Asi los componentes de E son 



A Como las propiedacles P, V, T y S pueden expresarse de un modo seme- 
jante en función de las derivadas parciales de U, F, G y H, estas magnitudes 
pueden describirse corno potenciales termo dinàmico s, aunque està denomi- 
nación suele reservarse unicamente a F y G. Sin embargo, para evitar con- 
fusiones respecto a cuàl de estas magnitudes se refiere el termino «potencial 
termodinàmico», utilizaremos F corno función de Helmoltz y G corno función 
de Gibbs. 

Aunque hay rcglas mnemotécnicas para las ecuaciones (7-20) a (7-23), exis- 
te cierta simetria entre estas ecuaciones que puede utilizarse para recor- 
darlas. La diferencial de cada potencial termodinàmico se expresa en función 
de las diferenciales de las «variables caracteristicas» de dicho potencial; 
S y V para el potencial U; T y V para el potencial F; T y P para el poten¬ 
cial G; y S y P para el potencial H. Ademàs, dS y dP siempre aparecen con 
el signo mas y dT y dV con cl sigilo menos. Por otra parte, cada uno de los 
terminos de las expresiones de las diferenciales posee dimensiones de energia. 

Anteriormente indicamos que las propiedades de una sustancia no que- 
dan completamente cspccificadas por su ecuación de estado, sino que ade¬ 
màs se necesita conocer la ecuación de la energia de la sustancia. Sin em¬ 

bargo, supongamos que la expresión de cualquier potencial termodinàmico 
se conoce en función de sus variables caracteristicas. Es decir, supongamos 
que G se conoce en función de S y V o F en función de T y V o G en fun¬ 
ción de T y P o H en función de S y P. En este caso, todas las propiedades 

termodinàmicas pueden obtenerse por derivación del potencial termodinà¬ 
mico y la ecuación que nos expresa este potencial en función de sus varia- 
blcs caracteristicas se denomina ecuación caracteristica de la sustancia. 
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Supongamos, por ejemplo, que la función de Helmholtz F se conoce en 
función de T y V. Segun la segunda de las ecuaciones (7-26), podemos calcu- 
lar P en función de F y T, es decir, la ecuación de estado de la sustancia. 
La entropia S puede deducirse de la primera de estas ecuaciones y de acuerdo 
con la definición de F se tiene la ecuación de la energia. Asi resulta 


P = - 


U = F + TS = F 


i~)- 

\dT/v 


(7-29) 


Del mismo modo, si G se conoce en función de T y P, entonces 


= (—) 

\ dP/r 


S — — 


G + TS = G - ri—) . 

I drJp 


(7-30) 


Las ecuaciones (7-29) y (7-30) se Uaman ecuaciones de Gibbs-Helmholtz. 

Todas las ecuaciones anteriores pueden escribirse para sistemas distintos 
de los PVT. Supongamos, por ejemplo, que el sistema es un alambre tenso 
para el cual el trabajo en un proceso reversible dementai es — 3" dL. Con¬ 
siderando la función de Helmholtz F — U — TS corno una función de T y L, 
lendremos 

(—) = 

\ dur 

La función de Gibbs para el alambre se define por 


G — U — TS - &L, 

cn donde el producto £F L està precedido del signo menos porque el trabajo 
dW es igual a — £F dL. Por tanto, 


L. 
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Las ecuaciones precedentes son las anàlogas a la segunda de las ecuaciones 
(7-26) y (7-27). 

Consideremos ahora un sistema cerrado multivariable, pero limitemos el 
caso a un estado que describiremos por su temperatura T, dos variables ex- 
tensivas X l y X 2 y las correspondientes variables intensivas Yj e Y 2 . El tra¬ 
bajo de un proceso reversible dementai es 

d'W = Y l dX l + Y 2 dX 2 

y la combinación del primero y segundo principios nos da 

dU = T dS - Y, dX x - Y 2 dX 2 . (7-31) 

Como el sistema posee dos ecuaciones de estado, el estado de equilibrio del 
sistema puede considerarse corno función de T y las dos variables extensi- 
vas X, y X 2 o las dos variables intensivas Y, e Y 2 o una variable extensiva X, 
y otra variable intensiva Y 2 . Del mismo modo, estas variables podian repre- 
sentarse por Y, y X 2 . 

Consideremos en primer lugar el estado de un sistema expresado en fun¬ 
ción de T, X, y X 2 . La función de Helmholtz F se define, lo mismo que en 
el caso de un sistema descrito por dos variables independientes, por 


de modo que 


F<= U - TS, 
dF — dU — TdS - SdT 


y eliminando dU entre està ecuación y la (7-31), resulta 
dF = -SdT - Yj dX x - Y 2 dX 2 . 

El coeficiente de cada diferencial del segundo miembro de està ecuación 
es la derivada parcial correspondiente de F, manteniendo constantes las 
otras variables. Asi 


dT/xi.Xt 


dXJr.x 


bf \ 

dxJr.Xi 


(7-32) 


La función de Gibbs del sistema se define por 

G = U - TS + YjXj + Y 2 X 2 . 

Diferenciando està expresión y eliminando diJ mediante la ecuación (7-31), 
resulta 


dG = -SdT + X x f/Yj + X 2 dY 2 . 
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Se deduce, pues, 


5GY 

dT/Yi.Yi 


‘ (S 


dyjT.Yi 


= x 2 . 


(7-33) 


En el caso especial en que Y 2 es la intensidad de un campo de fuerzas 
conservativas (gravitatorio, eléctrico o magnètico), el sistema tiene una ener¬ 
gia E p = Y 2 X 2 , y su energia total E es 

E = U + E v = u + r 2 x 2 . 


Definiremos ahora una nueva función F* en la forma 
F* = E - TS = U - TS + Y 2 X 2 . 


(7-34) 


La función F* = E — TS pucde considerarse corno una función generalizada 
de Helmholtz correspondiente a F = U — TS para un sistema cuya energia 
total es igual a su energia interna solamente. Procediendo del mismo modo 
que antes, resulta 

(—) = -S; = -Yù (z^-j _=+* 2 - (7-35) 

XdTÌxi.Vt xdXjr.Yi \dY 2 /T,Xi 

Se deja conto cjercicio demostrar que si y X 2 son las variables sclec- 
cionadas, resulta la ecuación generalizada de Gibbs-Helmoltz, 


U = F - T 


dT/Xi.Xz 


(7-36) 


La entalpia II se define por 


H = U + Y l X l + Y 2 X 2 


y l'esulta 


= G - 


ac\ 

dT/Yi,Y2 


Si Y 2 es la intensidad de un campo de fuerzas conservativas, 


;) . 

«i,r, 


(7-37) 


(7-38) 


Desde el punto de vista puramente termodinàmico, tenemos la libertad 
de considerar X v y X 2 , 7, e Y 2 o I, y X 2 corno variables independientes, adc- 
màs de T. Posteriormente vcremos que los métodos estadisticos condueen 
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directamentc a expresiones para F, G o F* en función de los paràmetros que 
determinan la energia del sistema. Cuando una de estas propiedades termo- 
dinàmicas es conocida pueden calcularse las restantes. 


7-3 RELACIONES DE MAXWELL 

Teniendo en cuenta que las diferenciales de los potenciales termodinàmicos 
son exactas, puede deducirse una serie de ecuaciones de gran interés llama- 
das relaciones de Maxwell*. En la sección 2-10 indicamos que si 


dz es cxacta cuando 


dz = M(x, y) dx + N(x, y) dy, 


f) = (fi 

oy /x \ ox E 


Aplicando la ecuación (7-39) a las ecuaciones (7-20) a (7-23), tenemos 


(—) = 
\dVJr 

/dS\ = 
\dP/u~ 

/9T\ _ 

l dP/s 


(7-39) 


(7-40) 


(7-41) 


(7-42) 


(7-43) 


Estas ecuaciones son utilcs porque proporcionan expresiones para la varia- 
ción de entropia en función de P, V y T y se denominan relaciones de Maxwell. 
Estas ecuaciones pueden también deducirse del hecho de que las derivadas 
parciales mixtas de U, F, G y II son independientes del orden de derivación. 

Obsérvcse que en cada una de las relaciones de Maxwell el producto cru- 
zado de las diferenciales tiene dimensiones de una energia. La variable inde- 
pendiente.en el denominador de uno de los miembros de una ecuación es la 
constante en el otro miembro. El signo puede justificarse teniendo en cuenta 
la fisica del proceso en un caso simple. Como ejemplo, consideremos la 
ecuación (7-41). Durante una expansión isotèrmica de un gas ideal, debe 
entregarse calor al gas para mantener constante su temperatura. Asi, el 


* James Clerk Maxwell, fisico escocés (1831-1879). 
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segundo miembro de la ecuación (7-41), tiene un valor mayor que cero. A 
volumen constante, el incremento de temperatura de un gas ideal incremen- 
tarà su presión y el primer miembro de la ecuación (7-41) debe ser también 
mayor que cero. 

Las relaciones de Maxwell pueden también expresarse para sistemas que 
poseen ecuaciones de estado que dependen de otras propiedades termodinà- 
micas distintas de P y V. 

7-4 EQUILIBRIO ESTABLE E INESTABLE 

Hasta aqui, se ha supuesto que el «estado de equilibrio» de un sistema implica 
un estado de equilibrio estable. En ciertas circunstancias, un sistema puede 
persistir durante un largo periodo de tiempo en estado de equilibrio metas- 
table, pero eventualmente el sistema se transforma espontàneamente en un 
estado estable. Consideremos ahora la condición necesaria para que un estado 
se encuentre en equilibrio estable. 

Nuestras primeras definiciones respecto a las propiedades de una sustan- 
cia estaban restringidas a estados de equilibrio estable exclusivamente y de 
acuerdo con ellas carccc de senti do hablar de entropia, función de Gibbs, etc., 
de un sistema en estado melastable. Sin embargo, corno una sustancia puede 
permanecer en estado melastable durante un largo periodo de tiempo, sus 
propiedades dircctamente medibles, tales corno la presión y la temperatura, 
pueden detcrminarsc del mismo modo que para un sistema en estado com¬ 
pletamento estable. Simplemente supondremos que la entropia, función de 
Gibbs, etc., eslàn rclacionadas con las propiedades directamente medibles, 
del mismo modo que lo estàn en un equilibrio estable. La hipótesis se justi- 
l'icn por la eorrección de las conclusiones que de ella se deducen. 

La l'ig. 7-1 es un diagrama esquemàtico de la superficie P-V-T que repre- 
sontn Ics estados de equilibrio estable de una sustancia pura. Supongamos 
(ine la sustancia se encuentra originalmente en la fase vapor en el punto a 
y que la temperatura disminuye a presión constante. En ausencia de nucleos 
de condensación, tales corno particulas de polvo o iones, la temperatura puede 
rcducirse considerablemente por debajo de la del punto b, en donde la linea 
isobàrica corta a la linea de saturación sin que aparezca la fase liquida. El 
estado del vapor se representa entonces por el punto c, el cual se encuentra 
por encima de la superficie P-V-T. Si no existen nucleos de condensación pre- 
sentes, permanecerà en este estado durante un largo periodo de tiempo y 
estarà en equilibrio metastable. Se encuentra en equilibrio mecànico y tèrmi¬ 
co, pero no en equilibrio termodinàmico completo. Si se introduco un nùcleo 
de condensación y se mantienèn constantes la temperatura y la presión, el 
vapor se transforma espontàneamente en liquido en el punto /. El vapor en 
el punto c se dice que està sobreenfriado. 


POTENCIALES TERMODINAMICOS 



Fig. 7-1 Superficie P-V-T que representa los estados del equilibrio es¬ 
table para una sustancia pura. 

También puede producirse un vapor sobreenfriado por la expansión adia¬ 
bàtica de un vapor saturado. En tal proceso, el volumen se incrementa y la 
presión y la temperatura decrecen. Si no existen nucleos de condensación, el 
estado del vapor corresponde de nuevo a un punto situado por encima de 
la superficie de equilibrio. Este es el mètodo utilizado para obtener un vapor 
sobreenfriado en la càmara de niebla de Wilson. Cuando una particula ioni- 
zante pasa a través de la càmara, los iones que se producen actuan de nucleos 
de condensación y se forman gotas de liquido a lo largo de su trayectoria. 

La temperatura de un lìquido también puede reducirse por debajo de la 
que corresponde al equilibrio estable con el sòlido y el liquido se denomina 
también sobreenfriado. Asi, cuando un metal fundido en un crisol se enfria 
lentamente, puede permanecer en la fase liquida a temperaturas muy infe- 
riores a la del punto normal de solidificación. La inversa no se cumple: cuan¬ 
do la temperatura de un sòlido se incrementa, la fusión se produce ràpida¬ 
mente en el punto normal de fusión. 

Si la sustancia se encuentra originalmente en la fase liquida en el punto f 
de la fig. 7-1 y la temperatura se incrementa a presión constante, puede ocu- 
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rrir que la fase vapor no aparezca al alcanzar el punto e y el liquido puede 
llevarse al estado representado por el punto d que se encuentra por debajo 
de la superficie de equilibrio. Este es tambicn un estado metastable y se 
dice que el liquido està sobrecalentado*. Una ligera pcrturbación iniciarà el 
proceso de vaporización espontànea y si la presión y la temperatura per- 
manecen constantes, el sistema se transforma en la fase vapor en el punto a. 

En la càmara de burbujas se produce un liquido sobrecalentado (normal¬ 
mente hidrógeno liquido) a causa de la reducción adiabàtica de la presión 
sobre un liquido saturado. Si una partlcula ionizante pasa a través de la 
càmara, se producen iones y sobre ellos se forman pequenas burbujas de 
vapor. 

^Consideremos ahora las condiciones especlficas que determinan cuàl de 
los dos posibles estados de un sistema es el estable. Si un sistema està com¬ 
pletamente aislado de su entorno, el proceso espontàneo de un estado a otro 
sólo podrà tener lugar si la entropia del sistema crece, es decir, si la entropia 
{S v )i en el segundo estado es mayor que la entropia (S^ en el primero. El 
estado final de equilibrio estable es, por tanto, aquél que corresponde a la 
mayor entropia, es decir, (S y ) 2 > ( S v \. 

Sin embargo, muy a menudo, es de interés comparar dos estados de un 
sistema que no està completamente aislado. Supongamos en primcr lugar 
que el volumen del sistema es constante, de modo que el trabajo del proceso 
es nulo y que el sistema està en contacto con una fuente de calor a tempe¬ 
ratura T y deseemos comparar dos estados a està temperatura. Seguir la 
ccuación (7-8), en estas condiciones ocurrirà un proceso espontàneo de un 
estado a otro sólo si la función de Helmholtz del sistema dccrcce. El estado 
final de equilibrio es aquél para el cual la función de Helmholtz es mcnor, 
es decir, {F TìV ) 2 < ( F 7 . iV )j. 

Finalmente, prescindamos de la restricción de la constancia del volumen 
del sistema, pero supongamos que se encuentra sometido a una presión ex- 
terna constante P. El sistema està en contacio con una fuente tèrmica a tem¬ 
peratura T y su presión es P en los estados inicial y final de un proccso. 
Segùn la ecuación (7-11), un proccso espontàneo sólo tendrà lugar bajo estas 
condiciones si la función de Gibbs disminuye. El estado de equilibrio estable 
es aquél para el cual la función de Gibbs es menor, es decir, (G TiP ) 2 < (G^p)^ 

Como corolario de las conclusiones precedentes, si un sistema compieta- 
mente aislado puede existir en màs de un estado de equilibrio estable, la 
entropia S serà la rnisrna en todos ellos. Si un sistema a volumen constante y 
en contacto con una sola fuente de calor puede existir en màs de un es- 


* El termino "sobrecalentado”, tal corno se utiliza aqui, no tiene el misnro signifi- 
cado que cuando se habla de "vapor recalentado” en una màquina alternativa de 
vapor o en una turbina. Véase la sección 8-9. 


tado de equilibrio estable, la función de Helmholtz F serà la misma en todos 
ellos y si un sistema, en contacto con una sola fuente calorifica y con el 
medio extcrior a presión constante puede existir en rnàs de un estado estable, 
la función de Gibbs G serà identica en todos ellos. 

El caso anterior se referia a un sistema cuyo estado inicial era metasta¬ 
ble. Pero admitxamos la posibilidad de asignar valores a la entropia, función 
de Helmholtz, etc., a pesar de que estrictamente hablando estas propiedades 
se definen sólo para estados de equilibrio estable. Por la definición de estado 
con equilibrio estable, corno aquel en que las propiedades del sistema no 
cambiali con el tiempo, es evidente que no puede ocurrir ningun proceso 
espontàneo partiendo de un estado inicial de equilibrio estable. Y no obs- 
tante, tales procesos pueden ocurrir si se modifican algunas de las restric- 
ciones impuestas al sistema. Por cjcmplo, supongamos un sistema encerrado 
por una envoltura adiabàtica rigida, formada por dos partes a distintas tempe- 
raturas separadas por una pared adiabàtica. Cada una de las partes alcanzarà 
un estado de equilibrio estable, pero se encontraràn a temperaturas diferentes. 
La pared adiabàtica que las separa constituye una restricción que impide 
la igualación de las temperaturas. 

Como segundo ejemplo, supongamos que un sistema està en contacto con 
una fuente a temperatura T, pero dividida internamente por una partición. 
Cada porción del sistema contiene un gas, pero las presiones en los lados 
opuestos de la partición son distintos. Ambos gases se encuentran en estado de 
equilibrio y la partición constituye una restricción que evita la igualación de las 
presiones. 

Como torcer ejemplo, supongamos que en los lados opuestos del caso an- 
tcrior exislen dos gases diferentes, ambos a la misma presión. Si se elimina 
la partición, cada gas se difundirà en el otro basta que resuite una mezcla ho- 
inogcnca y la partición constituye una restricción que evita està mezcla. 

Si se qui la ahora la pared adiabàtica del primer ejemplo o la partición 
de los siguicntes dos cjemplos, el estado que resulta inmediatamente des- 
pués, no es ya de equilibrio estable y se producirà un proceso espontàneo 
que conducirà al sistema a un nuevo estado de equilibrio estable Durante el 
proceso, en tanto la temperatura, presión o composición de la mezcla gaseosa 
no es uniforme, el sistema no se encuentra en equilibrio. La entropia, fun¬ 
ción de Helmholtz, etc., carecen de sentido y, por tanto, no poseen valores 
definidos. Sin embargo, si comparamos el estado inicial de equilibrio estable, 
antes de quitar la restricción, con el estado final de equilibrio después de 
quitar la restricción, podràn aplicarse todos los resultados deducidos ante¬ 
riormente en està sección. Asi, en el primer ejemplo, en el cual el sistema 
està completamente aislado, la entropia final es mayor que la inicial. En el se¬ 
gundo ejemplo, si el volumen del sistema se mantiene constante, el valor final 
de la función de Helmhollz es menor que su valor inicial. En el tercer ejemplo, 
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si la presión permanec© constante, el valor final de la función de Gibbs es 
menor que su valor inicial. 

7-5 TRANS1CIONES DE FASE 

Supongamos un sistema formado por las fases liquido y vapor de una sustan- 
cia en equilibrio, a presión P y temperatura T. En la fig. 7-2(a) el volumen 
especifico total del sistema es u,. El nùmero de moles de la fase liquida es 
n" y el nùmero de moles de la fase vapor n"'. El estado del sistema corres- 
ponde al punto fc, de la fig. 7-2(c). En la figura 7-2(b), el volumen especifico 
total del sistema es v 2 y los nùmeros moles de las fases liquido y vapor son, 
respectivamente, n” y n'" El estado del sistema corresponde al punto b 2 de 
la fig. 7-2(c). 


p p 



< a ) (b) (c) 


Fig. 7-2 El equilibrio entre un liquido y su vapor para los dos volù- 
menes molares distintos indicados en (a) y en (b) se representa en la 
porción del diagrama P-v en (c). 

Los estados de las porciones liquido y vapor del sistema indicado en las 
figs. 7-2(a) y 7-2(b) estàn representados en la fig. 7-2(c) por los puntos a y c, 
respectivamente y los estados difieren sólo en los nùmeros relativos de 
moles de liquido y vapor. Si g" y g'" son las funciones especificas de Gibbs 
de las fases liquida y vapor, las funciones de Gibbs de los dos estados son, 
respectivamente, 

Gl = n'ig” + n'/'g"', 

C 2 = nlg” + «"'g'". 

Como el nùmero total de moles del sistema es constante, 


"i + 'il" = ni + ;ù"; 
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y corno ambos estados son estables, 

Gì = G 2 . 

De estas ecuaciones resulta que 

g" = g'"> (7-44) 

es decir, la función especifica de Gibbs tiene el mismo valor en ambas fases. 
El mismo resultado es vàlido para cualquier par de fases en equilibrio. En 
el punto triple, las funciones especificas de Gibbs de las tres fases son iguales. 



Fig. 7-3 Funciones especificas de Gibbs del vapor y del liquido en los 
procesos a-b-c y d-e-f de la fig. 7-1. 

Volvamos ahora a considerar los estados estable y metastable ilustrados 
en la fig. 7-1. La fig. 7-3, con los mismos simbolos de la fig. 7-1, muestra las 
gràficas de las funciones especificas de Gibbs del vapor y liquido en el pro¬ 
ceso a-b-c y d-e-f de la fig. 7-1. Como 



en donde s"' es la entropia especifica de la fase vapor, la curva abc posee una 
pendiente negativa, de magnitud igual a la entropia especifica s”'. Del mismo 
modo, la curva def también posee una pendiente negativa, igual a la entropia 
especifica s" del liquido. La diferencia entre las entropias s"' y s" es igual 
al calor latente de transformación l 2ì dividido por la temperatura T : 
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Como l 2 3 es positivo, s"' > s" y la magnitudi de la pendiente de la curva abc 
es mayor que la de la curva def. Las curvas se cortan cn el punto b,e cn 
donde g" = g"'. 

Los puntos c y / representan dos estados posibles del sistema a la misma 
temperatura y presión, pero la función de Gibbs en el estado c es mayor que 
en el estado /. Ya demostraremos que en un proceso espontàneo entre dos 
estados a igual temperatura y presión, la función de Gibbs debe decrcccr. 
Por tanto, es posible la transición espontànea del estado c al estado /, mien- 
tras que del estado / al estado c no lo es. El estado /, es, por tanto, el estado 
de equilibrio estable, mientras que en c es de equilibrio metastable. 

De igual modo, los estados d y a se encuentran a igual temperatura y pre¬ 
sión, pero la función de Gibbs en d es mayor que en a. El estado a es esta¬ 
ble y el estado d es metastable. 

En los puntos b y e, donde las funciones de Gibbs son iguales, el equi¬ 
librio es neutro. A està temperatura y presión, la sustancia puede existir 
indefinidamente en cualquiera de las dos fases o en ambas. 

Si la sustancia a que se refiere la fig. 7-1 pasa del estado liquido estable 
correspondiente al punto / al estado vapor estable del punto a, segun el pro¬ 
ceso f-e-b-a, que no da lugar a un estado metastable, la curva que representa 
el proceso de la fig. 7-3 consta sólo de los segmentos fe y ba. La transición 
de fase de liquido a vapor en el proceso ab se llama transición de primer 
orden, pues aunque la función especifica de Gibbs en si misma es continua 
a través de la transición, su primera derivada, igual a — s" o — s"', y repi'e- 
sentada por las pedientes de las curvas fe y ba, es discontinua. 

En principio, existen tambièn transiciones de fase, cn las cualcs, tanto la 
función de Gibbs corno su primera derivada son continuas, pero la segunda 
derivada cambia de forma discontinua. En estas transiciones el calor latente 
de transformación es cero y el volumen especifico no cambia cn los sistemas 
PvT. Pero, dado que 


/3V| _ __£/_* 

\ dT/r \dTli> •' T’ 


(7-45) 


el valor de c P debe ser diferente cn las dos fases. Ejemplos de estas transi¬ 
ciones son el proceso liquido-vapor en el punto critico, la transición de un 
superconductor del estado superconductor al estado normal en campo mag¬ 
nètico nulo, las transiciones ferromagnético-paramagnético en un modelo sim- 
ple, las transformaciones orden-desorden, etc. Se han realizado experimentos 
muy cuidadosos, algunos con la precisión de una milionèsima de grado, de la 
transición de fase y parece ser que la unica transición reai de segundo orden 
es la de los superconductores. 


Un ejemplo de un tercer tipo de transición llamado transición lambda 
es el que tiene lugar entre las dos fases liquidas del He 4 , llamadas helio 
j liquido ordinario He I y belio superfluido He II. Està transición puede tener 

lugar en cualquier punto a lo largo de la linea que separa estas dos fases li¬ 
quidas en la fig. 2-13. En la fig. 7-4 se representa c P en función de T para 
las dos fases y la transición toma su nombre de la semejanza de està curva 
? con la forma de la letra griega X, El valor de c P no cambia discontinuamente, 

pero su variación con la temperatura es distinta en las dos fases. 



li Fig. 74 Transición lambda del He 4 liquido. 


7-6 ECUACIÓN DE CLAUSIUS-CLAPEYRON 

La ecuación de Clausius-Clapeyron* es una importante relación que describe 
la forma en que la presión cambia con la temperatura en un sistema for- 
mado por dos fases en equilibrio. Supongamos un liquido y su vapor en 
equilibrio a una presión /' y temperatura T, de modo que en estas condiciones 
g" — g'". A una temperatura T -|- dT, la presión de vapor es P + dP y las fun¬ 
ciones de Gibbs son, respectivameute, g" -I- dg" y g"' + dg"'. Sin embargo, 
j conio el liquido y el vapor esilili en equilibrio a la nuova temperatura y pre- 

1 sión, resulta que los cambios dg" y dg'" son iguales. 

Hemos demostrado que 

ì dg — —sdT+v dP. 


* Benoit-Pierre-Emile Clapeyron, quimico francés (1799-1864). 
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Las variaciones de temperatura y presión son las mismas para las dos fases; 
por tanto, 


o sea, 


s" cIT + v" dP = -s" dT + ri" dP 


(.s- s ") dT = ( v - v") dP. 


Como la diferencia de entropias especificas ( 5 "' — s") es igual al calor 
de vaporización Z 23 dividido por la temperatura T, resulta 


/ 3P \ _ ì 23 

\dT/~ T(v'" - v") 


(7-46) 


que es la ecuación de Clausius-Clapeyron del equilibrio liquido-vapor. Geome¬ 
tricamente hablando, expresa la pendiente de la linea de equilibrio entro las 
fases liquido y vapor en un diagrama P-T, tal corno el de la fig. 2-8(a), cn 
función del calor de transformación, la temperatura y los volumenes espe- 
cificos de las fases. 

Cuando el mismo razonamiento se aplica a las fases sòlido y vapor o sò¬ 
lido y liquido, se obtienen las ecuaciones correspondientes: 


\dT/ 13 


13 T(v"' - ri) 


(dP\ = 

\dTL 


T(v" - ri) 


(7-47) 


Aunque el calor latente de toda transformación varia con la temperatura, 
siempre es positivo (excepto para el He 3 por debajo de 0,3 K), lo mismo que 
la temperatura T. Ademàs, el volumen especifico de la fase vapor es siempre 
mayor que el de la fase liquida o sòlida y las magnitudes ( v — ri') y ( v — ri) 
son siempre positivas. Las pendientes de las curvas de presión de vapor y de 
presión de sublimación son, por tanto, siempre positivas. Sin embargo, el 
volumen especifico de la fase sòlida puede ser mayor o menor que el de la 
fase liquida y, por tanto, la pendiente de la linea de equilibrio sòlido-liquido 
puede ser positiva o negativa. Esto nos explica por qué la superficie P-v-T de 
una sustancia corno el agua, que se dilata al solidificarse, difiere de la co- 
rrespondiente a una sustancia que se contrae. (Véanse las figs. 2-6 y 2-7.) 
El término ( v" — ri) es negativo para las primeras y positivo para las segun- 
das. Por tanto, la superficie de equilibrio sòlido-liquido o su proyección en 
forma de linea en el plano P-T, posee una pendiente decrccienle y negativa para 
una sustancia corno el agua que se dilata y crociente y positiva para loda 
sustancia que se contrae al solidificarse. Las proyecciones de las superficies 
liquido-vapor y sòlido-vapor poseen siempre pendientes positivas. 
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El examen de la fig. 2-10 nos muestra que el hielo I (hielo ordinario) es 
la ùnica forma de la fase sòlida con volumen especifico superior al de la fase 
liquida. Por tanto, la linea de equilibrio entre el hielo I y el agua liquida es 
la ùnica con pendiente decreciente negativa en un diagrama P-T; todas las 
demàs pendientes son crecientes positivas. 

Para variaciones de temperatura y presión no demasiado grandes, los 
calores de transformación y los volùmenes especificos pueden considerarse 
constantes y la pendiente de una linea de equilibrio puede aproximarse por 
el cociente de las variaciones finitas de presión y de temperatura, AP/A77 
Asi, el calor latente a cualquier temperatura, puede determinarse aproxima- 
damente a partir de las mediciones de las presiones de equilibrio a dos tem- 
peraturas próximas si se conocen los volùmenes especificos correspondientes. 
Inversamente, si se conocen la presión de equilibrio y el calor latente a una 
temperatura, puede determinarse la presión a una temperatura, próxima. En 
càlculos de este tipo supondremos usualmente que el vapor se comporta 
corno un gas ideal. 

Para integrar la ecuación de Clausius-Clapeyron y obtener una expresión 
para la presión en función de la temperatura, deben conocerse los calores 
de transformación y los volùmenes especificos en función de la temperatura. 
Este es un problema importante de la quimica fisica, pero no insisteremos 
en el tema; sólo mencionaremos que si las variaciones del calor latente pue¬ 
den despreciarse y una de las fases es vapor, que consideraremos corno un 
gas ideal, y pueden despreciarse los volùmenes especificos del liquido o sò¬ 
lido en comparación con los del vapor, la integración puede realizarse fàcil¬ 
mente. La expresión resultante es 

(dP\ *23 

\dTL T(RTIP) ’ 
dP l 23 dT 
P ~ R T 2 ’ 

In P =-— q. constante. (7-48) 

RT 

La ecuación de Clausius-Clapeyron nos explica también por qué la tem¬ 
peratura del punto triple del agua P 3 = 273,16 K es mas alta que la del 
punto del hielo T h = 273,15 K. Esto parece extrano a primera vista, ya que 
a ambas temperaturas el hielo y el agua estàn en equilibrio. 

La temperatura del punto triple T 3 se define corno aquella temperatura 
para la cual el vapor de agua, el agua liquida y el hielo estàn en equilibrio. 
A està temperatura, la presión de vapor del agua es igual a la presión de 
sublimación del hielo y la presión del sistema es P 3 , que tiene un valor de 
4,58 Tor. El agua en su punto triple se Italia representada en la fig. 2-9(a). 


SEARS —15 
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EL punto del hielo se define corno la temperatura a la cual el hielo puro 
y el agua saturada de aire estàn en equilibrio bajo una presión total de 
1 atm. Existe aire en el espacio por encima del sòlido y del liquido, asi corno 
vapor de agua y el aire està también disuelto en el agua. La presión total P 
es de 1 atm y, por definición, la temperatura es la del punto del hielo T h . 
Por tanto, la temperatura del punto triple y la del punto del hielo difieren 
por dos razones; una es que la presión total es diferente y la otra porque en 
el punto del hielo la fase liquida no es agua pura. 

Si despreciamos el efecto del aire disuelto y determinamos la temperatura 
de equilibrio del hielo y del agua pura al incrementar la presión del punto 
triple al valor de 1 atm, segùn la ecuación (7-47), tenemos para el equilibrio 
liquido-sólido, 


dT 


T(v" — v') 
hi 


dP. 


Las variaciones de temperatura y presión son tan pequenas que podemos 
suponer que todos los términos del coeficiente de dP son constantes. Si T\ 
representa la temperatura de equilibrio del hielo y agua pura, integrando el 
primer miembro entre T } y T\ y el segundo miembro entre P 3 y la presión 
atmosfèrica P, resulta 


T'u-T 3 = 


T(v" - t/) 
hi 


(P - Pi). 


Con tres cifras significativas, T = 273 K, v' = 1,09 X IO -3 m 3 kg -1 , v" = 1,00 X 
IO- 3 m 3 kg" 1 , l n = 3,34 X IO 5 J kg- 1 y P — P 3 = 1,01 X IO 5 N mr 2 . Por tanto. 


T\ — T 3 = —0,0075 K. 


Es decir, la temperatura del punto del hielo T\ es 0,0075 K por debajo de la 
temperatura del punto triple. 

El efecto del aire disuelto es disminuir la temperatura a la cual la fase 
liquida està en equilibrio con el hielo puro a la presión atmosfèrica en 0,0023 K 
por debajo de la temperatura de equilibrio del agua pura. Por tanto, la tem¬ 
peratura del punto del hielo T h es 0,0023 K menor que la de T' h o sea, 
0,0023 + 0,0075 = 0,0098 K por debajo de la correspondiente al punto triple T 3 . 
En resumen, la temperatura del punto triple es 0,0098 K o sea, aproximada- 
mente 0,01 K por encima de la del punto del hielo. Como a la temperatura 
del punto triple se le asigna arbitrariamente el valor exacto de 273,16 K, la tem¬ 
peratura del punto del hielo es aproximadamenle 273,15 K. 


-7-7 TERCER PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA 

El tercer principio de la termodinàmica gobierna al comportamiento de lo 
sistemas que estàn en equilibrio interno cuando su temperatura se aproximi 
al cero absoluto. Su historia se remonta a màs de 100 ahos y tiene su origei 
en los intentos de encontrar la propiedad de un sistema que determina e 
senti do en que tiene lugar una reacción quimica e igualmente importante 
descubrir qué es lo que determina que una reacción no se produzca y e 
sistema se encuentre en equilibrio quimico, asi corno tèrmico y mecànicc 

La exposición completa de este problema nos introduciria demasiado ei 
el campo de la termodinàmica quimica, pero las ideas bàsicas son las si 
guientes. Supongamos que en un recinto a presión constante tiene lugar un; 
reacción quimica y que el recinto està en contado con una fuente a la tem 
peratura T. Sì la temperatura del sistema crece corno resultado de la reac 
ción, habrà un flujo de calor hacia la fuente hasta que la temperatura de 
sistema se reduzca a su valor originai T. En un proceso a presión constante c 
flujo de calor hacia la fuente es igual a la variación de entalpia del sistema 
Si los subindices 1 y 2 se refieren a los estados inicial y final del siste 
ma, antes y después de la reacción, entonces 

A// = // 2 - H x = -Q, ( 7 - 49 ; 

en donde — Q, flujo de calor ccdido por el sistema, es el calor de reacción 
Los componentcs y productos de la reacción seràn naturalmente sustanciat 
quimicas difercntes. Asi, si la reacción es 

Ag + HO ^ AgCl + ‘H 2 , 

//, sera la entalpia de la piata y del àcido clorhidrico y H 2 la entalpia de 
cloruro de piata y del hidrógeno. 

Antes de que se comprendicra bien el segundo principio de la termodinà 
mica, se suponia que lodo el calor generado en un proceso quimico a presiór 
constante podria aprovecharse para realizar trabajo util. Todos los proceso, l 
espontàneos se verificarian en un sentido, de modo que el calor fluyera hacir 
la fuente tèrmica y la velocidad de reacción dependeria del calor de reacción 
Los numerosos experimentos realizados por Thomsen* y Berthelot** demos- 
traron que algunos procesos espontàneos absorben calor durante la reacción 
Por elio, el calor de reacción no puede utilizarse siempre para determinai 
el sentido en que tiene lugar un proceso. 

Partiendo del segundo principio hemos demostrado en la sección 7-4 que 
puede producirse un proceso espontàneo en un sistema mantenido a presión 


* H. P. J. Julius Thomsen, quimico danés (1826-1909). 
** Pierre M. Berthelot, quimico francés (1827-1907). 
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constante y en contacto con una tuente a la temperatura T, si la función de 
Gibbs, y no la entalpia, disminuye. Ambas magnitudes estàn relacionadas 
por la ecuación (7-30), ecuación de Gibbs-Helmholtz. La variación de la fun¬ 
ción de Gibbs se halla relacionada con la variación de entalpia por 


o también, 


Ih - Il 


MG, - G,l\ 

V dT h 


AG = AH + T 


/3AG\ 
l A Tip 


(7-50) 


Asi, la variación de entalpia y la variación de la función de Gibbs son iguales 
sólo cuando T(dAG/dT) P se aproxima a cero. 



Fig. 7-5 Dependencia con la temperatura de la variación de la función 
de Gibbs y de la entalpia en un proccso isobàrico. 


Nernst*, a partir de los resultados de los experimentos de Thomsen y 
Berthelot y de cuidadosos experimentos realizados con pilas galvànicas, ob- 
scrvó que en una reacción el valor de AG generalmente se aproximaba mas 
al de AH al reducir la temperatura, incluso a temperaturas muy elevadas. 
En 1906 Nernst propuso, corno principio generai, que cuando la temperatura 
se aproximaba a cero, no sólo AG y AH se hacen iguales, sino que también 
sus derivadas respecto a la temperatura se aproximan a cero, Es decir, 


(7-51) 


Walter I-I. Nernst, quimico alemàn (1864-1941). 


POTENCIALES TERMODINAMICOS 


229 


En términos geométricos esto significa que las gràficas de AG y AH en fun¬ 
ción de T tienen ambas la misma tangente horizontal para T = 0, corno indica 
la fig. 7-5. 

La primera de las ecuaciones (7-51) puede escribirse en la forma 



Teniendo en cuenta que (3G/dT) P = — S, resulta 


lim (S) — S 2 ) = 0. 

T-* o 


(7-52) 


Éste es el teorema de Nernst, que dice: 

En las proximidades del cero absoluto, todas las reacciones que tienen lugar 
entre sólidos o liquidos en equilibrio termodinàmico se verifican sin cambio 
de entropia. 

Planck, en 1911, introdujo la hipótesis complementaria de que no sólo la 
difcrencia de entropia se anula cuando T -+ 0, sino que: 

La entropia de toda sustancia sòlida o liquida en equilibrio termodinàmico 
en el cero absoluto es nula, 


es decir, 


limS = 0. 

T-> 0 


(7-53) 


Esto se conoce corno tercer principio de la termodinàmica. Por tanto, si la 
temperatura de referencia en la definición termodinàmica de entropia se 
toma en T 0 = 0, la constante arbitraria S 0 = 0 y la función lineai arbitra¬ 
ria de la temperatura que aparece en las expresiones de Gibbs y Helmholtz 
de un gas ideal es cero. 

Si la sustancia se calienta reversiblemente a presión o volumen constante 
desde T — 0 a T — T u su entropia a una temperatura T es 


r dr r T dr 

S(K,T)= C v —, S(P, T) = C P —. (7-54) 

Jo 1 Jo T 

Como la entropia a una temperatura T debe ser finita, las integrales no pue- 
den diverger; y C v y C P deben aproximarse a cero cuando la temperatura se 
aproxima a cero: 


lim Gy — lim Gp — 0. 

r-o p _, 0 


(7-55) 


Dejamos corno ejercicio la demostración de que C P /T = ( dS/dT) P puede real¬ 
mente diverger cuando T se aproxima a 0 K. (Problema 7-29.) 
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E1 teorema de Nernst implica que la variación de entropia es nula en todo 
proceso a 0 K. Por ejemplo, 



(7-56) 


Utilizando las relaciones de Maxwell (sección 7-3), se obtiene 



(7-57) 


y corno V permanece finito cuando T -*■ 0, podemos decir también 


lim/5 = 0. 

T-0 


(7-58) 


Las figs. 3-10 y 2-16, tipicas de todos los sólidos, muestran que, en efecto, 
los calores especificos y los coeficientes de dilatación se aproximan a cero 
cuando T -+Q. Los métodos estadisticos, corno veremos en el capitulo 13, pre- 
dicen que a muy bajas temperaturas los calores especificos tienden a cero. 
También llevan a la expresión de la entropia en el cero absoluto y, en cier- 
tos sistemas, la entropia se anula de acuerdo con la hipótesis de Planck. 

El tercer principio también implica que es imposible reducir la tempera¬ 
tura de un sistema al cero absoluto mediante un nùmero finito de operacio- 
nes, corno veremos a continuación. El mètodo mas eficaz de alcanzar el cero 
absoluto es aislar el sistema del medio exterior y reducir su temperatura por 
debajo de la del medio exterior mediante un proceso adiabàtico en el cual 
el sistema realiza un trabajo a expensas de su energia interna. Consideremos 
un procest» adiabàtico reversible que lleva el sistema del estado 1 al 2 segun 
una trayectoria que modifica una propiedad X y la temperatura T del siste¬ 
ma. De la ecuación (7-54) se deduce qué 



5\(X„ T a ) = S 2 (X h , T„); 
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y por tanto, 


r-c T f Tb c x , 

| —±5 dT = _£? dT. 

*'0 T •'o t 


(7-59) 


Si el proceso continua hasta que T b = 0, corno cada una de las integrales 
es convergente, 




Sin embargo, C Xa es mayor que cero para T a distinto de cero y la ecuación 
(7-59) no puede cumplirse. Por tanto, el cero absoluto de temperaturas no 
puede alcanzarse. Esto se denomina a veces enunciado de inaccesibilidad del 
tercer principio. Matemàticamente se expresa diciendo que 


( dT/dX)- s = 0 para T = 0 K. (7-60) 


En laboratorio se han alcanzado temperaturas de 10~ 3 K. Se han enfriado 
también nucleos de cobre hasta casi IO” 6 K, pero el mal contacto tèrmico 
entre el sistema de spin nuclear y la red cristalina ha impedido que ésta 
alcanzara esas temperaturas tan bajas. 


PROBLEMAS 

7-1 Deducir las ccuaciones (7-16) y (7-17). 

7-2 Dibujar cuidadosamente un ciclo de Carnot de un gas ideal en un diagrama g-s. 
Senalizar cada uno de los procesos e indicar el sentido de recorrido del ciclo si 
se trata de una nràquina frigorifica. Suponer que s es mayor que c p . 

7-3 Demostrar que si F se conoce en función de V y T 



7-4 Utilizar la ecuación (7-16) para deducir: (a) la ecuación de estado, (b) la ecua¬ 
ción de energia, (c) la función de Gibbs y (d) la entalpia de un gas ideal. 

7-5 A partir de la ecuación (7-17) deducir la ecuación de estado y la ecuación de 
energia de un gas de van der Waals. 

7-6 La función especifica de Gibbs de un gas viene dada por 


g = RT In (P/P 0 ) - AP, 
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en donde A es función exclusiva de T. (a) Deducir expresiones para la ecuación de 
estado del gas y su entropia especifica. (b) Deducir expresiones para los restantes 
potenciales termodinàmicos. (c) Deducir expresiones para c p y c v . (d) Deducir 
expresiones para el coeficiente de compresibilidad isotèrmica y el coeficiente de 
dilatación. (e) Deducir una expresión para el coeficiente Joule-Thomson. 

7-7 La función especifica de Gibbs de un gas se representa por 

S ~ ~-KLln O/u 0 ) + Bv, 

en donde B es función exclusiva de T. (a) Demostrar explfcitamente que està forma 
de la función de Gibbs no especifica completamente las propiedades del gas. (b) 
tQué otra informacìón es necesaria para especificar completamente las propiedades 
del gas? 

7-8 cRepresenta la expresión 

f = RT\n (vjv) + CT 2 v, 

en la que C es una constante positiva, una especificación razonable de las propie¬ 
dades de un gas a temperaturas y presiones normales? 

7-9 Deducir las ecuaciones (7-36), (7-37) y (7-38). 

7-10 Sea <I> una propiedad de un sistema representada por la ecuación 


Demostrar que 


y 



7-11 La ecuación (3-6) exprcsa el Irabajo nccesario para alargar un alambre. (a) 
Deducir las expresiones de las diferenciales de los potenciales termodinàmicos. 
(b) Deducir las cuatro relaciones de Maxwell de este sistema, (c) Deducir las ecua¬ 
ciones T dS. 

7-12 (a) Deducir los potenciales termodinàmicos y sus diferenciales exactas para 
un sistema SZT. (b) Deducir las relaciones de Maxwell y (c) las ecuaciones T dS 
del sistema. 

7-13 El trabajo d'W experimentado por un gas paramagnètico en un proceso rc- 
versible, viene dado por la ecuación (6-69). (a) Deducir expresiones para dE, dU, 
dii, dF, dG y dF* en este sistema, (b) Utilizar las expresiones deducidas en (a) 


para obtener las relaciones de Maxwell de este sistema, (c) Escribir las ecuaciones 
T dS de un gas paramagnètico. 

7-14 Dar un ejemplo de un cambio en la restricción impuesta a un sistema que 
cambie sus propiedades si se encuentra: (a) completamente aislado, (b) a tempera¬ 
tura y presión constantes, (c) a temperatura y volumen constantes . 

7-15 Demostrar que la energia interna de un sistema a entropia y volumen cons¬ 
tantes debe decrecer en un proceso espontàneo. 

7-16 Si la función de Gibbs de un sistema debe decrecer durante cualquier proceso 
espontàneo en el cual la temperatura y la presión permanecen constantes, demos¬ 
trar que la entropia de un sistema aislado debe crecer. [ Sugerencia: Demostrar que 
(AG) r p se incrementa en cualquier proceso que incluya una etapa en la cual (A S) v 
disminuye.] 

7-17 Siguiendo el mismo mètodo utilizado en el problema anterior, demostrar que 
si la función de Gibbs de un sistema debe decrecer durante un proceso espontàneo 
a temperatura y presión constante, (a) la función de Helmholtz también debe de¬ 
crecer en todo proceso espontàneo a temperatura y volumen constantes y (b) la 
entalpia debe disminuir en todo proceso espontàneo a presión y entropia constantes. 
7-18 iQué puede afirmarse respecto a la variación de la función de Gibbs durante 
un proceso espontàneo de un sistema completamente aislado? 

7-19 Dibujar cualitativamente en un plano g-P y en un plano g-T las curvas co- 
rrespondientes a las fases de una sustancia que se sublima en lugar de fundirse. 

7-20 Dibujar cualitativamente las curvas que representan las fases sòlida, liquida 
y vapor de agua pura: (a) en el plano g-P para T — — 10°C y (b) en el plano g-T 
para P — 2 atm, de modo que puedan indicarse las transiciones de una fase a otra. 

7-21 Representar las gràficas de g y sus primeras y segundas derivadas en función 
de T y P para: (a) una transición de primer orden y (b) una transición de segundo 
orden. 

7-22 La función especifica de Gibbs de las fases sòlida y liquida de una sustancia 
se representa en la fig. 7-6 en función de la temperatura a una presión constante de 
IO 5 N m~ 2 . A presiones màs elevadas las curvas de g en función de T son paralelas 
a las indicadas. Los volùmenes molares del sòlido y del liquido son, respectiva- ’• 
mente, 0,018 y 0,020 m 3 kilomol- 1 . (a) Representar aproximadamente a escala las 
curvas de g en función de P para las fases sòlida y liquida. Justificar dichas curvas. 
(b) Si un kilomol del liquido se sobreenfria a 280 K y luego se transforma en 
sòlido isotèrmica e isobàricamente a IO 5 N m- 2 , calcular A G, A S, MI, MI y M para 
el sistema y AS para el universo. 

7-23 (a) Calcular la pendiente de la curva de fusión del hielo en (N m~ 2 K~*) en el 
punto de fusión normal. El calor de fusión a està temperatura es 3,34 x IO 5 J kg- 1 
y la variación de volumen especifico en la fusión es de —9,05 xlO- 5 m 3 kg- 1 , (b) El 
hielo a —2°C y presión atmosfèrica se comprime isotèrmicamente. Determinar la 
presión a la cual el hielo se empieza a fundir. (c) Calcular ( dP/ST\ para el hielo 
a — 2°C. (p = 15,7 x IO- 3 K- 1 y K = 120 x IO- 12 m 2 N- 1 .) (d) El hielo a — 2°C y pre¬ 
sión atmosfèrica, se mantiene en un recinto a volumen constante y la temperatura 
crece gradualmente. Determinar la temperatura y presión a la cual comienza a 
fundirse el hielo. Representar este proceso y el de la parte (b) en un diagrama P-T 
conio el do la fig. 2-9(a) y en una superficie P-V-T corno la de la fig. 2-7. Suponer 
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Figura 7-6 



T( K) 

Figura 7-7 


Demostrar que en estos casos la ecuación de Clausius-Clapeyron puede escribirse 
en la forma 


que la curva de fusión y la variación del cambio de presión con la temperatura a 
volumen constante son ambas lineales. 

7-24 Demostrar que en el plano P-V la pendiente de la curva de sublimación cn cl 
punto triple es mayor que la pendiente de la curva de vaporización en el mismo 
punto. 

7-25 La presión de vapor de un sòlido determinado y la de un liquido de la misrna 
sustancia vienen dadas respectivamente por las ecuaciones In P — 0,04 — 6/T y 
In P — 0,03 — 4/T, en donde P se expresa en atmósferas. (a) Determinar la tempera¬ 
tura y la presión del punto triple de està sustancia. (b) Determinar los valorcs de 
los tres calores de transformación en el punto triple. Realizar las aproximacioncs 
adecuadas. 

7-26 En la fig. 7-7 se muestra un diagrama idealizado de la entropia de las fascs 
sòlida y liquida del He 3 en función de la temperatura para la presión de fusión. 
(El He 3 no se licua a la presión atmosfèrica.) El volumen molar del liquido es 
superior al del sòlido en IO- 3 m 3 kilomol- 1 en todo el intervalo de temperaturas. 
(a) Representar detalladamente la gràfica de la curva de fusión en el plano P-T. 
La presión de fusión a 0,3 K es 30 atm. (b) Exponer procesos de solidificación del 
He 3 por debajo de 0,2 K. 

7-27 (a) El He 3 liquido a 0,2 K y presión ligeramente inferior a la de fusión, se 
comprime adiabàticamente hasta una presión algo superior a la de fusión. Uti¬ 
lizar la fig. 7-7 para calcular la variación de temperatura del He 3 . Razonar las 
'aproximacioncs efectuadas. (b) £ Còrno puede utilizarse este efecto corno refrigera- 
dor a bajas temperaturas? 

7-28 En una transición de fase de segundo orden s t = s, o v, = v, para una deter- 
minada presión y temperatura, en donde / e i represcntan las fascs final c inicial. 


‘JP = l C,. f - c ri tlP = fì { - Pi 

dT Tv p, ° clT Kj - K t ' 

respectivamente. [Sugerencia: Comenzar con una relación T dS apropiada.] 

7-29 Un fisico cspecializado en bajas temperaturas desea publicar su resultado ex- 
perimental, segón el cual la capacidad calorifica de un material dieléctrico no mag¬ 
netico entro 0,05 y 0,5 K varia scgun la forma AT 1 / 2 + BT 3 . ^Si usted fuera el editor 
de la revista, aceptaria el trabajo para su publicación? 

7-30 Domasirar que cl enunciado de Planck del torcer principio puede deducirse 
a partir del enunciado de inaccesibilidad del cero absoluto. 

7-31 El enunciado de Planck del tercer principio establece que una superficie 
isoentrópica cubre cl plano T = 0 K. Dcducir la ecuación (7-60) demostrando que 
si està superficie luviera una rama a temperaturas màs elevadas, el calor espc- 
cifico a X constante seria negativo. 

7-32 Un polimero, mantenido a tcnsión constante, se contrae cuando la tempera¬ 
tura aumenta. Dibujar una curva que represente la longitud del polimero en fun¬ 
ción de la temperatura cerca de 0 K y razonar las distintas partes del dibujo. 

7-33 (a) Demostrar que la ley de Curie de una sustancia paramagnètica ideal y 
la ecuación de estado de van der Waals no pueden ser vàlidas cerca de 0 K. (b) 
Demosfrar que no pueden existir transiciones de fase de primer orden a 0 K. 
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238 APLICACIONES DE LA TERMODINAMICA A LOS SISTEMAS SIMPLES. 

8-1 POTENCIAL QUIMICO 

En este capitulo se aplican a algunos sistemas simples los principios termo- 
dinàmicos desarrollados en capitulos anteriores. Comenzaremos por eliminar 
la restricción que consideraba el sistema cerrado e investigaremos còrno se 
modificali las expresiones desarrolladas al admitir que la rnasa entra o sale 
del sistema o es intercambiada por las distintas partes del mismo. 

Supongamos que un recinto de volumen V se divide en dos partes por 
medio de un tabique. A un lado del tabique existen n l moles de un gas ideal 
y al otro lado n 2 moles de un gas ideal distinto, estando ambos a la misma 
temperatura T y presión P. 

Al quitar el tabique, cada gas se difunde en el otro y eventualmente se 
alcanza un nuevo estado de equilibrio, en el cual ambos gases ocupan el 
mismo volumen total* V. Si los gases son ideales, no hay cambio en la tem¬ 
peratura T o en la presión total P. Las presiones parciales finales de los 
gases son p, y p 2l cumpliéndose ademàs, que p 2 + p 2 — P. 

La función inicial de Gibbs del sistema es 

Gì = >hg u + >hg 2i , 

en donde g H y g a son los valores iniciales de la función especifica de Gibbs 
de los gases respectivos. Segun la ecuación (7-14), 

g u = AT(ln P + &). g u = RT(. In P + &), 

en donde </>, y (/> 2 son funciones exclusivas de la temperatura. 

El valor final de la función de Gibbs es 

G, = ’hgif + n 2 g 2f ; 

y corno la presión final de cada gas es su presión parcial p, 

gì/ = RT(\n p 2 + ^i), gì/ — RT{\n p 2 + ^2)- 

Las magnitudes </>, y <j> 2 tienen el mismo valor en los estados inicial y final, 
pues son funciones exclusivas de la temperatura. 

Las fracciones molares x, y x 2 de cada constituyente en el estado final se 
definen en la forma 

»! /!, Ih, Ih, 

x > = — — = - . ** = -f— = — - (H I) 

Il ! + Ih, Il /I, -+• Il o 11 1 
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en donde n — n l + n 2 es el numero total de moles. Como ambos constitu- 
yentes son gases ideales y ambos ocupan el mismo volumen E a la misma 
temperatura T, 



El potencial qmmico p de cada gas en la mezcla se define por 

p = RT(h\P + <f> + In x) 

— ^^(ln p + <f>) 

— g + RT In x, (8-3) 


cn donde g cs la función especifica de Gibbs a la temperatura T y presión 
total P. La función de Gibbs final del sistema es, por tanto, 

G f = n 2 p 2 + >t 2 p 2 . 


La variación de la función de Gibbs en el proceso de mezcla es 


G f - G t = «j.0«i - gì) + « 2 (A*a - gì) 

= RT(n 1 In x 2 + n 2 In x 2 ). (8-4) 

La cxpresión entro paréntcsis es necesariamente negativa, ya que x x y x 2 son 
ambas fracciones inferiorcs a la unidad; por tanto, la función de Gibbs dis¬ 
ili in uy e cn el proceso de mezcla irreversible, corno ya demostramos que ocu- 
rria en todo proceso a temperatura y presión constantes. 

Como ejemplo, consideremos un recinto de volumen V dividido en dos 
partes por un tabique de separación. Al lado izquierdo existen 2 kilomoles de 
gas helio y al lado derecho 1 kilomol de gas neon. Ambos gases se hallan a la 
temperatura de 300 K y presión de 1 atm. Al quitar el tabique los gases se difun- 
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den entre si y se alcanza un nuevo estado de equilibrio. La fracción molar de 
cada uno de los gases de la mezcla viene dada por la ecuación (8-1): 

_ _2_2 11 

*He - 2 + 1 “ 3 y * Ne ~ 2 + 1 ~ 3 

y sus presiones parciales son 

Piu = 0,67 atm y p Ne = o,33 atm. 

E1 potencial quimico de cada gas es 

/'He = giu + H 300) In 0,67; /< Nc , = g Ne + R( 300) In 0,33, 

en donde g He y g Ne son las funciones especificas de Gibbs de cada uno de los 
gases a la misma temperatura y presión. E1 potencial quimico de cada consti- 
tuyente del gas es función lineai de la temperatura y depende del logaritmo 
neperiano de la fracción molar de dicho constituyente en el gas. 

La variación de la función de Gibbs en el proceso de mezcla es 

AG — Gj — Gì = RT( 2 In 0,67 + 1 In 0,33), 

= -5 x 10° J. 

La variación de entropia durante el proceso de mezcla puede calcularse a par¬ 
tir de la primera de las ecuaciones (7-27): 

(3AG\ 

AS = - J = - J?( Wl In x 1 + In x 2 ) 

= 2 R 

= 16,6 x IO 3 J K -1 . 

El concepto de potencial quimico se ha introducido a través del ejemplo 
simple de una mezcla de dos gases ideales. Pero el concepto tiene un signi- 
l 'cado mucho mas amplio y es bàsico en muchos problemas de quimica- 
fisica. Es aplicable a soluciones y a gases, a sustancias que pueden reaccio- 
nar quimicamente y a sistemas donde se balla presente mas de una fase. 
En la siguiente sección demostraremos que un sistema està en equilibrio 
quimico cuando el potencial quimico de cada constituyente tiene el mismo 
valor en cada fase. 

La relación generai entre ,u y g para cualquier constituyente de cualquier 
fase tiene la misma forma de la ecuación (8-3): 

R — g + RT In x, 

cn donde x es la fracción molar del constituyente: 
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Si una fase consta de un solo constituyente, jc = 1, In jc = 0 y 

P ~ 8- (8-5) 

En este caso el potencial quimico es igual a la función especifica de Gibbs. 

El problema del equilibrio liquido-vapor tratado en la sección 7-5 es un 
ejemplo. En este caso existe un solo constituyente, y = g, y, corno hemos 
demostrado, las funciones especificas de Gibbs g" y g'" son iguales en el es¬ 
tado de equilibrio estable. 

Si se trata de un sistema formado por una sola sustancia pura el con¬ 
cepto de potencial quimico puede obtenerse de forma distinta. La combina- 
ción del primero y segundo principios para un sistema PVT cerrado nos 
dice que 

dU = TdS - PdV. 

Si consideramos U corno función de S y V, también podemos escribir 



de donde resulta 



( 8 - 6 ) 

(8-7) 


La energia interna U es una propiedad extensiva proporcional al nùmero 
de moles incluidos en el sistema. La ecuación (8-6) exige un sistema cerrado, 
para el cual el nùmero de moles n es constante. Sin embargo, si el sistema 
es abierto, de tal modo que podemos anadir o quitar materia, la energia 
interna se convierte en una función de n, ademàs de S y de V, es decir, 



( 8 - 8 ) 


En el caso especial en que dn — 0, està ecuación se reduce a la (8-7) y, por 
tanto, 




-P. 


(8-9) 


El subindice adicional n de las derivadas parciales simplemente pone de 
manificslo cxplicitamcnte lo que se supone en las ecuaciones (8-7), a saber, 


SEAF1S — 16 
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que en estas ecuaciones n es constante. E1 coeficiente de dn en la ecuación 
(8-8) se define allora corno el potencial qufmico / 1 : 

s (fly <*-“> 

es decir, el potencial quimico representa la variación de energia interna por 
mol de sustancia anadido al sistema en un proceso en el que S y V son 
constantes; la ecuación (8-8) puede, por tanto, escribirse en la forma 

dU — T dS — P dV + /j, chi. (g_q j) 

Està ecuación es la forma generai de la combinación del primero y se- 
gundo principios para un sistema PVT abierto. De un modo mas generai, 
si X representa una variable extensiva correspondiente al volumen V e Y a 
la variable intensiva correspondiente a la presión P, el trabajo de un proceso 
reversible diferencial es Y dX y 

dU = TdS - YdX + fxdn. (8-12) 

El potencial quimico puede también expresarse de otros modos. Si escri- 
bimos la ecuación (8-12) en la forma 

dS — — dU + — dX - - dn 
T T T 

y consideramos S corno función de U, X y n, resulta que las derivadas par- 
ciales de S respecto a U, X y n, mantenendo las otras dos variablcs cons¬ 
tantes, son iguales a los coeficientes de las diferencialcs dU, dX y dii. Poi- 
tanto, 



La diferencia de la función de Helmholtz F - U — TS, entre dos estados 
de equiiibrio próximos, es 

dF= dU - TdS - SdT 


y cuando entre està ecuación y la ecuación (8-12) se elimina dU, tenemos 
para un sistema abierto 


dF= -SdT - YdX -|- fi dn. 
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de donde resulta 


'dF\ 

V dn/T.x 


(8-14) 


De igual modo, la diferencia de la función de Gibbs G — U — TS + YX, 
para un sistema abierto. es 


dG = -SdT + XdY + pàti 


• 

\dn/T.Y 


(8-15) 


(8-16) 


Està ecuación es equivalente a la definición de fi para el caso especial 
expuesto anteriormente en està sección. Para un solo constituyente, G = ng, 
y, por tanto, 


_ /3G\ 

\dn/r.i 


En resumen, tenemos las siguientes expresiones para el potencial quimico: 


_ -t(-) = f—) = (—) 

Xdn/u.x \dn/T.x \dn/T.Y 


8-2 EQUILIBRIO DE FASES Y REGLA DE LAS FASES 

La exposición de la sección anterior para un componente puede extenderse 
fàcilmente al caso de una fase compuesta de k constituyentes. La energia 
interna de la fase es 

U = U(S, V, >h, n» ... , ih), (8-17) 

en donde n, es el nùmero de molcs del constituyente i-ésimo presente en la 
fase. La ecuación (8-8) puede escribirse en la forma 


M-tm dv h - (— 

\dS fV.n \dvjs.n \d»h 


\ónJs.v.H f 


(8-18) 


en donde el subindice n' significa que el nùmero de molcs de todos los cons¬ 
tituyentes es constante, excepto para aquél que aparece en la derivada. 

La ecuación (8-11) puede escribirse en la forma 


dU — TdS — PdV + /<! diij + • • • + p k dn k , 


(8-19) 
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en donde 


( 8 - 20 ) 


La ùltima ecuación define el potencial quimico del constituyente z-ésimo en 
la fase. 

De igual modo, la diferencia de función de Gibbs entre dos estados a igual 
temperatura y presión para un sistema abierto de k constituyentes es 

dG = dU - TdS + PdV. 

Comparando con la ecuación (8-19) resulta 


dG = /q dn 1 + • • • + fi k dn k 


( 8 - 21 ) 


( 8 - 22 ) 


Queda ahora por demostrar que el potencial quimico de un constituyente 
io depende del tamano de la fase, sino que queda determinado por la com- 
rosición relativa, la presión y la temperatura. Consideremos que la fase està 
órmada por dos partes que son iguales en todos los aspectos. Si se anaden 
\n { moles de constituyente i a cada mitad de la fase sin modificar ni la pre- 
iión ni la temperatura de cada una de ellas, la presión y la temperatura y 
>resión de toda la fase no se modifican y puede escribirse para cada mitad 


'ara las dos mitades resulta 


2 AG _ AG 
2 A il, A n.- 


ór tanto, el potencial q es independiente del tamano de la fase. 

Supongamos ahora que tenemos una fase a la temperatura T, presión P 
función de Gibbs G 0 y anadimos cierta cantidad de masa que se encuenlra 
la misma temperatura y presión. De acuerdo con lo anterior, podemos es¬ 
ibir ahora la ecuación (8-21) corno 


G — G„ = /i,h, + • ■ ■ + fi k n k . 


(8-23) 
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Por tanto, resulta igualmente 

U = TS - PV + Wh + ••■'+ Pk n k + G o> 

H = TS + /q«! + • • • + p k n k + G 0 , (8-24) 

F = — PV + /q?Ji + • • • + Fk n k + G o- 

En la sección 7-5 se demostró que si dos fases de una sustancia pura estàn 
en equilibrio a temperatura y presión constantes, la función especifica de 
Gibbs tiene el mismo valor en ambas fases. Con està consideración podemos 
deducir la ecuación de Clausius-Clapeyron. Supongamos ahora el equilibrio 

de un sistema formado por mas de una fase. 

Es evidente que sólo puede existir una fase gaseosa, pues los constitu- 
yentes anadidos a està fase se difundirian hasta obtener una mezcla homo- 
génea. Sin embargo, puede existir mas de una fase liquida, ya que la inmiscibi- 
lidad de ciertos liquidos excluye su homogeneidad. De un modo generai, las 
mezclas de sólidos no son homogéneas, excepto en circunstancias especiales. 
Por ejemplo, una mezcla de limaduras de hierro y azufre o los diferentes 
tipos de hielo, deben considerarse corno fases sólidas distintas. Por otra 
parte, algunas aleaciones metàlicas pueden considerarse corno una sola fase 

sòlida. _ . 

Nuestra observación previa de que la función especifica de Gibbs tiene 

el mismo valor en cada fase del equilibrio entre fases de un solo constitu¬ 
yente requiere modificarse cuando en el sistema està presente màs de un 
constituyente. Consideremos un sistema cerrado formado de n fases y k cons¬ 
tituyentes en equilibrio a temperatura y presión constantes. Como antes, el 
constituyente se designarà por un subindice i — 1, 2, 3, ..., k, y la fase por 
un supraindice (;) = 1, 2, 3, ..., r. Asi, el simbolo ^ representa el potencial 

quimico del constituyente 1 en la fase 2. 

La función de Gibbs del constituyente i en la fase j es igual al producto 
del potencial quimico fxf de dicho constituyente en la fase ; por el nùmero de 
moles n ll) del mismo en dicha fase. La función total de Gibbs de la fase } 
es la suma de todos cstos productos extendidos a todos los constituyen¬ 
tes, es decir, 

f-1 

Finalmente, la función total de Gibbs del sistema completo es igual a la 
stima de todos cstos sumatorios extendidos a todas las fases del sistema y 
puede escribirse en la forma 

/—7T i=k 

g = 2 2/W’- 


(8-25) 
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Ya hemos visto en la sección 7-1, que la condición necesaria para el equi¬ 
librio estable de un sistema a temperatura y presión constantes, es que la 
función de Gibbs del sistema pase por un minimo. Es decir, cuando compa- 
ramos el estado de equilibrio con un segundo estado a igual temperatura y 
presión, pero que difiera ligeramente del estado de equilibrio, la variación 
primera de la función de Gibbs es cero: dG TP = 0. 

En el segundo estado, los numeros de moles n (jl de cada constituyente en 
cada fase son ligeramente distintos de sus valores de equilibrio. Por tanto, 
corno los potenciales quimicos son constantes a temperatura y presión cons¬ 
tantes, resulta de la ecuación (8-25), 

dG T , P =2 dn™ = 0 , (8-26) 

3 = 11=1 

en donde dn (,) representa la pequena diferencia en el nùmero de moles del 
constituyente ì en la fase j. Desarrollando unos pocos términos en el doble 
sumatorio, resulta 

Ai 1 ’ dn™ + p™ dn™ + • • • + p[ v) dn [”> 

+ Aa 11 dn { 2 xì + ^ dn[ 2) + • ■ ■ + /.i { J ) cln^ 

(8-27) 

+ a,! 0 dn™ + p™ dn™ + ••'•+ /t l k w) dn™ = 0. 

Si todos los diferenciales dn^ de està larga ecuación fueran independien- 
tes, de tal modo que se le pudiera asignar a cada uno cualquier valor arbi¬ 
trario, la ecuación podria satisfacerse sólo si el coeficiente /x^ de cada uno 
fuera cero. Asl, aunque determinàsemos una serie de tal que la suma fue- 
ra cero para una elección arbitraria de las dn (i) està suma no seria cero para 
una elección arbitraria distinta. Sin embargo, la cantidad total de cada cons¬ 
tituyente en todas las fases debe ser constante, pues ninguno de ellos puede 
ser creado, destruido o transformado. La disminución de la cantidad de 
un constituyente en una fase viene acompanada de un incremento de dicho 
constituyente en otras fases. Asi, las diferenciales dn { ’ ] no son independientes, 
sino que 


dn™ 

+ dn™ 

+■ •; 

• • + dn™ 

= 0 , 

dn™ 

+ dn™ 

+ • 1 

• ■ + dn™ 

= 0 , 

dn™ 

-1- dn™ 

+ ' ■ 

' + dn™ 

C=S (). 


(8-28) 
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La solución de la ecuación (8-27) viene rcstringida por las k condiciones ex- 
presadas por estas ecuaciones condicionales. 

Para determinar està solución, el valor de dn w obtenido de cada una de 
las ecuaciones (8-28) se sustituye en la linea corrcspondiente de la ecuación 
(8-27). La primera linea de la ecuación (8-27) toma la forma 

-p{ u (dn[ 2ì + dn™ + • • • + dn™) + a[ 2> dn™ + ■ ■ ■ + p™ dn™, 

que puede escribirse también del modo siguiente: 

{p™ - aÌ' ) ) dn™ + (p™ - a!”) dn™ + • • • + (p™ - p\ x) ) dn™. 

Expresiones semejantes pueden escribirse para cada linea de la ecuación (8-27); 
pero ahora cada una de las dn U) restantes (en las cuales / 7 Ó 1 ) es independiente 
y puede variarse arbitrariamente. A fin de que la ecuación (8-27) tenga solu¬ 
ción para todas las variaciones arbitrarias de estas dn t ’ ) , sus coeficientes deben 
ser iguales a cero. De la primera linea de la ecuación (8-27), resulta 


aì 2) = a 1 u . ^ 


,,<"■> _ ..(0 . 
1 Ai — Ai > 


es decir, el potencial quimico de este constituyente debe tener el mismo valor 
en todas las fases. Si el proceso se repite para todos los constituyentes, se 
obtienc corno rcsultado que el potencial quimico de cada componente tiene 
el mismo valor para todas las fases, es decir, 



Si este es el caso, podemos omitir los supraindices de las ecuaciones an- 
teriores y llamar simplemente /x„ p 2 , etc., a los potenciales quimicos. La pri¬ 
mera linea de la ecuación (8-27) toma la forma 

Ai (dn[ v + dn[ 2) + ■ ■ ■ dn [ nì ) 

la cual, scgun la primera de las ecuaciones condicionales, es igual a cero. 
Lo mismo ocurre con los demas componentes y la ecuación (8-27) se satisface. 
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No es obvio que las ecuaciones (8-29) sean las necesarias, asì corno las sufi- 
cientes. En el apéndice B se da una prueba de elio. Las ecuaciones (8-29) son 
generalizaciones del resultado deducido anteriormente, segun el cual, cuando 
dos o mas fases de un solo componente estàn en equilibrio, el potencial qui- 
mico tiene el mismo valor en todas las fases. 

Supongamos que las fases de un sistema no estàn en equilibrio. La fun- 
ción molar de Gibbs de cada componente no tendrà entonces el mismo valor < 
en cada fase. Por cada componente en el cual exista una diferencia en la 
función molar de Gibbs, existe una tendencia llamada tendencìa de escape 
para escapar espontàneamente de aquella fase en que la función molar de 
Gibbs es mayor hacia aquella donde està función es menor, hasta alcanzar 
el equilibrio entre las fases, es decir, hasta que la función molar de Gibbs 
tiene el mismo valor en todas ellas. Inversamente, la tendencia de escape 
de todos los componentes es la misma en todas las fases cuando el sistema se 
encuentra en equilibrio. 

La regia de las fases, deducida por vez primera por Gibbs, es consecuencia 
lògica de las conclusiones deducidas anteriormente. Consideremos en primer 1 

lugar un sistema heterogéneo en el cual estàn presentes los componentes en 
todas las fases. Las ecuaciones (8-29) que determinan las condiciones del equi¬ 
librio de fases son k(n — 1 ) en nùmero. La composición de cada fase que 
contiene k componentes queda determinada si se conocen k — 1 de ellos, ya 
que la suma de las fracciones molares de todos los componentes de una fase 
debe ser igual a la unidad. Por tanto, para n fases, existe un total de n(k — 1) 
variables, ademàs de la temperatura y la presión, que deben especificarse. 

May, pues, un total de n(k — 1 ) + 2 variables. 

Si el nùmero de variables es igual al nùmero de ecuaciones, aunque no 
podnmos resolver realmente las ecuaciones, la temperatura, la presión y la 
composición de cada fase està determinada. El sistema se llama invariante 
y se diqe que el nùmero de variancias o grados de libertad es cero. 

Si el nùmero de variables es mayor en una unidad al nùmero de ecuacio¬ 
nes, puede asignarse un valor arbitrario a una de las variables y las demàs 
quedan completamente determinadas. El sistema se llama entonces mono- 
variante y el nùmero de variancias o grados de libertad es uno. 

En generai, el nùmero de variancias / se define corno el exceso del nùme¬ 
ro de variables respecto al nùmero de ecuaciones, es decir, 

f= K/C - 1) + 2] - [k( 7T - 1)] 

o sea, 

/= k — 7 r + 2. (Sin reacciones quimicas) (8—30) 

Està ecuación constituye la regia de las fases de Gibbs. 


Como ejemplo, consideremos el agua liquida en equilibrio con su vapoi. 
Hay un solo componente (H 2 0) y k = 1. El nùmero de fases es dos (ir — 2) 
y el nùmero de ecuaciones del equilibrio de fases es 

kirr — 1 ) == L 

Està ùnica ecuación establece simplemente que, corno hemos demostrado 
previamente, el potencial quimico g. tiene el mismo valor en ambas fases. 
El nùmero de variables es 

Tt(k — 1) + 2 = 2 . • 

Estas variables son la temperatura T y la presión P, ya que en ambas fases 
la fracción molar del ùnico componente debe ser igual a 1. La variancia f es, 

pues, 

f = k — 7r + 2= 1, 

lo cual significa que puede asignarse un valor arbitrano a la temperatura T 
o a la presión P, pero no a ambos. (Naturalmente existen limitaciones a estos 
valores arbitrarios, ya que deben hallarse dentro de un internalo en el cual 
el agua liquida y el vapor de agua puedan existir en equilibrio.) Asi, si espe- 
cificamos la temperatura T, la presión P sera forzosamente la presión de 
vapor del agua a està temperatura y no podemos darle cualquier valor ai bi- 
trario. Si hacemos la presión superior a la presión de vapor, mantemendo 
constante la temperatura, todo el vapor se condensarà al estado liquido corno 
indica la isoterma de la fig. 2-9. Y si hacemos la presión inferior a la presión 

de vapor, todo el liquido se evaporarà. 

En el punto triple del agua, las tres fases estàn en equilibrio y n - i. 
Por tanto, k(ir —1) = 2 y existen dos ecuaciones de equilibrio de fases que 
establecen que el potencial quimico en una de las fases es igual a su valor 
en cualquiera de las qtras fases. El nùmero de variables es ir(fc— D + 2 - 2 , 
es decir, igual al nùmero de ecuaciones. El nùmero de grados de libertad es: 

f = k — 7r + 2 = 0 

y el sistema ès, por tanto, invariante. No podemos asignar un valor albi tra¬ 
rio a la temperatura ni a la presión. Cuando un sistema corno la célula del 
punto triple de la fig. 1-3 ha sido preparada en cualquier laboratorio, su 
temperatura es necesariamcnte la del punto triple del agua y su presión 
la de vapor a està temperatura. Por està razón, la temperatura del punto triple 
del agua se ha elegido corno el ùnico punto fijo de la escala de temperaturas 
termodinàmicas; puede reproducirse con precision en cualquier punto y en 
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cualquier momento. Naturalmente, el punto triple de cualquier otra sustan- 
cia pura serviria igualmente, pero se escogió el agua por su universal accesi- 
bilidad en estado puro. 

Fàcilmente se demuestra que si un componente falta en una fase, el nù¬ 
mero de variables y el nùmero de ecuaciones se reducen en una unidad. Por 
tanto, desaparece la restricción originai de que cada componente està pre¬ 
sente en todas las fases y la ecuación (8-30) continùa siendo vàlida. 

Si dentro del sistema tiene lugar una reacción quimica, los componentes 
no son completamente independientes. Supongamos que los cuatro constitu- 
yentes A, B, C y D^xperimentan la reacción 

n A A + n B B^± n c C + n D D, 

en donde las n son los nùmeros de moles de los componentes. En este caso 
tenemos una ecuación independiente adicional, de modo que el nùmero total 
de ecuaciones independientes es k(n —1) + 1. El nùmero de variables es 
n(k —1) + 2, corno antes. Por tanto, el nùmero de grados de libertad es 

/= (/ c _ l)_ 7 r + 2. 

Sin embargo, es posible concebir un sistema en el que puedan tener lugar 
cierto nùmero de reacciones quimicas, en cuyo caso la regia de las fases toma 
la forma màs generai 

/ = (/c — r) — 7T + 2 (con reacciones quimicas), (8-31) 
en donde r es el nùmero de reacciones quimicas rcvcrsiblcs independientes. 

8-3 DEPENDENCIA DE LA PRESIÓN DE VAPOR CON LA PRESIÓN TOTAL 

Como aplicación de los conceptos desarrollados en las ùltimas dos scccioncs, 
consideremos la dependencia de la prcsión de vapor de un liquido con la 
presión total. La fìg. 8-l(a) representa un liquido en equilibrio con su vapor. 
La presión total del sistema es la presión de vapor. Supongamos ahora que 
agregamos un gas indiferente (es decir, un gas que no reacciona quimica- 
mente con el liquido ni con su vapor), representado por los pequenos circu- 
los de la fig. 8-l(b), en el espacio por encima del liquido, incrementando, por 
tanto, la presión total. Se plantea la incògnita de si se modificarà la presión 
de vapor cuando este proceso se realice a temperatura constante. 

Recordemos que el potcncial quimico de la sustancia originai debe tener 
el mismo valor en las fases liquida y gaseosa. Como là fase liquida consta de 
un solo componente, el potencial quimico en està fase es igual a la función 
especifica de Gibbs del liquido: 


// 

P — g ■ 
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La fase gaseosa puede considcrarse corno una mezcla de gases ìdcales y 
podemos utilizar los resultados de la sección 8-1: \ 

//" = RT(ln p + </■), 

en donde //" es el potencial quimico del vapor y p la presión de vapoi. 



. O • • 

. 0 * 0*0 


Fig. 8-1 Liquido en equilibrio con su vapor (a) a la presión de vapor, 

(b) a una presión superior producida por la presencia de un gas inerte. 

Llamemos P a la presión total y supongamos que se anade una pequena 
cantidad adicional del gas inerte, a temperatura constante, incrementando 
la presión iotal de P a P + dP y modificando la presión de vapor de p a p + dp. 
Como cl sistema està lambién en equilibrio a la nueva presión, las vanacio- 
ncs d/i" y dp'" deben sor iguales. Para el liquido, 

dp” = dg" = -j" dT + v" dP = v" dP, 

ya que la temperatura cs constante. Ademàs, corno <j> es función exclusiva de 
la temperatura, 

RT 

dp"' = — dp. 

P 


Por tanto, 


v" dP = RT - 


o sea, 


(8-32; 


Llamemos p 0 a la presión de vapor en la fig. 8-l(a) en ausencia de ga: 
inerte. En este caso, la prcsión total P es igual a p„. Integremos ahon 
la ecuación (8-32) desde oste estado a un estado final en el cual la presici 





252 


APLICACIONES DE LA TERMODINAMICA A LOS SISTEMAS SIMPLES 


de vapor es p y la presión total P. E1 volumen v" puede considerarse cons¬ 
tante, de modo que 

C* cip v" 

Jpo p RT 

ln ft = iT <P “ p,) ' < 8 - 33 > 

Asi resulta, que cuando la presión total P aumenta, la presión de vapor p 
se incrementa también. Es decir, cuanto mayor es la cantidad de gas inerte 
que se le agrega, mas liquido se evapora, al contrario de lo que podria 
esperarse. Sin embargo, la presión parcial de la fase vapor en si misma no 
viene afectada por la adición del gas inerte y sólo la fase liquida acusa 
la presión adicional haciendo que se evapore. 

La variación experimentada por la presión de vapor A p = p — p 0 es muy 
pequena, pues v"/RT es pequeno. Para el agua, v" = 18 x 10~ 3 m 3 kilomol -1 y 
p 0 = 3,6 x IO 3 N m- 2 a 300 K. Si la presión total sobre el agua se incrementa a 
100 atm y el gas inerte no se disuelve en agua, resulta 



y 


p 18 x IO" 3 

n f 0 ~ (8JÌ5 x 10“)(3()Ò) 


(1,01 x IO 7 - 3,6 x IO 3 ) 


Po 


A p 

— = 7,29 x IO" 2 , 
Po 


pues In (1 + x) = x para x 1. 


8-4 TENSIÓN SUPERFICIAL 

Los fenómenos de tensión superficial y capilaridacl pueden explicarse admi- 
tiendo que en la superficie exterior del liquido existe una capa superficial 
del espesor de unas pocas moléculas, cuyas propiedades difieren de las del 
resto de la masa liquida. La pelicula superficial y el resto del liquido pueden 
considerarse corno dos fases de la sustancia en equilibrio, de un modo anà¬ 
logo al equilibrio liquido-vapor. Cuando la forma de una masa determinada 
de liquido se modifica de tal modo que aumenta su àrea superficial, se pro¬ 
duce una transferencia de masa desde el interior del liquido hacia la pelicula 
superficial, del mismo modo que existe una transferencia de liquido a vapor 
cuando el volumen de un cilindro que contiene liquido y vapor se incrementa. 

Se ha comprobado que para mantener constante la temperatura del siste¬ 
ma cuando aumenta su superficie, dcbe suministrarse calor. Definiremos una 
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magnitud A anàloga al calor latente de vaporización, corno el calor summis- 
trado por incremento de unidad de àrea a temperatura constante: 

d 'Q T = XdA T . (3-34) 

Si la pelicula liquida se ha formado sobre un bastidor de alambre corno 
en la fig ? 3-6 la fuerza hacia dentro ejercida sobre el bastidor e mdicada poi 
las flechas córtas, se origina en las capas superficie corno si estuvteran en 
estado de tensión. La fuerza por unidad de longitud del contorno es la ten- 
TnsupermaZ y ya yimos en la sección 3-3 que el trabajo que se real.za 
cuando P el alambre desinante se desplaza una distancia corta dx, dando lugar 
a un incremento dA del àrea de la pelicula, es 

d'W = -odA. 

Aunque el àrea de la pelicula crece, la tensión superficial permanece cons¬ 
tante si la temperatura no se modifica. Es decir, la tensión superficial or 
depende del àrea sino sólo de la temperatura. La pelicula no actua, por tanto, 
ciò uno membiann de caucbo, en la cual la fuerza se Incrementa^al aumem 
. , Cuando el alambre se desliza hacia abajo, nuevas moléculas se 

trasladan del seno del liquido hacia la pelicula. El procesono consce en 
estirar una pelicula de masa constante, sino mas bien en crear un area 
donai de pelicula cuyas propiedades dependen solo de la ‘ 

Fn cambio si la temperatura del sistema se modifica, la tensión s p 
fidai cambia ksi la tensión superficial es anàloga a la presión de vapor, que 
permanece constante para dos fases en equilibrio si la temperatura es cons¬ 
tante pero que varia al modificarse la temperatura. Sm embargo al contrario 
que la presión de vapor, que crece al aumentar la temperatura la tensmn su- 
nerficial disminuye cuando aumenta la temperatura, corno indica la fig. 82, 
y se “nula a. alcanzar la temperatura critica, a la cual las propiedades del 

en et cual el àrea de um. pelicula 

sunerficial se incrementa en dA T . La cantidad de calor hacia la pelicula es 
d'Q T = A dA T , el trabajo d'W T = - <r dA T y la variación de energia interna, 

que en este caso es energia superficial, es 

dU T = d’Q T - d'W T = (A + cr) dA T . 

Por tanto, 

= /M s x + 

dA T XdAÌT 


(8-35) 
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Temperatura (K) 


Fig. 8-2 Tensión superficial o-, "calor latente" X y energia superficial 
por unidad de àrea U/A para el agua, en función de la temperatura. 


Como el trabajo en un proceso es —a- dA, una pelicula superficial es 
anàloga a un sistema PVT, para el cual el trabajo sea P dV. La tensión su¬ 
perficial cr corresponde a —P y el àrea A al volumen V. Por tanto, podemos 
escribir por analogia con la ecuación (6-9), 

\ dAÌr dT 


en donde (8o-/dT) A ha sido reemplazado por do-/dT, ya que <r es sólo función 
de T. 

De las dos ecuaciones anteriores resulta, 



(8-36) 


que relaciona el «calor latente» X con la tensión superficial a-. La fig. 8-2 tam- 
bién muestra un gràfico de X en función de T. (Como o- es una función ex- 
clusiva de la temperatura, lo mismo ocurre con X.) 

Supongamos que el àrea de la pelicula crece isotèrmicamente desde cero 
hasta A, partiendo de la posición del alambre de la fig. 3-6 en lo alto del 
bastidor y empujàndolo hacia abajo. Como U = 0 cuando A — 0, la energia 
superficial, cuando el àrea es A, resulta ser 



A; 


u = (2 + a)A = 


(8-37) 
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es decir, la energia superficial cs iunción de 7 y de A. Su valoi poi unidad 
de àrea es 

T = a + « = »-t^. 

A iIT 

En la fig. 8-2 se incluye también un gràfico de U/A. Su ordenada para cual- 
quier temperatura es la suma de las ordenadas de las giàficas de X y cr. 

Por analogia con la capacidad calorifica a volumen constante de un sis¬ 
tema PVT, la capacidad calorifica a àrea constante, C A , es 


\BtJa 


Segun la ecuación (8-37), 


y, por tanto, 


da_ _ T c£o_ _ ded 
dT dT 2 dT. 


C, = -AT 


(8-38) 


El calor especifico c A es la capacidad calorifica por unidad de àrea: 

c _ T d~a 

C A dT 2 ■ 

Recordando que la energia interna U y la función F de Helmholtz estàn 
rclacionadas por la ecuación 


U = F - T 


la comparación con la ecuación (8-37) nos dice que la función de Helmholtz, 
para una pelicula superficial, es 

F = a A 

y, por tanto, 


(8-39) 


es decir, la tensión superficial es igual a la función de Helmholtz por unidad 
de àrea. 
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La entropia de la pelicula es 



y la entropia por unidad de àrea 

_ do 
S ~ ~dT' 


(8-40) 


8-5 PRESIÓN DE VAPOR DE UNA GOTA LIQUIDA 

La tensión superficial de una gota liquida hace que la presión dentro de la 
gota exceda a la presión exterior. Como vimos en la sección 8-3, este incre¬ 
mento de la presión da lugar a un incremento de la presión de vapor, efecto 
que tiene un papel importante en la condensación de gotas de liquido a 
partir de un vapor sobreenfriado. 

Consideremos una gota esférica de liquido de radio r en equilibrio con su 
vapor. La fig. 8-3 es la vista de una gota partida por el medio. Las flechas ver- 
ticales representan las fuerzas de tensión superficial sobre la mitad interior de 
la gota, siendo 2rr rcr la fuerza total hacia arriba. 



Fig. 8-3 Fuerzas de tensión superficial en una gota esférica. 

Sea Pi la presión interior y P„ la presión exterior. La l'uerza resultante bacia 
abajo en la mitad inferior de la gota deluda a eslas presiones es 
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y para el equilibrio mecànico, 

(Pi - Pò^r* = 277Tcr 

o sea, 



r 


Li presión P, en el liquido excede, por tanto, a la presión exterior P. en 
2 „/r. Cuanto mas pequeno es el radio de la gota, mayor es la dtferencta 

Pre En n il equilibrio termodinàmico completo, la presión P. debe ser igual a 
,a presi 7 vapor p. U.ilicemos la ecpación (8-33) para determmar la pre- 
sión de vapor p que sera mayor que la presión de vapor p, en una super t 
pia Enla emlión (8-33) e, simbolo P represen.aba la pres.ou «a de 
liquido, que en el presente problema es la pres.cn P = P,, + 2e/r -p + 2 , . 
pucs Pe = p cuando el sistema està en equilibrio. Por tanto, 



v" 

RT 


x 2cf 

(p “ Po) + — • 


Fn todos los casos de interés, la diferencia (p-Po) entre la presión de 
vapor reai p y la presión de vapor p 0 en una superficie plana, es pequena 
comparada con 2cr /r y puede despreciarse. Por tanto, 


o sea, 


p 2ov" 

In — == — 

Po rRT 

_ 2 ov" 

RT In (pip 0 ) 


(8-41) 


V una gota liquida de este radio estarà en equilibrio con su vapor a una pre- 
cjón p S = p Sin embargo, el equilibrio no es estable. Supongamos que por 
IpoAcióu àleàtorin de unas pocas molécnlas disminuye el rad» oe la g«a. 
La presión de vapor p se incrementa y si la presión reai P e del vapor no cani 
Harn, là”rimera P exc P edena a la segnnda, El sistema no, «tarm rm equtbbr, 
termodinàmico y la gota continuarla evaporandose. Por otra parte, e 
condensai unas pois molécnlas de vapor sobre la gota, su rad,o aumenta- 
ria la presión de vapor dismi,miria, la presión reai del vapor exceder.a a la 
presión de vapor y la gota continuarla creciendo. 

la dislinción entro «presión de vapor p» y «presión reai P 0 del P 
puede ser confusa. T.a segmida, />,„ representa la presimi rcal ejercida por 


SEARS — IT 
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vapor que rodea a la gota. La primera, p, es el valor particular que la «presión 
P e del vapor» debe poseer para alcanzar el equilibrio termodinàmico. 

Para el agua a 300 K, o- c* 70 x IO- 3 N m- 1 , p 0 — 21 Tor = 3,6 x IO 3 N m- 2 y 
v" =» 18 X IO- 3 m 3 kilomol-'. Resulta que la presión P e del vapor de agua pucde 
incrementarse por lo menos a 5 veces la presión de vapor p 0 sobre una super¬ 
ficie plana antes de que las gotas del liquido comiencen a formarse. Haciendo 
P/Po = 5 obtenemos de los valores anteriores que 

x 10~ 10 m cs: 6 x IO -8 cm. 

Una gota de este radio contiene sólo unas 12 moléculas y, por tanto, es 
discutible hablar con propiedad de ella corno de una esfera con radio defi- 
nido y tensión superficial. Sin embargo, si un grupo de este nùmero de mo¬ 
léculas se formase en el vapor, seguirla creciendo una vez formado. 

8-6 PILA VOLTAICA REVERSIBLE 

En la sección 3-3 vimos que cuando una carga dZ circula por una pila vol¬ 
taica de fem <5, el trabajo es 

d'W = -S dZ. 

Si existen productos de reacción gaseosos, debe incluirse también en el 
trabajo P dV, pero, en generai, despreciaremos los cambios de volumen y 
trataremos la pila corno un sistema <SZT, correspondiente a un sistema PVT. 
También supondremos, lo que es pràcticamente cierto en muchas pilas, que 
la fem cs l'unción exclusiva de la temperatura, de modo que 

!M\ = dj? 

\dT/z dT' 

Teda pila reai posee una resistencia interna R, de modo que al paso de la 
con iente se realiza un trabajo disipativo dentro de la pila de valor PR. Su- 
pongamos que los terminales de una pila estàn concctados a un potencióine- 
tro. Si la tensión en el potenciómetro se hace exactamente igual a la fem de 
la pila, la corriente en ésta sera nula. Haciendo la tensión ligeramente mayor 
o menor que la fem, la reacción en la pila sera en uno u otro sentido. Ademàs, 
corno el trabajo disipativo es proporcional al cuadrado de la intensidad de la 
corriente mientras que el trabajo eléctrico es proporcional a la primera po- 
tencia, el primero puede hacerse despreciable haciendo la corriente muy pe- 
quena. Por tanto, la pila puede operarse corno un sistema reversible en el 
sentido termodinàmico. 

Se ha visto, sin embargo, que incluso cuando la corriente / es muy pe- 
quena y, por tanto, el efecto calorifico PR despreciable, sigue en la pila un 
flujo de calor positivo o negativo con su cntorno en uri proceso isotermico. 


I 
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Definamos una magnitud y< corno el flujo calorifico por unidad de caiga, de 
modo que en un proceso isotèrmico, 

d'Qr “ V dZ T- 


La variación de energia interna es, por tanto, 


dU T = d'Q T — d'W T = (i/> + S)dZ T 

dU T _ /dU_\ = ^ + § 
dZm \dz)r 


Por analogia con la ecuación (6-9), 


y, por tanto, 


dZ/r dT 




(8-42) 


(8-43) 


(8-44) 


Como <5 es función exclusiva de T, lo mismo ocurre con y>. El flujo de calor 
en un proceso isotèrmico es, por tanto, 


d'Qr = T dz r = ~T-~dZ. 


(8-45) 


Cuando la pila se «dcscarga» y realiza trabajo eléctrico en el circuito al 
cual està concctada, dZ es una magnitud negativa. Por tanto, si la fem se 
incrementa con la temperatura, dS/dT es positivo, d'Qr positivo y se pro¬ 
duce un riujo de calor bacia la pila que procede del medio exterior. Por otra 
parte, si diS/dT cs negativo, también d'Qr es negativo cuando la pila se des- 
carga y la pila cede calor incluso en ausencia del calentamiento PR. 

El trabajo isotèrmico es 

d'W T = —dU T + d'Q T . 


Asi, si d'Qr «s positivo, el trabajo es superici' a la disminución de energia 
interna y si d'Qx es negativo, el trabajo es inferior a la disminución de enci- 
gia interna. En el primer caso la pila absorbe calor del medio exterior y«lo 
convierte en trabajo». Naturalmente, no se viola el segundo principio, porque 
éste no es el ùnico resultado del proceso. En el segundo caso, una parte de la 
disminución de energia interna aparece corno flujo de calor hacia el medio 
exterior. 
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En un proceso isotèrmico finito, en el que se produce un flujo de carga 
a 7 a través de la pila, el flujo de calor es 

Qr = -T~à Z T , (8-46) 

a l 

el trabajo 

W r = -<f AZ r (8-47) 

y la variación de energia interna. 

AU t = T^)az. (8-48) 

En quimica-fisica la ecuación (8-48) es muy util corno fundamento de un 
mètodo para medir calores de reacción. Como ejempio especifico, la pila 
Danieli* consta de un electrodo de cinc en una solución de sul fato de cinc 
y de un electrodo de cobre en una solución de sulfato de cobre. Cuando la 
pila se descarga, el cinc pasa a la solución y el cobre se deposita sobre el 
electrodo de cobre. El efecto quimico neto es la desaparición del Zn y del 
Cu++ y la aparición del Zn ++ y Cu, de acuerdo con la ecuación 

Zn + Cu H ' ->• Zn H + Cu. 

Haciendo pasar una condente por la pila en sentido opuesto, el proceso 
puede invertirse, es decir, pasar el cobre a la solución y depositarse el cinc. 

La misma reacción quimica puede verificarse de modo puramente quimi¬ 
co, sin tener nada que ver con la pila Danieli. Asi, cuando se agita polvo de 
cinc en una solución de sulfato de cobre, todo el cinc se disuelve (es decir, 
se convierte en iones en la solución) y todos los iones de cobre se convierten 
en àtomos metàlicos, .siempre que las cantidades originales de las dos sus- 
tancias se elijan apropiadamente. Si el proceso tiene lugar a volumen cons¬ 
tante no se realiza trabajo y el calor liberado es igual a la variación de ener¬ 
gia interna dada por la ecuación (8-48). 

Como la fem puede medirse con mucha precisión (siempre que las dos 
sustancias reaccionantes puedan formar una pila voltaica), el calor de reac¬ 
ción puede determinarse a partir de medicioncs de la fem, asi corno su varia¬ 
ción con la temperatura, con mas precisión que por un experimento directo. 

Por ejemplo, cuando 1 kilomol de cobre y cinc reaccionan directamente a 
273 K, la variación de energia interna mcdida expcrimentalmente por métodos 
calorimétricos es 232 x IO 6 J. Cuando las sustancias se combinan formando una 
pila voltaica a 273 K, la lem obscrvada es 1,0934 V y su variación con la tem- 


* John F. Danieli, quimico inglés (1790-1845). 
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nasi v IO- 3 V K _1 . Como los iones son divalentes, la carga A Z 
STaTa PCZi*. “» f.radays- por Homo., 0 rea. 2 X 2.64, X I0> C Mio- 
mol->. Por tanto, la variación de energia interna resulta ser 

AfJ = 234,8 X IO 6 J kilomol- 1 , 


8-7 RADIACIÓN DEL CUERPO NEGRO 

Los principios de la termodinàmica pueden aplicarse no sólo a las sustancia 
materiales, sino también a la energia radiante incluida dentro de un recm 
vado Si las paredes del recìnto se encuentran a temperatura uniforme y 
el recinto contiene al menos una pequena cantidad de un ab sorbente per¬ 
itelo o cuerpo negro (una sustancia que absorba el 100 % de la energia r 
Se i~ l cualquier longitud de onda) ,a 

del recinto.es una mescla de ondas electromagneticas de dtferentes e " e ® 

v de todas las frecuencias posibles, desde cero hasta infinito. Si en las par 
des del recinto hacemos una abertura, suadentemente peqn™fc 

energia radiante que escapa a su través no fette ap ec.ablemente a U c 0 n 

lenida en el interior, se demuestra expenmentalmente que la velocidad 
Innston de la energia radiante por unidad de superficie es functon esclusiva 
de la temperatura T do las paredes del recinto e independ.ente de su natu- 
raleza de^u volumen V o de su forma. La velocidad de radiacion de la ene 
eia a través de la abertura es proporcional a la energia radiante por uni ac 
de volumen que existe dentro del recinto, o densidad de energia radiante u, 

donde 

U 

u — — . 

V 

Por tanto, llegamos a la conclusión de que la densidad de energia u es 
también función exclusiva de la temperatura T. 

u = u(T). 

Por otra parte, la teoria electromagnética nos dice que si la energia ra¬ 
diante del recinto es isotrópica (la misma en todas direcciones), e 3 erc ® s 
fas pa^des dei recinto una presién f> igual a un lercio de la denstdad de 

energia: 

p = - u. (8-49) 

3 

* Michael Faraday, quimico-fisico inglés (1791-1867). 
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La presión de racliación, igual corno la densidad de energia, es función exclu- 
siva de T y, por tanto, independiente del volumen V. 

Experimentalmente se comprueba que la densidad de energia, la frecuen- 
cia y la temperatura, estàn relacionadas por una ecuación conocida corno 
ley de Planck, segùn la cual, la densidad de energia Au v en un intervalo de 
frecuencias comprendido entre vyv + dvyala temperatura T, se expresa 
por 


Au„ = 


exp (c 2 v/T) — 1 


(8-50) 


en donde c l y c 2 son constantes cuyos valores dependen sólo del sistema de 
unidades empleado. La dependencia de la densidad de energia total con la 
temperatura puede determinarse integrando la ecuación de Planck para todas 
las frecuencias desde cero a infinito, pero los principios termodinàmicos nos 
permiten calcular la -forma de està dependencia sin el conocimiento exacto 
de la ecuación de Planck. Para elio, a partir de la ecuación (6-9) deduci da 
del primero y segundo principios de la termodinàmica, podemos escribir en 
forma extensiva: 


H = T k 

\dV/T \c 


(8-51) 


Como U — \iV, y u es función exclusiva de T, 


(-) = "• 
\dV /t 


Ademàs, corno P y u son ambos funciones exclusivas de T, 


1/ du \ 1 du 
3 \dT/r~ 3 dT' 


(8-52) 


(8-53) 


Por tanto, la ecuación (8-51) se convierte en 


- T — — - u, 
3 dT 3 


dn _ dT 
u ~ ~T ' 
u = oT\ 


(8-54) 


en donde a- cs una consimile. 
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La densidad de energia es, pucs, proporcional a la cuarta potencia de la 
temperatura termodinàmica, hecho que lue descubierto experimentalmente 
por Stefan* antes de que la teoria fuese desarrollada por Planck y que fue 
llamada ley de Stefan o de Stcfun-Boltzinann**. El mejor valor experimcntal 
de la constante o- de Stefan-Boltzmann es 

a = 7,561 x IO -16 J mr 3 K -4 . ( 8 ~ 55 ) 

Segùn las ecuaciones (8-49) y (8-54) la ecuación de estado de la energia 
radiante en un recinto vado es 

P = \ u = l - oT\ (8-56) 

La energia total U en un volumen V es 

U = uV = aVTk ( 8_5? ) 

La capacidad calorìfica a volumen constante V es 

r„ = ì = AoVT\ (8-58) 

' \9 T/v 

Para determinar la entropia imaginemos que la temperatura de las pare- 
des de un recinto a volumen constante crece desde T = 0 hasta 2 T, 
Entonces 

S = f -CydT = ( 4 aVT 2 dT 
J o T J o 

y, por tanto, 

S = - aVT 3 . (8-59) 

3 

La función de Helmholtz es 

4 

F = U - TS = crFT 4 - - crVT* 

F — — - aVT 1 (8-60) 

3 

* Josef Stefan, fisico austriaco (1835-1893). 

** Ludwig Boltzmann, fisico austriaco (1844-1906). 
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La función de Gibbs es 

G = F + PV — — - a VP 1 + - a VP 
y, por tanto, 3 3 

<7=0. (8-61) 

En la sección 13-3 volveremos a tratar de la radiación del cuerpo negro v 
demostraremos corno la ley de Planck y el valor de la constante de Stefan- 
t,e,en “" arse “tadlscicc, y Ics principios Ce 

8-8 TERMODINÀMICA DEL MAGNETISMO 

En la sección 3-3 vimos que en un proceso en el cimi el momento magnètico 
de un sistema paramagnètico varia en dM, el trabajo es 

d'W = -M'dM, 

en donde X es la intensidad del campo magnètico exterior. 

Los sistemas magnéticos de mayor interés en termodinàmica son los cris- 
ales paramagneticos, cuya variación de volumen en un proceso de magne- 
ti/ación puede despreciarse y, para el cimi, el trabajo «P dV» es despreciable 
compai ado con — X dM. Estos cristales poseen una energia interna U, ade- 
nias de una energia potencial magnètica 

E » = (8-62) 

Como se describió en la sección 3-13, la función de energia apropiada es 
poi lauto, la energia total E: 1 1 ’ 


E — U + E v = U — XfM, 
dE = clU - ./ri dM - M dJt. 


(8-63) 


LI primero y segundo principios combinados nos dicen que 


TdS = dU + d’ W= dU - dM. (s _ 64) 

Por tanto, en función de E, 

TdS = dE + M d.X\ (8 _ 65) 

Comparando con la ecuación (7-23), 


TdS = dii - VdP, 


( 8 - 66 ) 
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resulta que la energia total E es la analogia magnètica de la entalpia H de 
un sistema PVT, hasta el extremo de que algunos autores le llaman «entalpia 
magnètica» y la representan por H*. Sin embargo, hay una diferencia im¬ 
portante: La entalpia H de un sistema PVT se define por 

H = U + PV, 

y la energia total E de un sistema magnètico por 

E = U - JfM. 

En està ecuación, el término — XM es la energia potencial del sistema 
en un campo magnètico externo conservativo, que resulta ser una propiedad 
conjunta del sistema y de la fuente del campo, mientras que el producto PV 
no tiene tal significado. Es decir, la correspondencia entre las ecuaciones (8-65) 
y (8-66) es una analogia puramente matemàtica. Sin embargo, corno las ecua¬ 
ciones tienen la misnm forma, podemos deducir todas las ecuaciones en las 
que interviene la entalpia II, reemplazando H por E, V por — M y P por X. 
Asi, la capacidad calorifica a X constante, correspondiente a C P , es 

c ' = (il- 

La capacidad calorifica a M constante, correspondiente a C v , es 

Cj » = (I Ih 

Las ecuaciones T dS, primera y segunda, se convierten en 

T dS = C M dT — T i^)j lM > (8-69) 

T dS = Cj? dT + (8 _ 70) 

En la sección 7-2 hemos definido una función F* correspondiente a la fun¬ 
ción de llelmhollz /' = U — TS, cn la forma 

E* = E- TS. (8 _ 71) 

Por tanto, 

dF* = dE - TdS - .S’ dT, 
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y utilizando la ecuación (8-65), resulta 


Es decir, 


cJF* = -SdT - 



(8-72) 

(8-73) 


Los métodos estadisticos, corno veremos mas addante, llevan directamen- 
te a una expresión de F* en función de T y X. Asi, de la segunda de las 
ecuaciones (8-73), podemos obtener M en función de T y X, que es la 
ecuación de estado magnètica del sistema. La primera ecuación nos da S en 
función de T y X. La energia E se determina entonces por la ecuación (8-71), 


y la energia interna V 


E = F* + TS, 
U = E + /M. 


(8-74) 


Asi pues, todas las propicdades del sistema pueden determinarse a partir 
de la expresión de F* corno función de T y X. 

La dependencia de la entropia con la intensidad del campo magnètico puede 
determinarse por el mètodo utilizado para deducir las relacioncs de Maxwell. 
Aplicando la ecuación (7-39) a la ecuación (8-72) se obtiene 



l’ara una sai paramagnètica que cumpla la ley de Curie, (dM/dT) X <Q t y la 
entropia de la sai paramagnètica decrece al aumentar la intensidad mag¬ 
nètica. 

Al contentar en la sección 7-7 el tercer principio, establecimos que todos 
los proccsos que tienen lugar en un sistema condensado a T = 0 K, se veri- 
fi can sin cambio de entropia. Si estos procesos incluyen el incremento de 
intensidad magnètica en un cristal paramagnètico, se verifica que a T = 0 K, 



(8-76) 


La fig. 8-4 es una gràfica de la entropia de un sistema magnètico en fun¬ 
ción de la temperatura para valorcs de la intensidad aplicada X igual a cero 
y a X { . La ecuación de estas curvas se caleularà en la sección 13-4. 
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T 

t 2 t, 

Fig. 8-4 Dependencia de la entropia de un sistema magnètico de la 
temperatura para X - 0 y para X = X v 

Sustituycndo la ecuación (8-76) en la ecuación (8-75) se obtiene que 
( dM/dT)# = 0 a T = 0. Sin embargo, segun la ley de Curie, 



T 


y (dMjdT)^ se aproxima a infinito cuando T 0. La conclusión es que la 
ley de Curie no cs vàlida para l' = 0 y que a temperaturas muy bajas debe 
tener lugar la transición a un estado magnètico ordenado. 

La producción de bajas temperaturas por desimanación adiabàtica de 
una sai paramagnètica puede cntenderse con ayuda de la fig. 8-4. Suponganros 
que inicialmente la intensidad magnètica es cero y que la temperatura de la 
sai se ha reducido a un valor bajo T x por contacto con un bario de helio 
liquido. El estado del sistema se representa entonces por el punto a. Incre- 
mentenros ahora el campo magnètico isotèrmica y reversiblemente, en el pro¬ 
ceso a-b, hasta un valor X x . En este proceso habrà un flujo de calor de la 
sai bacia el bario de helio. La entropia del sistema disminuirà, mientras que 
su temperatura permanecerà constante a 7). En el proceso isotèrmico a-b, 
en el cual dT = 0, la ecuación (8-70) nos da 

d'Q T = T dS T = 

Para X constante, ( dM/dT)#, es negativo. Luego, corno X crece, d'Q T es nega¬ 
tivo y bay Iransfcroncia de calor del sistema al exterior. 
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E1 siguiente paso consiste en aislar tèrmicamente el sistema de su medio 
exterior y realizar el proceso adiabàtico reversible b-c, en el cual, el campo 
magnètico se reduce a cero, mientras la entropia permanece constante. La 
temperatura final T 2 , segun la fig. 8-4, es evidentemente menor que la ini- 
cial r,. En este proceso, corno dS = 0, la ecuación (8-70) se convierte en 


clT s 



dM\ 

btL 


ilJP 


s> 


y corno ( BMjdT) jr y dJf s son arnbos negativos, dT s es también negativo. De 
està forma se han alcanzado temperaturas próximas a 1(E 3 K. 

Los procesos a-b y b-c de la fig. 8-4 son exactamente anàlogos a aquéllos 
en los cuales un gas se comprime primero isotèrmica y reversiblemente y 
después se expande hasta su volumen originai, reversible y adiabàticamente. 
La disminución de temperatura en la expansión adiabàtica correspondc al 
descenso de temperatura de T t a T 2 en el proceso b-c de la fig. 8-4. 

El procèso b-c de la fig. 8-4 se dcscribe comùnmente conio «desima- 
nación adiabàtica reversible» o conto «desintanación isoentrópica». Supon- 
gamos, sin embargo, que tal proceso se realiza en un intervalo de tempera¬ 
tura en el cual C, u es despreciable, de modo que 


Or = 



3Af\ 

dTU 


Entonces, segun la ecuación (8-70), en un proceso isoentrópico con dS = 0, 


y 



3M\ 

3 tL 


dT s 



dM\ 

3 tL 


djr 


s 


dT s _ dW s 
T ~ T/f 



constante. 


(8-77) 


La relación X IT es, por tanto, constante en el proceso isoentrópico, en el 
cual el campo magnètico se reduce de X t a cero. Luogo, conto el momento 
magnètico M es función de X/T, en oste proceso es constante también y la 
e.xpresión «desintanación» resulla inapropiada. 

Supongamos una serie de desimanaciones isotèrmicas desde X = 0 basta 
X — X j, representadas por las b'neas verticales de la fig. 8-5, scguidas cada 
una de elìas de desimanaciones adiabàticas representadas por las b'neas 
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PRIA /cabrar 1» cadati £ 

cede en ellas el cristal, se requiert - dificiles experimen- 

baia», de modo qua lo. procesos “ ° s obscrvari cn la" fig. 8-5 

talmente a madida qua la temperatura dccrccc. se * = 0 a 

que lodo proteso de desimanac.on I plo del enuneiado da 

una lampara.,ma por eterna do T = (A Este esjnjqe P ^ 

inaeccsibilidad del torcer pimc.pi . ’J cero '.bsoluto de lemperam- 

tfxrzzzz p——- ei — 

dado de inaeccsibilidad del torcer principio. 

8 . 9 APLICACIONES A LA ca lor en trabajo» ha intrigado al 
El proposito de «convelli )S El crédito de algunas de las con- 

bontbre desde los tiempos nt-s c g m ‘ nàmica es de bido al éxito de està 
tribuciones mas sigmficativas cc^ ^ nuestra civ iii za ción. El ciclo 

conversion, tan im P 0lt J instr ‘ ume nto para la conversión continua de calor 
de fuerza motriz, que es el 1 P nr ; mero v segundo principios, 

en trabajo, represenla .ma aplmaa.^clara del se dedica 

que es siempre cxacta y a vece , motriz durante el cual la 

al anàlisis termodinamico tc un ci de fase Como sustancia de tra- 

de agua, pero .OS principios geueraies 
s on aplicablcs a todas las sustancias semejantes. 
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La fig. 8-6 es un diagrama de la superficie s-P-T para las fases liquido y 
vapor del agua. La superficie recuerda a la P-v-T. Puede dibujarse a escala, 
pues la variación relativa de entropia entre las fases liquido y vapor cs mucho 
menor que la variación relativa de volumen. Las lineas se han trazado sobrc 
la superficie para valores constantes de P, T y s. 



Fig. 8-6 Superficie s-P-T del agua. 

En la fig. 8-6 se consignan los valores numéricos de P, T y s. La unidad de 
presión es 1 kg cm~ 2 , la de energia 1 J y la de masa es 1 kg. Las temperalu- 
ras se expresan en grados Celsius en el eje de temperaturas y la unidad de 
entropia especifica es el J K~L 

La fig. 8-7 està también dibujada a escala, y es la superficie termodi¬ 
nàmica que se obtiene representando verticalmente la entalpia especifica y 
horizontalmente la presión y la entropia especifica. La linea de trazo grueso 
sobre la superficie es el limite de la región liquido-vapor y las lineas de trazo 
fino son lineas de h, s y P constantes. Las lineas isobàricas sobre la super¬ 
ficie tienen una pendiente en cualquier punto igual a la temperatura en dicho 
punto, ya que 
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Fig. 8-7 Superficie h-s-P del agua. 

Por tanto, en la región liquido-vapor, en donde un proceso isobarico rever- 
sible es también isotermico, las isóbaras son lineas rectas de pendiente cons¬ 
tante igual a T. Està pendiente crece a medida que nos aproxnnamos a la 
temperatura critica. 

La fig. 8-8 es una proyección de una porción de la superficie h-s-L en el 
plano h-s y se denomina diagrama de Mollier*. Cubre el intervalo de variables 
que se presentan en la mayor parte de los càlculos de ingenieria. La utilida 
pràclica del diagrama rcside en el hecho de que en cualquier proceso a pie- 
sión constante, tal corno la conversión de agua liquida en vapor de agua 
en la caldera de una màquina de vapor, el flujo de calor es igual a la dife- 
rencia de entalpia h entre los puntos extremos del proceso y està diferencia 
puede leerse directamente en un diagrama de Mollier. 

En nucstras primcras cxplicaciones sobre los eidos de Carnot, se habia su- 
puesto que la sustancia que recorn'a el ciclo no experimentaba cambios de 
fase. Sin embargo, cualquier ciclo reversible formado por dos isotermas y dos 
adiabàticas es un ciclo de Carnot y las àreas sombreadas befg de las figs. 8-9 
representan un ciclo de Carnot operado en la región liquido-vapor. En la 
parte (a) de la figura, el ciclo aparece sobre una superficie P-v-T y proyec- 
tado sobre el plano P-v. En (b) aparece el mismo ciclo sobre la superficie 


* Richard Mollier, ingeniero alemàn (1863-1935). 
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ENTROPIA 10 ! .1 K- 1 


c-4 

vo oò <r' 



ENTROPIA 10' J K ' 


Fig. 8-8 Diagrama de Mollier para el agua. 


s-P-T y proyectado sobre el plano T-s ; en (c) sobre la superficie h-s-P y pro- 
yectado sobre el plano h-s (diagrama de Mollier). 

Partiendo del liquido saturado en el punto b, realicemos en cada uno de 
los diagramas una expansión isotèrmica reversible a la temperatura T 2 hasta 
que el liquido se encuentre completamente vaporizado (punto c). Durante està 
parte del ciclo se extrae el calor q 2 de una fuente tèrmica a la temperatura T 2 . 
La expansión adiabàtica del vapor disminuye la temperatura a T { (punto /). 
Si la sustancia de trabajo es agua, està expansión adiabàtica nos lleva de 
nuovo a la región liquido-vapor. En otras palabras, parte del vapor saturado 
se condensa. (No todas las sustancias se comportali de oste modo. Para olgu- 
nas, la pendiente de la linea adiabàtica es mormr que la conespondientc a la 
linea de saturación y el punto correspondienle a / se encueiilra en la región 
del vapor.) A contiiniación se rcaliza una compresión isotèrmica a la tempe¬ 
ratura T, hasta el esimio representado por el punto g y en ella se cede el 
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calor q y a una fuente. E1 ciclo se completa por compresión adiabàtica al 
punto b, durante el cual, el resto del vapor se condensa y la temperatura se 
incrementa a T 2 . Obsérvese que en el diagrama T-s de la fig. 8-9(b) el ciclo 
de Carnot se proyecta corno un rectàngulo limitado por dos isotermas y dos 
adiabàticas. 

Como las àreas en un diagrama T-s representan el calor absorbido o libe- 
rado, el àrea bcjk de la fig. 8-9(b) representa el calor q 2 absorbido en la ex- 
pansión reversible a la temperatura T 2 , el àrea gfjk el calor q 2 cedido a la 
temperatura T ] y, segun el primer principio, el àrea bcfg representa el tra- 
bajo neto w realizado en el ciclo. El rendimiento tèrmico del ciclo es, por tanto, 

_ w _ àrea bcfg 
q 2 àrea bcjk 

= (T 2 - 71)(5 t - s,) = T 2 - 7j 

T 2 {s 2 Si) T 2 

. corno es logico para todo ciclo de Carnot que opera entre las temperaturas 

t 2 y TV 

En el diagrama de Mollier de la fig. 8-9(c), las adiabàticas reversibles se 
hallan representadas por lineas verticales, y las lineas isotérmicas e isóbaras 
(que son las mismas en la región llquido-vapor), por lineas rectas de pen- 
diente crociente hacia la derecha. Como el calor que fluye al sistema cn 
cualquicr proceso isobàrico reversible es igual al incremento de entalpia del 
sistema, el calor q 2 suministrado en la expansión isotérmica-isobàrica de b a c 
es igual a h,. — h h . El calor cedido en la compresión isotèrmica de f a g 
es lii — El trabaj o neto w realizado en el ciclo es igual a la difercncia entre 
las magnitudes de q 2 y q { . El rendimiento tèrmico es, por tanto, 


w _ h c — Ilo — hf + h„ 

92 !ì c — Ih 


(8-78) 


La ventaja del diagrama de Mollier es que el calor, el trabaj o y el rendi¬ 
miento pueden determinarse a partir de las ordenadas de los puntos del ciclo, 
lo cual es, evidentemente, màs còmodo que rnedir el àrea que debe realizarse 
en un diagrama T-s. Naturalmente, para mayor precisión, los valores de h en 
los puntos b, c, f y g deben tomarse de tablas en lugar de leerlos en un dia¬ 
grama. 

Tanto en la màquina alternativa de vapor conio en la turbina, el agua 
liquida y el vapor de agua pasan esencialmentc por la misina sccuencia de 
estados. La caldera de la fig. 8-10 recibe calor de una l'uente manie' ‘ 1 •> 



Màquina alterna 
tiva o turbina 


Fig. 8-10 Diagrama esquemàtico de los procesos que tienen lugar en 
una màquina alternativa de vapor o en una turbina. 

elevada temperatura por la combustión de un combustible fósil o por un 
reaelor nuclear. En la caldera, el liquido saturado se convierte en vapor sa- 
turado a una temperatura determinada por la presión en està parte del siste¬ 
ma. Està temperatura es muy interior a la de la fuente calorifica. Por ejem- 
plo, si la presión cn la caldera es de 6,9 X IO 6 N m~ 2 , la temperatura es de 
558 K (285 °C), micntras que la temperatura de la llama en un mechero que 
quema combustible puede ser del orden de 2200 K (~ 1930°C). El vapor de 
agua saturado pasa de la caldera al recalentador, donde recibe màs calor de 
la fuente y aumenta su temperatura. El recalentador està conectado directa- 
mente a la caldera, de tal modo que la presión del vapor recalentado no su¬ 
pera la presión de la caldera. En principio, la temperatura del vapor reca¬ 
lentado podria incrementarse hasta que alcanzase la que posee la fuente tèr¬ 
mica, pero existe un limite próximo a los 53«°C (~ 811 K), llamado Umile 
metalurgico, debido al hecho de que por encima de està temperatura los ma- 
teriales utilizados en la conducción del vapor no son suficientemente resis- 
tentes para soportar la alta presión correspondiente. 

El vapor recalentado pasa entonces a la màquina alternativa o turbina, 
donde realiza trabajo mecànico y, al mismo tiempo, experimenta un descenso 
de temperatura y presión. Una porción se suele condensar en està parLe 
del ciclo. La mezcla de liquido y vapor saturado pasa entonces al condcnsa- 
dor, donde se licua cl resto de vapor y cede el calor de la condensación a la 
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fuente fra, que puede ser la atmosfera o agua de refrigeración de un rio 
o del oceano La presión en està parte del sistema viene determinada por la 
emperatura de la fuente fria. E1 liquido condensado pasa entonces a la cal¬ 
dera impulsado por una bomba, completàndose ast el ciclo. 

La màquina alternativa y la turbina sólo difieren en la forma en que toman 
del vapor de agua la energia interna o la convierten en energia mecànica. En 
la prtmera, una masa de vapor de agua dentro de un cilindro se expande 
centra un pistón. En la segunda, el vapor de agua fluye a través de las 
toberas, corno indica la fig. 3-14 y adquiere energia cinètica en el proceso 
El vapor de agua, moviéndose ràpidamente, choca contra los àlabes del rotor 
de la turbina y cede su energia cinètica. El proceso es aproximadamente 
adiabatico en ambos dispositivos, pero no es completamente reversible v nor 
tanto, no es isoentròpico. F 

Observese que en cuanto se refiere al propio ciclo del vapor de agua la 
secuencia de estados es la misma tanto si la fuente tèrmica es un hogar’en 

que se querna un combustible, corno si es un reactor nuclear. 

El ciclo de Rankine es un ciclo reversible que se aproxima mas que cl 
ciclo de Carnot a la secuencia de estados verificada por el liquido y el vapor, 
en una maquina alternativa de vapor o en una turbina. Consideremos pri- 
mero un ciclo en el cual el vapor de agua no està recalentado. Partiendo del 
punto b de la fig. 8-9(c), que corresponde a la caldera de la fig. 8-10, el liquido 
saturado se conviene reversiblemente en vapor saturado a temperatura T 2 y 
presión P 2 (punto c). El vapor se expande entonces reversible y adiabàtica¬ 
mente hasta la presión P, y temperatura J, (punto /). Està etapa corresponde 
al paso del vapor de agua a través de la màquina o turbina. La mezcla de 
vapor y de liquido se condensa ahora completamente a la temperatura T, 
correspondiendo al proceso en el condensador de la fig. 8-10 (punto h). El 
liquido es finalmente comprimido reversible y adiabàticamente a la presión 
de la caldera P 2 (punto a). Està operación la realiza la bomba de la fig 8-10 
Como hemos visto, la temperatura de un liquido aumenta muy poco en una 
compresion adiabatica, de modo que es necesario entregarle calor al liquido 
comprimido; transformación ab en la fig. 8-9(c) para elevar su temperatura 
, ta T 2 ■ En la fig. 8-10 este calentamiento tiene lugar después que el liquido 
se ia myectado dentro de la caldera. En cambio, para que el ciclo pueda scr 
reversible, el calor debiera ser suministrado por una serie de fuenles térmi- 
cas que comprendan temperaturas desde la conespondiente al punto a (lige- 
ramente mayor que J,) hasta T 2 . La temperatura media a la cual se le entrega 
ca or es por lo tanto, menor que 7\, de modo que el ciclo de Rankine, aunque 
reversible, tiene un rendimiento menor que el de Carnet, que toma calor 
unicamente a la temperatura T 2 . 

El rendimiento del ciclo de Rankine puede dclerminarse directamente del 
c ìagiama de Mollici-, fig. 8-9(c), por el mismo mètodo empiendo para el ciclo 
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de Carnot. El calor q 2 se suministra a lo largo de la trayectoria a-b-c y el 
calor q t se cede a lo largo de la trayectoria f-h. Aunque el proceso a-b-c no es 
isotèrmico, sino isobàrico [véase fig. 8-9(a)] y el calor q 2 suministrado es 
igual a la diferencia de entalpia h c — h a . El calor q x cedido es h t — h u y el tra- 
bajo neto w igual a la diferencia entre q 2 y q x . El rendimiento es, por tanto, 


, - " - A - ~ !!> + j» 

K~ K 


(8-79) 


Observamos que, aunque el rendimiento, cuando se expresa corno diferen¬ 
cia de entalpias, es el mismo que en el ciclo de Carnot (excepto diferencias en 
las indicaciones de los diagramas), la ecuación (8-79) no se reduce a ( T 2 — T x )/ 
T 2 . Como indicamos anteriormente, el rendimiento de un ciclo de Rankine es 
menor que el de un ciclo de Carnot que opera entre las temperaturas T 2 y T x . 

Como se serial ó en la sección 5-8, al tratar el tema generai de entropia e 
irreversibilidad, las transformaciones irreversibles en una màquina tèrmica, 
producen disminución del rendimiento. Podemos ver ahora còrno la irrever¬ 
sibilidad afecta al rendimiento de un ciclo de Rankine. Si la expansión del 
vapor de agua en una màquina alternativa o turbina es reversible y adiabà¬ 
tica, serà también isoentrópica y el proceso c-f de la fig. 8-9(b) es una linea 
vertical de entropia constante. Si la expansión es irreversible, la entropia 
crece y al final de la expansión el estado del sistema viene representado por 
un punto a la derecha del punto /. La disminución de entalpia en el proceso, 
segun la fig. 8-9(c), es, por tanto, menor en la expansión irreversible que en 
la reversible. Apliquemos ahora la ecuación de energia del flujo estacionario 
a una turbina. Los niveles de entrada y salida pueden considerarse iguales, 
asi corno las velocidades de entrada y salida y el proceso es pràcticamente 
adiabàtico, aunque no isoentrópico. El trabajo al eje es, por tanto, igual a la 
diferencia de entalpia entre la entrada y la salida y el rendimiento del ciclo 
irreversible es menor que el del reversible, ya que la turbina realiza menos 
trabajo mccànico para la misma absorción de calor. 

Pràcticamente, en todos los eidos de vapor de agua, el vapor se recalienta 
a una temperatura T } mayor que la del vapor saturado T 2 antes de expan- 
dirse adiabàticamente (véase fig. 8-10). El ciclo de Rankine correspondiente 
està entonces representado por el proceso b-c-d-e-h-a-b de la fig. 8-9(c). La etapa 
de recalentamiento està representada por el segmento c-d de està figura. Hay 
dos razones para efectuar el recalentamiento. Una es que la temperatura me¬ 
dia a la cual se absorbe calor aumenta por encima de la temperatura de 
vaporización con el consiguiente aumento de rendimiento. La otra, que en 
realidad es de mayor importante, puede deducirse de la observación de la 
fig. 8-9(c). Si la expansión adiabàtica parte del estado de vapor saturado, 
punto c, el estado del vapor al final de la expansión està representado por 
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el punto /. Si la expansión parte del punto d, el estado del vapor al final 
de la expansión corresponde al punto e. El «contenido de humedad» del va¬ 
por de agua, es decir, la proporción relativa de la fase liquida, es mayor en 
el punto / que en el punto e. Si el contenido de humedad es demasiado 
grande, el desgaste mecànico sobre los àlabes de la turbina resulta excesivo. 
Por tanto, el recalentamiento debe realizarse a una temperatura suficientc- 
mente elevada para mantener el contenido de humedad dentro de màrgenes 
de seguridad. 

En la fig. 8-9(c) el calor q 2 se absorbe a lo largo de la trayectoria a-b-c-d, 
y corno ésta es isobàrica, tenemos q 2 — h d — h a . Puesto que q, = h e — h h , el 
rendimiento es 


= yf_ = h d ~ K - K + K 
<h K - K 


(8-80) 


PROBLEMAS 

8-1 Un volumen V se halla dividido en dos partes por un tabique diatèrmico sin 
rozamiento. Existen n A moles de un gas ideal A a un lado del tabique y n n moles 
de un gas ideal B al otro lado. (a) Calcular la variación de entropia del sistema 
que tiene lugar cuando se quita el tabique. (b) Cuando las propiedades del gas A 
se aproximan a las del gas B, la entropia de la mezcla parece permanecer invaria- 
ble. Con todo, sabemos que si el gas A y el gas B son idénticos no puede haber 
variación de entropia cuando se quita el tabique. Està es la paradoja de Gibbs. 
tSabria explicarla? 

8-2 Un recinto de volumen V se halla dividido mediante dos tabiques en tres 
partes que contienen un kilomol de gas helio, dos kilomoles de gas neon y tres 
kilomoles de gas argon, respectivamente. La temperatura de cada gas es inicial- 
mente 300 K y la presión de 2 atm. Se quitan los tabiques y los gases se difunden 
entre si. Calcular: (a) la fracción molar y (b) la presión parcial de cada gas cn la 
mezcla. (c) Calcular la variación de la función de Gibbs y (d) la entropia del sis¬ 
tema en el proceso de mezcla. 

8-3 Para un sistema abierto de dos componentes dU = T dS—P dV + ^ dn l + p 2 dn 2 
(a) deducir una expresión semejante para dG y (b), de ella, las relaciones de 
Maxwell de este sistema. 

8-4 (a) Demostrar que 

—SdT + VdP — ^ Hi d/ii — 0. (8-81) 

i 

Ésta es la ecuación de Gibbs-Duhem*. (b) En un sistema de dos compoiienles uli- 
Iizar la ecuación de Gibbs-Duhem para demostrar que 


) + c - •<>(!! 

z) -0. 

(8-82) 

’t,1‘ ' ' 

x 'r.r 



* Pierre M. M. Dulicin, fisico li aiicès (1861-1916), 
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en donde x = nj(n a + n„). Està ecuación expresa la variación del potencial qui- 
mico con la composición. [ Sugerancia: Expresar y en función de P, T y x y obser- 
var que (Bfi a /dP) r , x - V„, etc.] 

8-5 Consideremos una mezcla de alcohol y agua en equilibrio con sus vapores. 
(a) Determinar el nùmero de grados de libertad para el sistema y el estado en que 
se encuentran. (b) Demostrar que para cada componente 


-s" dT + v". dP + 


m. 


= -s"' dT + v“! 


WL 


en donde x" es la fracción molar de uno de los componentes en el liquido y x"' la 
fracción molar del mismo componente en la fase vapor, (c) Utilizando la ecuación 
de la parte (b) y la ecuación (8-82) demostrar que 


3 p\ -o + (i - x'w: -o 

if) x r o + (i - -vd ’ 


en donde x” se mantiene artificialmente constante. 

8-6 El sentido en que tiene lugar una reacción quimica depende del valor de la 
constante de equilibrio termodinàmico K que puede definirse por 


AG 2 .(reacción)= AGr(reacción)+ RT\nK v , 


en donde AG r es la variación de la función de Gibbs para la reacción y que debe 
ser igual a cero cn el equilibrio y AG£ es la variación de la función de Gibbs para 
la reacción que tiene lugar a una atmosfera y a temperatura constante, (a) Para la 
reacción de los gases ideales 


ii yl A + iijJl HqC + Hj)D, 


en donde n A A significa n A moles de A, etc., demostrar que 

r (Pc c x p n jf) 

~ (P7 x Pi") ’ 

cn donde p A es la presión parcial de A cn la mezcla, etc. (b) Demostrai que en le 
reacción JN 2 -I- -g-H* NIT 3 se cumple que I< = 0,0128 si la presión total es 50 atm 
y la fracción molar del NH 3 es 0,151 de la mezcla de equilibrio, (c) èCómo vaila Kj 
con la presión y la temperatura? 

8-7 Para preparar bicarbonato sòdico (NaHC0 3 ) se satura una solución acuos; 
concentrada de Na 2 C0 3 con C0 2 . La reacción viene dada por 


2Na+ + CO= + H 2 0 + C0 2 2NaHC0 3 . 
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Los iones Na+, CO^, el H 2 0, el C0 2 y el NaHC0 3 estàn presentes en cantidades 
arbitrarias, considerando que todos los iones Na+ y CO= procedei! del Na 2 CO,. De¬ 
terminar el nùmero de grados de libertad de este sistema. 



2» 40 60 XI) 100 

Peso % Cd 


Figura 8-11 

8-8 Un diagrama de fases es un diagrama temperatura-composición para un sis¬ 
tema de dos componentes en distintas fases. En la fig. 8-11 se indica un diagrama 
de fases idealizado para el sistema cadmio-bismuto, para P = 1 atm. (a) Determi¬ 
nar el nùmero de grados de libertad del sistema en los puntos marcados con letras 
y especificar su estado. (b) Dibujar una curva de temperatura en función del 
tiempo de enfriamiento del sistema con un 80 por ciento en peso de Cd desde 350°C 
basta la temperatura ambiente, (c) El punto de congelación de un solvente dismi- 
nuye anadiéndole soluto de acuerdo con la relación IS.T, = km, en donde k cs la 
constante crioscòpica y m el nùmero de kilomoles de soluto por kilogramo de 
solvente. Calcular la constante crioscòpica del bismuto. 

8-9 (a) Demostrar que para un liquido que contiene un soluto no volai il en equi¬ 
librio con su vapor a una temperatura determinada T y presión /’ 

§'" = A" = g" + RT In (I - x) 

en donde x es la fracción molar del soluto. Se adulile que el soluto y el solvente 
se mezclan corno gases ideales. (b) Demos!rar que para una suslaneia pura a pre¬ 
sión constante 
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(c) Utilizar la parte (b) para demostrar que en el caso de un pequeno cambio en x 
a presión constante la parte (a) se reduce a 

{h'" - h") = *dln(l -jc). 

(d) En el limite de x pequeno 

RT 2 

dT = — dx, 

'23 

en donde Z 23 es el calor latente de vaporización. Esto demuestra que la tempera¬ 
tura de ebullición se eleva, si se anade un soluto al liquido, (e) Indicar còrno 
puede utilizarse el resultado de la parte (d) para determinar los pesos molecula- 
res de solutos. 

8-10 (a) La presión de vapor del agua a 20°C cuando la presión total es igual a 
la presión de vapor, es 17,5 Tor. Determinar el cambio de presión de vapor que se 
experimenta cuando el agua se encuentra a la presión atmosfèrica. Despreciar 
cualquier efecto del aire disuelto. (b) Determinar la presión requerida para incre¬ 
mentar la presión del vapor de agua en 1 Tor. 

8-11 Si se incrementa la presión total de un sòlido en equilibrio con su vapor, 
demostrar que la presión de.vapor del sòlido crece. 

8-12 La ecuación de estado de una pelicula superficial puede expresarse en la 
forma o- — o- 0 (l — T/T 0 ) n , en donde n = 1,22 y <r 0 es una constante, (a) Suponer que 
està ecuación es vàlida para el agua y utilizar los datos de la fig. 8-2 para deter¬ 
minar tr 0 . (b) Determinar los valores de X, c A y s para T = 373 K. (c) Calcular la 
variación de temperatura que tiene lugar cuando la superficie de la pelicula se 
incrementa adiabàticamente de 0 a 2 x IO -3 m 2 . 

8-13 Supongamos una pelicula jabonosa que realiza un ciclo de Carnot consistente 
en un incremento isotèrmico de àrea a temperatura T, un incremento infinitesimal 
adiabàtico de àrea, en el cual la temperatura disminuye a T — dT y vuelta al 
estado inicial por disminución infinitesimal isotèrmica y adiabàtica del àrea, corno 
se indica en la fig. 8-12. (a) Calcular el trabajo realizado por la pelicula durante 
el ciclo, (b) Calcular el calor absorbido por la pelicula en el ciclo, (c) Deducir la 



A 2 


Figura 8-12 
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ecuación (8-36) considerando el rendimiento del ciclo, (d) Representar el ciclo en 
un diagrama T-S. 

8-14 Suponer que por debajo de una temperatura critica T 0 , la función de Helmholtz 
de una pellcula tiene que expresarse por 

F = Ab{\ - 

en donde B, T c y n son constantes que dependen de la pellcula y A es el àrea de la 
misma. (a) iQué información experimental determinarà los valores B, T 0 y n? 
(b) iSe tiene información suficiente para espccificar todas las propiedades de la 
pellcula? (c) tEs razonable la especificación en cuanto a lo que de ella se deduce? 
8-15 Consideremos una cinta de caucho corno sistema undimensional. (a) Deducir 
una expresión para la diferencia entre el calor especlfico a tensión constante c^ 
y el correspondiente a longitud constante c,. (b) Determinar c^-/c ( . (c) Cuando una 
cinta de caucho a tensión constante se calienta, se produce un acortamiento. Usar 
este hecho para demostrar que si la tensión de un banda de caucho se afloja adia¬ 
bàticamente, su temperatura disminuye. (Esto puede comprobarse experimental- 
mente poniendo en contacto con los labios una cinta de caucho que inicialmente 
està tensa y luego se afloja; la variación de temperatura se aprecia sensiblemente.) 
8-16 Demostrar que la presión P, interior de una burbuja de radio r en un liquido 
que està bajo la presión externa P e viene dada por P { — P 6 = 2 cr/r. 

8-17 La dependencia de la fem § con la temperatura de una pila reversible viene 
dada por la expresión <5 = 3,2 + 0,007t, en donde t es la temperatura Celsius de la 
pila. Està pila descarga 200 mA durante 30 s cuando t = 27°C. Calcular: (a) la 
variación de entropia, (b) el calor absorbido, (c) el trabajo realizado, (d) la varia¬ 
ción de energia interna de la pila durante el proccso. 

8-18 Demostrar que cuando a través de una pila voltaica de fem 5 a temperatura 
y presión constantes pasa reversiblemente una carga AZ se verifica: (a) A G = g AZ, 
y (b) A// = AZ d(g/T)/d(l/T). (c) Calcular A G y A H para la pila que experimenta 
el proceso descrito en el problema anterior y comparar los resultados con las res- 
puestas a las partes (b) y (d) de aquel problema. 

8-19 Calcular el trabajo total realizado en la electrólisis de agua acidulada para 
producir 1 kilomol de H 2 y 1/2 kilomol de 0 2 a 1 atm y 300 K. La fem utilizada 
es 1,2 V. Suponer que los gases son ideales. 

8-20 Supongamos que la energia radiante de un cilindro verifica un ciclo de Carnot, 
semejante al de la fig. 8-12, consistente en una expansión isotèrmica a la tempe¬ 
ratura T, una expansión adiabàtica infinitesimal en la cual la temperatura des- 
ciende a T — dT y vuelta al estado originai por compresión isotèrmica seguida de 
compresión adiabàtica infinitesimal. Suponer P = u/3, en donde u es función ex- 
clusiva de T. (a) Representar el ciclo en el plano P-V. (b) Calcular el trabajo reali¬ 
zado por el sistema durante el ciclo, (c) Calcular la cantidad de calor que fluye 
al sistema durante el ciclo, (d) Demostrar que u es proporcional a 7' 4 considerando 
el rendimiento del ciclo. 

8-21 Demostrar que el calor adicionado durante una expansión isotèrmica de la 
radiación del cuerpo negro es cualro veces mayor que el correspondiente al calor 
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adicionado durante la expansión de un gas ideal de fotones que cumple la misma 
ecuación de estado. El faclor cuatro cs debido a que el nùmero de fotones no se 
conserva, sino que crcce proporcionalmente al volumen durante una expansión 
isotèrmica. 

8-22 Las paredes de un recinto aislado vacio estàn en equilibrio con la energie 
radiante de su interior. El volumen del recinto se modifica sùbitamente de 100 £ 
50 cm J . Si la temperatura inicial de las paredes es 300 K, calcular: (a) la tempera 
tura final de las paredes, (b) la presión inicial y final ejercida sobre las paredes 
por la energia radiante y (c) la variación de entropia de la energia radiante. 

8-23 Demostrar que la energia interna U de una sustancia paramagnètica ideal es 
función exclusiva de la temperatura. 

8-24 En un cierto intervalo de temperaturas T e intensidad magnètica 3£ la fun 
ción F* de una sustancia magnètica viene dada por 


F* = -aT - 


Z>.r 2 

Tf ’ 


en donde a y b son constantes. (a) Obtener la ecuación de estado y representa] 
la magnetización en función de la temperatura a intensidad magnètica constante 
(b) Si la intensidad magnètica crcce adiabàticamente, dccir si la temperatura di 
la sustancia aumentarà o disminuirà. 

8-25 El refrigerador de un experimento de desmagnetización adiabàtica està for 
mado por 40 g de aiumbre de potasio y cromo [CrK(S0 4 ) 2 • 12IT 2 0] que posee la! 
siguientcs propiedades: peso molccular, 499,4 g mol _I ; densidad, 1,83 g cm -3 ; cons 
tante de Curie por gramo, 3,73 x IO- 1 IC g->; calor especlfico de red, 4,95 X IO- 4 RT 3 
(a) Admiticndo que la sai cumple la ley de Curie, calcular el flujo calorifico du 
rante un proceso de magnetización isotèrmica a 0,5 K y IO 4 Oe utilizando un refri 
gerador de He 3 y un imàn superconductor. (b) Calcular la variación de E v , E, 1. 
y F* durante el proccso de la parte (a), (c) Cuando se anula la intensidad magnè 
tica aplicada, la desmagnetización adiabàtica no da lugar a los 0 K por causa di 
los campos magnéticos locales efectivos del material. Calcular la magnitud de esto; 
campos si la sai se desmagneliza adiabàticamente a 0,005 K. (d) Calcular la relaciói 
existente entre C x del sistema magnètico y el calor especlfico de red de la sa 
a 0,5 K. 

8-26 Demostrar que si el gràfico para 3C — 0 de la fig. 8-5 corta al eje vertica 
en un punto situado por encima de X — <77,, se violarla el enunciado de inacce 
sibilidacl del lercer principio. 

8-27 Como la inducción magnètica B es nula en el interior de un superconductor 
en una muestra cilindrica alargacla la magnetización M/jj. g V es igual al valor nega 
tivo de la intensidad del campo magnètico aplioado X para valores de X inlc 
riores al valor critico X Para X mayor que e 7C r el superconductor se convicrti 
en un metal normal y M = 0. (a) Representar gràficamente la magnetización ci 
función de la intensidad aplicada. Demostrar que en la transición del estado super 
conductor al estado normal, (b), el calor de transformación l viene dado poi 
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— T a (dJdJclT) y (c) la diferencia entre los calores especfficos del metal super- 
conductor y normal viene expresada por 

/< 0 7 V a (-*1) 

c n 2 dT i ■ 



T 



Figura 8-13 


8-28 La fig. 8-13, que es semejante a la fig. 8-9(b), es un ciclo de Carnot en la 
región ltquido-vapor. La sustancia que evoluciona es 1 kg de agua y T 2 - 453 K, 
"Tj = 313 K. Las tablas de vapor consignan valores de T, P, u, s y li en puntos de 
la curva de saturación; se transcriben a continuación en unidades MKS los corres- 
pondientes a los puntos a, b, e y f. Deseamos hacer un anàlisis completo del ciclo. 


PUNTO 

tCQ 

T(K) 

P(N m" 2 ) 

"(J kg'" 1 ) 

J(J kg" 1 K" 1 ) 

h(i kg" 1 ) 

a 

180 

453 

10 x IO 5 

7,60 x IO 5 

2140 

7,82 X IO 5 

b 

180 

453 

10 x IO 3 

25,8 X IO 5 

6590 

27,7 x IO 3 

e 

40 

313 

0,074 x IO 5 

1,67 x IO 5 

572 

1,67 x IO 3 

f 

40 

313 

0,074 x IO 3 

24,3 X IO 5 

8220 

25,6 x IO 8 


(a) Demostrar que en el proce.so a-b, 

1 lai = l'b — h,i, = lì h - h a — + ì/ a . 

(b) Demostrar que en el proceso b-c, 

~/bc — 0, H',, c = u b - l/ c . 
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(c) Demostrar que en el proceso c-d, 

q cd -= h d ~ h °> Wci = hi ~ >h ~ " d + ,<c ' 

(d) Demostrar que en el proceso d-a, 

q da = °> W da ~ u i ~ u a- 

_ r v x representen la fracción de la masa del sistema en la 

(e) Supongamos que y d respectivamente. Demostrar que 

fase vapor en los puntos c y u 

*b - s e v = s JLZJl 

Xq — —- — > r _ o 

2 Sf - S e s f S e 

(f) Demostrar que 

«. - He + **(«/ - He), >h = >'e + **<*' " ^ 

Ua = Ue + x x (u f - He), ^ 


, „ nd ciclo a lo largo del camino a-b-c. 

(g ) Calcolar en .ionie el ‘‘/^bajo de ^ a lo larg0 del camino c-d-a y hallar 

(h) Calcolar en joule el trabajo de co I dg c resión . 

la razón del trabajo de expansion tota i realizado por el ciclo. 

% C c “ a parS t <0 V (a) el rendimiento del ciclo y demostrar que es tgua 

(k)^En~ una^màquina reai cualquiera^ay - ^ 

Para estimar su efecto, suponer que etapa de compresión se debe 

- Fr" <W C " r " ~ 

bajo total realizado por el melo y el ren T“ e °' Rankine reversible. Entra vapor 
8-29 Una turbina de vapor reahza u ratura de 427°C. La presión del 

recalenlado a una presum de ( *8^ J nar mediante Ja fig. 8-8 el trabajo reat- 
vapor de escape es 1 kg cn . . ) resultado de procesos irreversibles. la 

zado por kilograrno de vapor. ( ) j k i °c-' a j a presión de salida 

entropia espedtica de. -^ 

de ! kg cm- 2 , cranio tiabajo se P ^ e la e tapa de compresion 

d cicl ° " 61 w 

(b) Demostrar que el rendimiento del eie o 
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Figura 8-14 


Capìtulo 9 

Teorìa cinètica 


(c) En un ciclo tipico empleando Freon-12 corno sustancia, la entalpia especifica cn 
los puntos d, c y a son, respectivamente, 21 x IO 4 , 20 x IO 4 , 8 x IO 3 J kg- 1 . La efi- 
ciencia del ciclo medido fue 2,4. Compàrese con el valor que se obtiene de la ecua- 
ción anterior, la cual supone que todas las transformaciones, con cxcepción de la 
transformación a-b, son. reversibles. 
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TEORfA CINÈTICA 


9-1 INTRODUCCIÓN 

La termodinàmica se ocupa de las conclusiones que se obtienen a partir de 
ìer as leyes expenmentales y de la aplicación de estas conclusiones a las re- 
aciones entre propiedades de las sustancias, tales corno calores especificos 
coeficientes de ddatacion, compresibilidades, etc. No formula hipótesis acerca 
de la constitucion de la materia y es una ciencia puramente empirica. 

En tanto los prmcipios de la termodinàmica pueden predecir muchas rela- 

T“ eWre •? ****** de Ia «1» corno diferencia ente los 

alores especificos c, y c„ o la variación de estas cantidades con la presión 
o es posible deducir solo por consideraciones termodinàmicas el valor ab- 
soluto de los calores especificos o la ecuación de estado de una sustancia. 
Podemos salvar las limitaciones de la termodinàmica pura solamente 

dedale R P i teS1S “f™ ^ Ia 6StrUCtUra de la materia y la mas provechosa 
tales hipótesis, asi corno una de las mas viejas, es la que supone que la 

alena no es continua en su estructura, sino que està compuesta por parti- 

culas llamadas moleculas. En particular, la teoria molecular de los gases se 

ha desarrollado completamente, porque los problemas que debe resofverson 

mucho mas simples que los que se presentai! estudiando liquidos o sólidos 

de H f PrOPie eS , maCrOSCÓ P icas de !a materia pueden predecirse, a partir 

s la E e :™r 1 T ,ar ', medÌante d ° S CamÌnOS difcrcnt «' inique relaciona- 
. El pruncro, llamado teoria cinetica o dinàmica, aplica las leyes de la 

mecamca (imaginariamente) a cada una de las moléculas de un sistema y de 

tas leyes deduce, por ejemplo, expresiones de la presión, energia interna v 

calores especificos del gas. El otro camino es el de la termodinàmica estadil 

dìviduallsVlZ maS Sen T al - Ìgn0ra l3S caracten ' sticas de las moléculas in- 
div duales y aplica consideraciones de probabilidad al enorme nùmero de 

oleculas que constituyen cualquier porción de materia. Veremos luego que 

elpconfePto.de entropia y el principio del aumento de entropia tienen una 

està distica. SlmPG mterpmad<Sn llesclc cl * I» termodinàmica 

En un principio, la teoria cinètica y la termodinàmica estadistica se de- 

das' dfd'r'n" f ° ri " Uja . nd ° la hipótesis dc c l ue las de la mecànica, deduci- 

d ' P ° r mi f t0 maCrOSCÓpico de ,a materia, eran aplicables, sin mo- 
. ' a particulas, corno moléculas y electrones. A medida que la cien- 

Z P^greso, resultò evidente que en algunos aspectos està hipótesis no era 
c rrecta, es decir, que las conclusiones obtenidas a partir de estas por rtzo 

E “de 08 ;“ s i de Ciis: 

leve que los li ^ pCqUC,la csca,a ( > b «'e/can las mismas 

ZZ sistemas macroscopicos condujo al desa,-rollo de la teoria v 

cuhdTcon C hs' t i? y la lerm ° dinamica Cs,ad ’ slica csl:l cs| tediai neri te vin- 
euiaua con las ldeas cuanticas. 
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En este capitulo y el siguiente se trataràn los aspectos cinéticos de la 
teoria molecular y en los posteriores la termodinàmica estadistica. Durante el 
desarrollo haremos frecuentes referencias a conceptos y fórmulas que ya se 
han visto en los capitulos precedentes de termodinàmica y veremos còrno 
pueden profundizarse muchos conceptos con ayuda de la teoria molecular. 

9-2 HIPÓTESIS BÀSICAS 

En termodinàmica, la ecuación de estado de un sistema expresa la relación 
entre sus propiedades macroscópicas conmensurables. La ecuación de estado 
mas simple es la de un gas ideal y, aunque la teoria cinètica no està limitada 
ni en concepto, ni en aplicación a los gases ideales, comenzaremos por demos¬ 
trar que la ecuación de estado de un gas ideal puede deducirse sobre la base 
de un modelo molecular con las siguientes hipótesis: 

1. Todo volumen macroscòpico de gas està constituido por un gran nùmero 
de moléculas. Està hipótesis està justificada por numerosos hechos experi- 
mentales. El nùmero de Avogadro* N A (nùmero de moléculas en un kilogramo 
mol) es 6,03 X IO 26 . Los métodos experimentales para obtener este nùmero 
se expondràn en capitulos posteriores. En condiciones normales, 1 kilomol 
de un gas ideal ocupa 22,4 m 3 . Por lo tanto, en condiciones normales hay apro- 
ximadamente 3 X IO 25 moléculas en un metro cùbico, 3 X IO 19 en un centime¬ 
tro cùbico y 3 X IO 16 en un milimetro cùbico. 

2. Las moléculas se encuentran separadas por distancias grandes, compara- 
das con sus propias dimensiones y estàn en estado de continuo movimiento. 
El diàmetro de una molécula, considerada esférica, es alrededor de 2 ó 
3 X IO- 10 m. Si imaginamos un volumen molar en condiciones normales des- 
compuesto en celdas cùbicas que contienen una molécula cada una, el volu¬ 
men de cada celda es aproximadamente 30 X IO- 27 m 3 . La longitud de la arista 
de una celda es alrededor de 3 X 10~ 9 m, lo que significa que la distancia 
entre moléculas es de este orden de magnitud, alrededor de diez veces el 
diàmetro molecular. 

3. Las moléculas no ejercen fuerzas entre si, excepto cuando chocan. Por lo 
tanto, entre los choques con otras moléculas o con las paredes del recipiente 
y en ausencia de fuerzas externas, se mueven en linea recta. 

4. Los choques de moléculas entre si y con las paredes son perfectamente 
elàsticos. Las paredes de un recipiente pueden considerarse perfectamen¬ 
te lisas y, por lo tanto, no hay cambio en la velocidad tangencial en un 
clioque conila las paredes. 

5. En ausencia de fuerzas externas, las moléculas estàn distribuidas unifor¬ 
memente por lodo el recipiente. Si N representa el nùmero total de molé- 

* Concio Amadeo Avogadro, fisico italiano (1776-1856). 
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culas en un recipiente de volumen V, el nùmero medio de moléculas por 
unidad de volumen, n, es 

n = Ni V. 

La hipótesis de la distribución uniforme implica que en cualquier ele¬ 
mento de volumen AV, el nùmero de moléculas AN es 

A N = nAK. 

Evidentemente, la ecuación anterior no es cierta si AV es demasiado pequeno, 
puesto que el nùmero de moléculas N, aunque grande, es finito y podemos 
imaginar un elemento de volumen finito tan pequeno que no contenga molécu¬ 
las, en contradicción con la ecuación anterior. Sin embargo, es posible di- 
vidir un recipiente en elementos de volumen suficientemente grandes corno 
para que el nùmero de moléculas por unidad de volumen dentro de ellos no 
difiera apreciablemente del valor medio; y al mismo tiempo suficientemente 
pequeno comparado con las dimensiones de Ìos aparatos fxsicos, de modo que 
puedan ser tratados corno infinitesimales en el sentido matemàtico y se Ics 
puedan aplicar los métodos del càlculo infinitesimal. Por ej empio, un cubo 
de 1/1000 mm de arista es ciertamente pequeno comparado con el volumen de 
la mayor parte de los aparatos de laboratorio y, sin embargo, en condiciones 
normales contiene aproximadamente 30 millones de moléculas. 

6. Se supone que todas las direcciones de las velocidades molccularcs son 
igualmente probables. Para expresar està hipótesis en forma analitica, supon- 
gamos unido a cada molécula un vector que rcprcscntc la magnilud (mòdulo) 
y sentido de su velocidad. Llevemos todos estos vcctorcs a un origen comùn 
y construyamos una estera de radio arbitrario r con centro cn cstc origen. 
Los vectores velocidad, prolongados si fuera nccesario, cortan a la superficie 
esférica en tantos puntos corno moléculas hay y la hipótesis de distribución 
uniforme de direcciones significa que los puntos estàn uniformemente distri- 
buidos sobre la superficie de la esfera. El valor medio del nùmero de estos 
puntos por unidad de superficie es 

N 

4t rr 2 ’ 

y el nùmero en cualquier elemento de superficie A A es 


NN = —— Ad 
4t ir 2 ’ 


cualquiera que sea la situación del elemento. Como cn el pàrrafo anterior, la 
superficie debe ser lo suficientemente grande (es decir, debe incluir un intcr- 
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vaio de direcciones suficientemente grande) corno para que la densidad super- 
ficial de sus puntos no difiera apreciablemente del valor medio. Debido al 
gran nùmero de moléculas, el intervalo de direcciones puede hacerse muy 
pequeno y aun asi continua con un gran nùmero de puntos. 

Avancemos un paso mas en la descripción de las direcciones de velocida¬ 
des. Cualquier dirección arbitraria en el espacio puede especificarse referida 
a un sistema de coordenadas polares por los àngulos 9 y <j> corno en la 
fig. 9-1. El àrea AA de un elemento pequeno situado sobre la superficie de 
una esfera de radio r, es muy aproximadamente 

A A — (rsenO A 0)(r A cf>) = r 2 senO A 0 A <f>. 

El nùmero de puntos contenidos en està superficie, es decir, el nùmero 
de moléculas A N M que tienen velocidades comprendidas entre las direcciones 
9 y 9 + A0, <l> y <f> + A^>, es 

A N h — —— o rsenO NO A</> = — sentì AD A4., 

4rrr~ 4 it 

Cuando los dos miembios de està ecuación se dividen por el volumen E, se 
ob tiene 

A"»./. = sentì NO A</>, 

cn la cual, An 0lA cs el nùmero de moléculas por unidad de volumen con velo- 
cidadcs que tienen sus direcciones comprendidas entre 6 y 6 + A9 y A y 
</- + A</,. ' 



Fig. 9-1 Cooi'denadas polares. 
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Consideremos, finalmente, los módulos de las velocidades moleculares. 
Para ser breves llamaremos velocidad al mòdulo del vector velocidad. Es 
claro que no todas'las moléculas tiene la misma velocidad, aunque a menudo 
se hace està hipótesis en las exposiciones elementales. Aun si inicialmente 
ocurriera esto, los choques intermoleculares ràpidamente producirian dife- 
rencias de velocidad. Mostraremos en la sección 12-2 còrno se calcula el nù¬ 
mero de las que tienen su velocidad en cualquier intervalo determinado, pero 
por ahora supondremos ùnicamente que la velocidad puede tener un valor 
cualquiera comprendido entre cero e infinito* y representaremos por A N v el 
nùmero de moléculas con velocidades comprendidas entre v y v + Av. Geome¬ 
tricamente, este nùmero es igual al nùmero de vectores velocidad que termi- 
nan en una delgada capa de la fig. 9-1, comprendida entre las esferas de 
radios r, = v y r 2 = v + Av. A causa de los choques, la velocidad de una 
molécula cualquiera cambia continuamente, pero supondremos que en estado 
de equilibrio el nùmero de moléculas con velocidades en un intervalo deter¬ 
minado cualquiera permanece constante. 


9-3 FLUJO MOLECULAR 

Debido al movimiento aleatorio continuo de las moléculas de un gas, éstas 
llegan continuamente a cualquier porción de las paredes del recinto, asi 
corno a los dos lados de cualquier superficie que imaginemos dentro del gas. 
Sea A N el nùmero total de moléculas procedentes de todas las direcciones 
y con todas las velocidades que inciden sobre un lado de un elemento de 
superficie AA durante un intervalo de riempo A t. El flujo molecular <i> en la su¬ 
perficie se define mediante el nùmero total de moléculas que degan a la 
superficie por unidad de àrea y por unidacl de tiempo. Asi, 


A N 

A/l A t ' 


(9-2) 


Si se trata de una superficie imaginaria dentro del gas, todas las molé¬ 
culas que inciden sobre la misma, procedentes de ambos lados, la cruzaràn 
y si no existe movimiento neto del gas corno conjunto, los flujos molecula¬ 
res a ambos lados de la superficie son iguales y de sentidos opuestos. 

Si la superficie pertenece a la pared del recinto, las moléculas que inciden 
sobre la misma no la cruzan, sino que rebotan. Por tanto, en dicha superficie 


* Seria mejor decir entre cero y la velocidad de la luz. Sin embargo, corno veremos 
mas addante, el nùmero de moléculas con velocidades superiores a una pequena 
fracción de la velocidad de la luz es tan cscaso en los gases ordinarios que por 
simplicidad matemàtica podemos hacer la hipótesis anterior. 
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también hay dos flujos moleculares: uno formado por moléculas que llegan 
a la superficie y otro formado por moléculas que rebotan en la misma. 

En la fig. 9-2 el àrea sombreada AA representa un pequeno elemento de 
superficie situado en el interior del gas o en una pared. Tracemos la normal 
al elemento y un plano de referencia que contenga a la normal. Preguntemos 
primero, ^cuàntas moléculas alcanzan la superficie durante el tiempo Af, 
moviéndose en una dirección 6, </>, con velocidad v? A este tipo de choque le 
llamaremos choque 0<f>v. (Para abreviar el lenguaje, pues asi queremos indi¬ 
car que la dirección del vector velocidad està comprendida entre 6 y 0 + A 0, 
(f> y <j> + A<j> y su velocidad entre v y v + Av.) 

Construyamos el cilindro oblicuo que se indica en la fig. 9-2 con el eje 
en la dirección 9, <j> y longitud v A t, exactamente igual a la distancia que re¬ 
corre una molécula de velocidad v en el tiempo A t. Entonces, el nùmero de mo¬ 
léculas 9<j> v que llegan a A A en el tiempo A t sera, pues, igual al nùmero de 
moléculas 9<pv en este cilindro. Al decir moléculas 6<j>v queremos indicar 
moléculas que tienen velocidad v y se mueven en la dirección 6<f,. 

Para demostrar que lo anterior es cierto, veremos primero que todas las mo¬ 
léculas 0<j> v en el cilindro pueden alcanzar la superficie en el tiempo A t. 
(Ignoramos toda colisión que pueda tener lugar con otras moléculas en el 
camino hacia la superficie, lo cual equivale a considerar las moléculas corno 



Fig. 9-2 Sólo las moléculas del cilindro alcanzaràn el àrea A A en 
el tiempo A t. 
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puntos geométricos. En la sección 10-3 veremos còrno se pueden tener en 
cuenta tales colisiones.) Existen, naturalmente, otros muchos tipos de molé- 
culas en el cilindro. Algunas de esas otras moléculas del cilindro chocan con 
el elemento A/l en el tiempo A t y otras no. Estas ultimas o no se mueven 
hacia C.A (es decir, no son moléculas 0< fi) o no se mueven suficientemente 
deprisa para alcanzarlo en el tiempo A t (es decir, se mueven con velocidad 
inferior a v). Las moléculas del cilindro que chocan con la superficie son 
necesariamente moléculas 0<j>, pero a menos que tengan la velocidad v no 
son moléculas 6<f>v. 

Muchas otras moléculas fuera del cilindro chocaràn contra el elemento 
en el tiempo A t. Algunas de éstas tienen velocidad v, pero evidentemente no 
son moléculas 6 </>, puesto que vienen de otras direcciones. Por lo tanto, todas 
las moléculas 6<j>v del cilindro y ùnicamente estas moléculas alcanzaràn la 
superficie en el tiempo Af, recorriendo la dirección ()<p con velocidad v. 

Sea An„ la densidad numèrica de moléculas con velocidades comprendi- 
das entre » y v + Av. Segun la ecuación (9-1), la densidad numèrica de mo¬ 
léculas 0cj>v es 

& n o<pv = — An„sen0 A0 A(/>. (9-3) 

477 

El volumen del cilindro oblicuo de la fig. 9-2 es 

A.K = (A/l cos 0)(v Ai). 

El militerò de moléculas 6<j>v en el cilindro es, por tanto, 

A NgéD = — v An„ senO cos 0 A0 A</> A/l Ai, 

A-n 

y el flujo A>I> 0 ^ V de moléculas 0<j>v es 

A^ad» = -—= — v An„senO cos 0 A0 A<A. / Q ,i\ 

/AA Ai 4 tt 

El flujo A<I> e „ de moléculas que llegan bajo un àngulo 6 con velocidad v, 
pero incluyendo todos los àngulos <f>, se determina reemplazando A<p por 
d<jì e integrando para todos los valores de <£ desde 0 a 2n. El resultado es 

A<I> 0 „ = - v An„scn 0 cos 0 A 0. 


(9-5) 
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El flujo A<l> 0 de moléculas que Degan bajo un àngulo 6, incluyendo todos 
los àngulos </» y todas las velocidades v, se determina sumando la expresión 
de A<r> 0 „ para todos los valores de v. Asi, 

AOa = ^ senO cos 0 A0 2 v Aii b . (9-6) 

El flujo A<I>„ de moléculas con velocidad v, incluyendo todos los àngulos 
8 y (j), se determina reemplazando A 9 por dO en la ecuación (9-5) e integrando 
para todos los valores de 8 desde cero a ir/2. Asf, resulta 

A<I>„ = v An„. (9-7) 

Finalmente, el flujo total i>, incluyendo todas las velocidades y todos los 
àngulos, se obtiene sumando A<I>„ para todos los valores de v, o bien, reem¬ 
plazando Ci6 por d6 en la ecuación (9-6) e integrando sobre 8 desde cero a n/2. 
El resultado es 

* = \ 2 v An„. (9-8) 

Expresemos este resultado en función de la velocidad media (media arit¬ 
metica) v. Este valor se obtiene sumando las velocidades de todas las molé¬ 
culas y dividicndo por el nùmero total de éstas. Es decir. 


en donde la suina se extiende a todas las moléculas. Pero si hay A N l molécu¬ 
las con la misma velocidad v u àN 2 moléculas con la misma velocidad v 2 , etc., 
la suina de las velocidades puede también hallarse multiplicando la veloci¬ 
dad y, por el nùmero de moléculas AIVj que tienen dicha velocidad, v 2 por el 
nùmero de moléculas A N 2 que tienen velocidad v 2 , etc., y luego sumando estos 
productos. Es decir, la velocidad media es la suma de todos estos productos 
dividida por el nùmero total de moléculas, o sea, 


y t ANj + v g A N 2 + 


: 2 w 


en donde la suma se extiende ahora a todas las velocidades. Dividiendo nu- 
merador y denominador por el volumen V, se tiene 


Y v An,. 
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Asi, resulta 


T v An„ = (In, 


(9-10) 


y, por tanto, segun la ecuación (9-8) el flujo molecular 4>, incluyendo todas 
las moléculas que llegan a un lado del elemento procedentes de todas las 
direcciones y con todas las velocidades, es 


0 = - ùn. 
4 


(9-11) 


Como ejemplo numèrico, el nùmero de moléculas por metro cùbico, n, es 
aproximadamente 3 x IO 25 moléculas m ~ 3 en condiciones normales. Mas tarde 
veremos que la velocidad media de una molécula de oxigeno a 300 K es apro¬ 
ximadamente 450 ms -1 . El flujo molecular del oxfgeno en condiciones norma¬ 
les es, por tanto, 

1 - 1 

'I 1 = - nù s» - x 3 x 10 - x 450 «b 3,3 x 10 27 moléculas m - 2 s -1 . 

A menudo es util expresar la ecuación (9-4) en la siguiente forma. Consi- 
deremos el àrea A A de la fig. 9-2 colocada en el origen de la 9-1 y en el 
plano x-y. Las moléculas que chocan contra el àrea en la dirección determi- 
nada por los àngulos 0 y <f> son las que llegan dentro del pequeno cono de 
la fig. 9-1, cuya base es el àrea sombreada AA situada sobre la superficie 
esférica de dicho diagrama. Està àrea es 

AA = r 2 sen9 AO A <[, 
y el àngulo sòlido del cono A<l> es 


: sen 0 AO A</>. 


(9-12) 


Por tanto, segun la ecuación (9-4), el flujo A«l> w „ puede escribirsc en la 
forma 


A<1>„= •— lì An„ cos 0 Aro = A<l> w „; 
47T 


y el flujo por unidad de àngulo sòlido, de moléculas con velocidad v, es 


A (o 4i 


v An„ cos 0. 


(9-13) 
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El flujo total por unidad de àngulo sòlido, incluyendo todas las velocidades, es 


A$g 

Aco 


— rn cos 0. 
4tt 


(9-14) 


Si consideramos un cierto nùmero de pequenos conos de igual àngulo 
sòlido con los vértices en el àrea AA de la fig. 9-1, el mayor nùmero de molecu- 
las es el que llega a està àrea con dirección dentro del cono, cuyo eje coincide 
con la normal, puesto que cos 6 tiene su valor màxime en este cono y el 
nùmero disminuye a cero en los conos tangentes a A A, cuando 6-90 

Si el àrea AA fuera un aguj ero en la pared del recipiente de paredes del- 
gadas que contiene el gas, suficientemente pequeno corno para que el escape 
de gas por el agujero no afectase apreciablemente a su equilibrio, cada mo¬ 
lécula que alcanzara el orificio escaparia a través de él. La distribucion de 
direcciones de las moléculas que emergen del orificio se expresa tambien 
por la ecuación (9-14). El nùmero de moléculas que salen por unidad de àngulo 
sòlido es màximo en la dirección normal al plano del orificio y dismmuye 
basta anularse en la dirección tangencial. 


9-4 ECUACIÓN DE ESTADO DE UN GAS IDEAL 

La fig. 9-3 muestra una molécula 6^v antes y después de un choque con la 
pared de un recipiente que contiene un gas. Con nuestra hipótesis de elas- 
ticidad perfecta, el mòdulo de la velocidad v es el mismo antes y después 
del choque y por la hipótesis de que la pared es perfectamente lisa, la com¬ 
ponente tangencial de la velocidad permanece también inalterada por el 
choque. Se deduce que el àngulo de reflexión, 6, es igual al de incidencia 
y la componente normal de la velocidad se invierte por efecto del choque, 

posando de v cos 0 a —v cos 0. _ 

La fuerza que cjerce una molécula sobre la pared en un choque es una 

fuerza impulsiva de corta duración. Los detalles de su variación con el tiempo 
se desconocen, pero no es necesario conocerlos, pues segùn la segunda ley 
de Newton, podemos igualar la fuerza media por unidad de àrea ejercida 
sobre la superficie (presión media.) con la variación media de cantidad de 
movimiento por unidad de àrea. 

Si m es la masa de una molécula que choca, la variación de la compo¬ 
nente normal de la cantidad de movimiento es en un choque 6$v, 

nw cos 0 — (— me cos 0) = 2 mv cos 0. (9—15) 

La variación de cantidad de movimiento depende de 6 y v, pero no del 
àngulo </>. Por tanto, necesitamos conocer el nùmero de moléculas 6v que 
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Fig. 9-3 Cambio de velocidad en un choque elàstico. 


llegan a la superficie por unidad de àrea y por unidad de tiempo, o sea, el 
flujo A<1> 0 „ dado por la ecuación (9-5). 

La variación de la cantidad de movimiento por unidad de àrea y unidad 
de tiempo debida a todas las moléculas que llegan bajo un àngulo 0 con 
velocidad v o presión AP e „, es igual al producto de A<1’ 0 „ por la variación de 
cantidad de movimiento de una molécula 6v: 

&Pev = (h v An„sen 0 cos 6 A6)(2mv cos 0) — mv 2 An„sen0 cos 2 6 Ad. 

Para determinar la presión A P v debida a las moléculas de velocidad v proce- 
dentes de todos los valores de 9, integraremos sobre 6 desde 0 a ?r/2. Asi, 
se ob tiene 

A P v = l - mv 2 An„. 
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Finalmente, stimando para todos los valores de v, tenemos para la presión 
total P, 


m v 1 An„. 


(9-16) 


El mismo razonamiento anterior puede aplicarse a cualquier superficie 
imaginaria en el interior del gas. El flujo molecular A<I> 04 i„ es el mismo para 
todas las superficies, cualquiera que sea su posición. Las moléculas que se 
aproximan a una superficie interna procedentes de un lado de ésta pasan a 
su través sin rebotar, pero el flujo que atraviesa la misma superficie proce¬ 
dente del otro lado transporta la misma cantidad de movimiento, alejàndose 
de la superficie igual corno las moléculas que rebotan en una pared del 
recinto. Es decir, por cada molécula 0(j>v que cruza la superficie procedente 
de un lado habrà otra molécula 9<f>v que cruza desde el otro lado y la fig. 9-3 se 
puede aplicar a cualquier superficie dentro del gas, con la excepción de que 
los circulos negros de està figura no representan la misma molécula. 

Por tanto, el flujo neto de cantidad de movimiento, en dirección normal 
a cualquier superficie, es el mismo que en la pared limite; si consideramos la 
presión corno el flujo de cantidad de movimiento, la presión posee el mismo 
valor en todos los puntos, tanto dentro del gas corno en su superficie. 

Es mejor expresar la ecuación (9-16) del siguiente modo: El valor medio de 
los cuadrados de las vclocidades de todas las moléculas se determina ele¬ 
vando al cuadrado todas las vclocidades, sumando estas cantidades y dividen¬ 
do el rcsultado por el nùmero total de moléculas: 


Lo mismo que en el càlculo de la velocidad media, podemos obtener 
mas convenientemente multiplicando iF por AA/^, tF por A N^, etc. y sumando 
eslos produclos. Es decir, 


Por tanto, 


1 ^VA/V,, 

V _ - 

N 


^ _ 2 1)2 a>l 


2 r 2 An„ = no 2 


1 ^ 
- nwt> . 
3 


(9-17) 


Como la energia cinètica media de una molécula es ìjlnìv 2 , el segundo miem- 
bro de la ecuación (9-17) es igual a los dos tcrcios de la energia cinètica total 
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por unidad de volumen o dos tercios de la densidad de energia cinètica', por 
tanto, la ecuación (9-17) expresa la presión en función de la densidad de 
energia cinètica. 

En la sección 12-2 veremos que el valor medio del cuadrado de la velo- 
cidad, v 2 , es siempre mayor que el cuadrado de la velocidad media, ( v ) 2 . 

Como n representa el nùmero de moléculas por unidad de volumen, N/V, 
la ecuación anterior puede escribirse en la forma 


PV — - A , rnv ì . 

Expresión que se asemeja a la ecuación de estado de un gas ideal, 

PV = nRT, 


en donde n representa el nùmero de kilomoles, igual al nùmero total de mo¬ 
léculas dividido por el nùmero de moléculas por kilomol o nùmero de Avo- 
gadro N h . Podemos, por tanto, escribir la ecuación de estado de un gas ideal 
en la forma 


PV = N— T. 

N a 

El cociente R/N A aparece frecuentemente en la teoria cinètica. Se deno¬ 
mina constante universal de los gases por molécula o constante de Boltzmann 
y se representa por k : 



(9-18) 


Como R y N A son constantes universales, k es también una constante uni¬ 
versal. Es decir, su valor depende solamente del sistema de unidades em- 
pleados. En el sistema MKS, 



8,314 x IO 3 
6,022 x IO 20 


= 1,381 x IO"® 3 


molécula-' K"‘. 


En función de la constante de Bolt/.maim, la ecuación de estado de un 
gas ideal resulta ser 


PV = NkT. 
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Està ecuación concordarà con la ecuación (9-17), deducida por la teoria cinè¬ 
tica si hacemos 


o sea. 


NkT = - Nmv 2 
3 


-, = 3 kT 
m 


(9-19) 


La teoria nos ha llevado a un resultado que no nos habiamos pro- 
puesto buscar deliberadamente, es decir, nos ha dado una interpretación 
molecular del concepto de temperatura absoluta T, corno de magnitud pro- 
porcional al valor medio del cuadrado de la velocidad de las moléculas del 
gas. Es aùn mas significativo escribir la ecuación (9-19) asi, 

- mv 2 = - kT. (9-20) 

2 2 

El producto de la mitacl de la masa de una molécula por el valor medio del 
cuadrado de la velocidad es igual a la energia cinetica media de traslación y 
vemos por la ecuación precedente que la energia cinetica media de traslación 
de una molécula de gas es proporcional a la temperatura absoluta. Ademàs, 
corno el factor 3k/2 es igual para todos los gases, la energia cinètica media 
depende solamente de la temperatura y no de la presión o volumen o clase 
de molécula. Esto es, la energia cinètica media de las moléculas de H 2 , He, 
0 2 , Hg, etc., son todas iguales a la misma temperatura, a pesar de sus dife- 
rentes masas. 

Con la ecuación (9-20) podemos calcular cuànto vale està energia a cual- 
quier temperatura. Supongamos T = 300 K. En este caso, 

- kT = - x 1.38 x IO" 23 x 300 = 6,21 x IO” 21 J. 

2 2 

Si las moléculas son de oxigeno, la masa m es 5,31 x 10~ 26 kg y el valor 
medio del cuadrado de la velocidad cs 


2 x 6,21 x 10 ' 21 
5,31 iTTo 7 " 2 " 


23,4 x 10 4 m 2 s- 2 . 


La raiz cuadrada de este valor o velocidad cuadràtica media es 
= Và 1 ■= 482 m s- 1 = 1735 km h-'. 
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Para comparar, recordemos que la velocidad del sonido cn el aire en condi- 
ciones normales es, aproximadamente, 350 m s- 1 y la velocidad de una baia de 
rifle del calibre 30 es, aproximadamente, 850 m s- 1 . 

La velocidad de una onda de compresión en un fluido es 

v = V1 )k s p 

la cual, para un gas ideal, es equivalente a 

v = \JykTjm, 

en la cual y = c P /c v . Corno la velocidad cuadràtica media de una molécula es 

v om — ■J'ikTjm, 

vemos que las dos son aproximadamente iguales, pero la velocidad de una 
onda sonora es algo mas pequena que la velocidad cuadràtica media molecu- 
lar, corno debia esperarse. 

Cuando se aceleran electrones e iones en un campo eléctrico, es conve¬ 
niente expresar sus energi'as en electronvolt (abreviado eV), que por defini- 
ción es 

, 1 electronvolt = 1,602 X 10 —19 J. (9-21) 

Un electronvolt es la energia que adquiere una partlcula de carga e = 1,602 X 
IO -19 C cuando se acelera por una diferencia de potencial de 1 V. 

A la temperatura de 300 K, 

hcT = 6,21 X IO" 21 J ~ 0,04 eV, 

o sea, 

kT — 0,026 eV ~ h eV. 

Por lo tanto, a 300 K la energia cinètica media de una molécula gaseosa es 
de sólo unas centésimas de electronvolt. 

9-5 COL1SIONES CON UNA PARED MÓVIL 

Examinemos ahora la naturaleza del mecanismo mediante el cual un gas 
que se expande efectua trabajo contra un èmbolo móvil y demostremos que 
si el proceso es adiabàtico el trabajo se realiza a expensas de la energia cinè¬ 
tica de las moléculas (es decir, la energia interna del gas) y que la tempera¬ 
tura del gas disminuye. La fig. 9-4 representa un gas en un cilindro provisto 
de un èmbolo. Supongamos que el èmbolo se muove hacia arriba con vcloci- 


dad u, pequena comparada con las velocidadcs molccularcs y suficientemente 
pequena para que el gas permanezca, pràcticamente, en estado de equilibrio. 
Desde el punto de vista termodinàmico el proceso es, por lo tanto, reversible. 

Cuando una molécula choca clàsticamente con una pared estacionaria, el 
valor de la componente norrnal de la velocidad no varia. Si la pared es móvil, 
se mantiene constante el valor de la velocidad relativa. 



Fig. 9-4 Choqucs contra una pared móvil. 

Para tornar un cjemplo numèrico simple, supongamos que una partlcula se 
aproxima a una pared estacionaria normalmente y con una velocidad de 15 m 
s- 1 refenda a un sistema de coordenadas fijo al laboratorio y que rebota 
con una velocidad de 15 m s->. Si la pared se muove alejàndose de la partlcula 
a una velocidad de 5 m s-> y la partlcula tiene una velocidad de 20 m s- , 
ambas relativas al sistema de coordenadas del laboratorio, la partlcula se apro¬ 
xima nuovamente a la pared con un velocidd relativa de 15 m s- 1 . Despues del 
choque, la velocidad de la partlcula relativa a la pared sera nuevamente 15 xn 
s-i, pero corno la partlcula se muove ahora en sentido opuesto al de la pared, 
su velocidad en el sistema de coordenadas del laboratorio es solamente 10 m s~>. 

En generai, si la componente norrnal de la velocidad antes del choque es 
o cos 0, en la cual, 0 es el àngulo formado por v y la norrnal a la pared la 
componente de velocidad dcspués del choque, v' cos 6', es igual a v cos 6 2u. 

La pérdida de energia cinètica en el choque es 


- m(v cos 0) 2 


i m(v cos 0 — 2uf 2mvu cos 0, 


porque por hipótesis u v. La energia cinètica de la molécula puede dis¬ 
minuir incluso si el choque es perfectamente elàstico, porque en el proceso 
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de choque la molécula ejerce una fuerza contra una pared móvil y, por lo 
tanto, le entrega trabajo a la pared. 

La pérdida de energia cinètica depende del àngulo 6 y de v pero no de A. 
Por la ecuación (9-5) el nùmero de choques tìv con una pared, por unidad de 
àrea y unidad de tiempo, es 

A't’ou = - v An^senO cos 6 AO. 

Multiplicando por la pérdida de energia cinètica en el choque, obtenemos 
para la pérdida de energia cinètica por unidad de àrea y por unidad de tiem¬ 
po, para moléculas que efectuan choques tìv, 

muv 2 An.„ sentì cos 2 0 AO. 

Ahora, integrando 0 entre 0 y ir/2 y sumando para todos los valores de v 
resulta ’ 

1 _ 

- nmv-u 

para la pérdida total de energia cinètica molecular por unidad de àrea y por 
unidad de tiempo. Pero {nmv 2 es igual a la presión P y si el àrea del èmbolo 
móvil es A, la disminución de energia cinètica molecular por unidad de 
tiempo es 

PAu = Fu. (9-22) 

El producto Fu (fuerza por velocidad) da la vclocidad con que se le en¬ 
ti ega trabajo mecànico al èmbolo o la potencia de expansión del gas v 
hemos visto que es exactamente igual a la velocidad de disminución de la 
energia cinetica molecular. Si Ias moléculas no reciben energia de ninguna 
otra fuente, su energia cinètica y, por lo tanto, la temperatura del gas, di s- 
mmuye. Observemos que no es corredo deeir que disminuye la temperatura 
de ima molécula. Desde el punto de vista molecular, la temperatura es atri¬ 
buto de una agrupación de moléculas conio conjm.lo, es decir, una magni- 
tud proporcional a la energia cinètica media. Una molécula individuai puede 
tener mas o menos energia cinètica, poro no mayor o mcnor temperatura. 

La deduccion antenor se basò en la liipólesis de que la velocidad del èm¬ 
bolo u es mucho menor que Ias vclocidades molecularcs y no es vàlida si el 
embolo se muove ràpidamente. En particela.-, si la velocidad del èmbolo 
cs mucho mayor que Ias vclocidades moleculares, ninguna molécula (o muv 
pocas pueden alcanzar el èmbolo y cliocar con él. En oste caso no hay pér- 
d.da de energia cinètica, ni disminución de temperatura si se desprecian las 
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.fuerzas intermoleculares. Este proceso es equivalente a una expansión en el 
vario, corno la experiencia de Joule, en la cual hemos demostrado termodinà¬ 
micamente que el trabajo y la variación de energia interna son nulas. 

9-6 PRINCIPIO DE EQUIPARTICIÓN DE LA ENERGIA 

Supongamos tener una mezcla de gases que no reaccionan quimicamente entre 
si y que la temperatura y la densidad sean tales que se aproximen en su 
comportamiento al de un gas ideal. Se encuentra experimentalmente que la 
presión total de la mezcla de gases es la suma de las presiones que ejerceria 
cada gas solo, si una masa de cada uno, igual a la masa de cada gas de la 
mezcla, ocupara todo el volumen de ésta. La presión que ejerceria cada gas, 
si estuviera solo, se llama presión parcial y la ley experimental anterior es 
la ley de Dalton de las presiones parciales. Si los gases se distinguen por sub- 
indices, podemos escribir 

p x V = NtkT, p t V = N 2 kT, etc., 

en los cuales, p u p 2 , etc., son las presiones parciales de los componentes de la 
mezcla; N u N 2 , etc., los numeros de moléculas de cada uno y V y T el volu¬ 
men y la temperatura comunes a todos los gases. _ 

Sean m u m 2 , etc., las masas de las moléculas de los componentes y vi vi 
ctcétera, los respectivos valores medios de los cuadrados de las velocidades. 
Con los métodos de la sección 9-4, considerando los choques de cada tipo de 
molécula contra las paredes y calculando la presión ejercida por cada uno, 
se oh tiene 

Pl V = ^ Npn^l, p 2 V = ^ N 2 m 2 v\, etc. 

I guatando las expresiones correspondientes de p t V, p 2 V, etc., se obtiene 

1 — 3 i — 3 

- nuv? = - kT, - m 2 v\ = - kT, etc. 

2 2 2 2 

Los primeros miembros de las ecuaciones precedentes son las energias 
cinéticas medias de traslación de las moléculas de los diversos gases y saca- 
mos en conclusión que en una mezcla de gases las energias cinéticas medias de 
las moléculas de cada gas son iguales. 0 sea, que en una mezcla de hidró- 
gcno y de vapor de mercurio, aunque las masas de las moléculas estén en la 
razón de 2 a 200, la energia cinètica media de traslación de las moléculas de 
hidrógeno es igual a la de las moléculas de mercurio, 
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E1 ejemplo anterior ilustra el principio de equipartición de la energia. 
Sabemos ahora que este principio no es una ley universal de la naturaleza, 
sino mas bien un caso limite bajo ciertas condiciones especiales. Sin embar¬ 
go, ha sido un fructifero principio en el desarrollo de las teorias moleculares. 

Veamos otro ejemplo. La energia cinètica de traslación asociada con las 
componente * de la velocidad de una molécula de masa m es con 

expresiones correspondientes para las componentes y y z. El valor medio 
de los cuadrados de las velocidades de un grupo de moléculas es 

= vi + vi + vi 

Como las direcciones x, y y z son todas equivalentes, los valores medios de 
los cuadrados de las componentes de la velocidad deben ser iguales, de 
modo que 

V x~ V y — Vi 

y _ _ _ 

a 2 = 3 a 2 = 3 a 2 = 3a 2 . 

La energia cinètica media por molécula, asociada a cualquier componente 
de velocidad, por ejemplo, a v x , es, por tanto, 

- invi = “ tnv 2 — - IcT. 

2 x 6 2 

Como la energia cinètica de traslación total por molécula es 2>kT/2, resulta 
que la energia cinètica de traslación asociada a cada componente de velo¬ 
cidad es justamente un tercio del total. 

Cada variable independiente que es necesario especificar para determinar 
la energia de una molécula, se llama un grado de libertad. Como la energia 
cinètica de traslación de una molécula se determina mediante las tres com¬ 
ponentes de velocidad de su centro de masa, tiene tres grados de libertad y 
vemos que la energia cinètica de traslación se divide por igual entre ellos. 
En otras palabras, tenemos una egwi-partición de la energia entre los tres 
grados de libertad de traslación. 

Las moléculas, sin embargo, no son puntos geométricos, sino que tienen 
tamano finito. Tienen momentos de inercia, lo mismo que masa, y pueden, 
por lo tanto, tener energia cinètica de rotación, ademàs de traslación. Por 
otra parte, debemos esperar que se produzcan rotaciones a causa de los 
choques al azar con otras moléculas y contra las paredes. Como el vector 
velocidad angular de una molécula que gira puede tener componentes scgun 
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los tres ejcs de coordcnadas, es presumiblc que una molécula tenga tres 
grados de libertad de rotación y si el cuerpo es rigido, en total seis grados 
de libertad. Sin embargo, las moléculas no son estructuras perfectamente ri- 
gidas y podemos esperar también que oscilen o vibren a causa de los choques 
con otras moléculas, dando lugar aun a mas grados de libertad. (Puede men- 
cionarse aqui que las rotaciones y las vibraciones de las moléculas son, hechos 
tan bicn establccidos corno la mayor parte de las otras propiedades mole¬ 
culares. El mejor mètodo experimental de estudio de las rotaciones y vibra¬ 
ciones es el anàlisis espectroscópico de la luz emitida o absorbida por molé¬ 
culas en el infrarrojo.) Sin indicar ningùn nùmero determinado, diremos 
que, en generai, una molécula tiene / grados de libertad, de los cuales ùnica¬ 
mente 3 son de traslación, cualquiera que sea la complejidad molecular. 

Demostraremos en la sección 12-5, basandonos en la estadistica de Boltz- 
mann, que si la energia asociada con cualquier grado de libertad es una 
función cuadràtica de la variable que se requiere para especificar dicho grado 
de libertad, el valor medio de la energia correspondiente es igual a \kT. Por 
ejemplo, la energia cinètica asociada con la componente de velocidad v x es 
una función cuadràtica de v x y, corno se indicò antes, el valor medio es %kT. 
Anàlogamente para las rotaciones en que la energia cinètica es £/<o 2 , la energia 
cinètica media de rotación es \kT y, para un oscilador armònico, cuya ener¬ 
gia potencial es \Kx 2 (siendo K la constante de fuerza), la energia potencial 
media es \k'T. Por lo tanto, todos los grados de libertad para los cuales la 
energia cs una función cuadràtica, llevan asociados, por término medio, can- 
tidades iguales de energia y si todos los grados de libertad son de està natu¬ 
raleza, la energia total està rcpartida por igual entre ellos. Este es el enun- 
ciado generai del principio de equipartición de la energia. La energia media 
total de una molécula con / grados de libertad, suponiendo que se cumpla 
el principio, es, por lo tanto, 


é = - kT 
2 


y la energia total de N moléculas sera 


Ni = - NkT = - nRT, 
2 2 


(9-23) 


(9-24) 


en la cual, n es el nùmero de rnoles y R la constante universal de los gases. 

9-7 TEORIA CLÀSICA DE LOS CALORES ESPECfFICOS 

En termodinàmica, la variación de energia interna U de un sistema entre dos 
estados de equilibrio se define mediante la ecuación 


U h = fv ull , 
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en donde W ad es el trabajo de cualquier proceso adiabàtico que tiene lugar 
entre dichos estados. Sólo se definen las variaciones de energia interna. 

Considerando el modelo molecular de un sistema, podemos identificar la 
energia interna con la suma de las energias de cada una de las moléculas. 
En la sección precedente hemos deducido una expresión teòrica para la ener¬ 
gia total asociada a los / grados de libertad de cada una de las N moléculas 
de un gas. Podemos, pues, igualarla con la energia interna U: 


U — ~ NkT = - nRT. 
2 2 


(9-25) 


La energia interna especifica por mol es 


U f 


(9-26) 


,-Cómo podemos comprobar la validez de las hipótesis que se han hecho 
en la deducción anterior? El camino mas directo es a partir de mediciones 
de calores especif'icos. El calor molar, a volumen constante, es 


Por lo tanto, si la hipótesis anterior es correcta, tendremos 


(9-27) 


Sabemos también, por razonamientos termodinàmicos, que para un gas ideal 


Por lo tanto, 


c v — c„ + R. 


/ / + 2 
c P = - R + R = '—2— R 
2 2 


(9-28) 


,/jl- 2 

cv = 2 ~ = /_+ 2 

f f 


(9-29) 
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Tabla 9-1 Calores molares de algunos gases, a 
temperaturas próximas a la ambiente. Las can- 
tidades medidas experimentalmente son c p y y. 
La primera se determina mediante el calorime¬ 
tro de flujo continuo y la segunda se obtiene a 
partir de mediciones de la velocidad del sonido 
en los gases. 



Z 


Fig. 9-5 Molécula tipo "dumbbeir.. 
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Asi, en tanto los principios de la termodinàmica nos dan ùnicamente una 
expresión para la diferencìa entre los calores especificos a presión constante 
y a volumen constante, la teoria molecular, junto con el principio de equi- 
partición, predice el valor reai de los calores especificos y su relación y, en 
función del nùmero de grados de libertad / y de la constante universal R, 
determinada experimentalmente. Observemos que, de acuerdo con la teoria, 
c„, c P y y son todos constantes, independientes de la temperatura. 

Consideremos en primer lugar un gas cuyos àtomos sean monoatómicos y 
para los cuales la energia sea totalmente energia cinètica de traslación. Como 
hay tres grados de libertad de traslación, f = 3, debemos esperar que 


y 


f 3 

c v = -R = -R = 1,5 R, 

2 2 

c P = R = -R = 2,5 R 

2 2 




Estos valores concuerdan satisfactoriamente con los valores de c v , c P y y de 
los gases monoatómicos consignados en la tabla 9-1. Ademàs, los calores 
especificos de estos gases son pràcticamcnte independientes de la tempera¬ 
tura, en concordancia con la teoria. 

Consideremos ahora una molécula diatòmica de estructura «dumbbell», es 
decir, de doble pesa unida por una barra (corno se usa en los gimnasios), tal 
corno se muestra en la fig. 9-5. Sus momentos de inercia respecto a los ejes 
x, y z son mucho mayores que respecto al eje y. Y si este ùltimo puede des- 
preciarse, la molécula tiene dos grados de libertad de rotación y las dos can- 
tidades que especifican la energia cinètica de rotación son componentes de 
la velocidad angular alrededor de los ejes x y z- Ademàs, corno los enlaces 
atómicos no son perfectamente rigidos, los àtomos pueden vibrar segùn la 
linea que los une. Esto introduce dos grados de libertad vibracionales, porque 
la energia de vibración es en parte cinètica y en parte potencial y està deter¬ 
minada por la velocidad y por la separación de los àtomos. Podemos esperar, 
pues, siete grados de libertad para una molécula diatòmica (3 de traslación, 
2 de rotación y 2 de vibración). Para /= 7, la teoria predice 

Cv=: \ R = 3,5R ’ y “ l ’ 29- 
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Estos valores no concuerdan bien con los observados para los gases diató- 
micos, consignados en la tabla 9-1. En cambio, si hacemos f = 5, obtenemos 

c v = - 2 R = 2,5R, y — \ = l’40- 

Estos valores son casi exactamente iguales a los valores medios de c„ y y 
para moléculas diatómicas consignados en la segunda parte de la tabla (el 
Cl 2 es una excepción interesante). Por lo tanto, a temperaturas próximas a la 
ambiente, estas moléculas se comportan corno si la energia molecular total 
se distribuyera entre los grados de libertad de traslación y ademàs entre los 
de rotación o de vibración, pero no en ambos de éstos a la vez. 

A medida que crece el nùmero de àtomos en una molécula, puede espe- 
rarse que también aumente el nùmero de grados de libertad y la teoria prevé 
un decrecimiento en la razón de los calores especificos, lo cual concuerda, 
en generai, con la experiencia. 

Las principales caracteristicas de la teoria estàn bastante bien comproba- 
das. Predicen que y nunca es mayor que 1,67 ni menor que 1 y esto està 
de acuerdo con la experiencia. No obstante, si introducimos en la ecuación 
(9-29) los valores experimentales de y y despejamos f, el resultado no es, en 
generai, exactamente un nùmero entero. Ahora bien, una molécula tiene un 
grado de libertad o no lo tiene. Los grados de libertad se cuentan, no se pesan. 
Carece de sentido hablar de una fracción de grado de libertad y el simple 
concepto de equipartición no lo es todo. 

Cuando examinamos la variación de los calores especificos con la tempe¬ 
ratura, las divergencias entre la experiencia y la sencilla teoria anterior, re¬ 
sulta mas evidente. Excepto para gases cuyos àtomos sean monoatómicos, 
los calores especificos de todos los gases aumentan al crecer la temperatura 
y disminuyen cuando la temperatura baja. En efecto, a temperatura de 20 K, 
el calor especifico del hidrógeno (el ùnico gas diatòmico que se conserva 
corno gas a muy bajas temperaturas) decrece a fi?, valor previsto por la 
teoria para un gas monoatòmico. Asi, a està baja temperatura, los grados de 
libertad de rotación y los de vibración de la molécula de hidrógeno parecen 
no tener ninguna participación en la variación de la energia interna, asociada 
a un cambio de temperatura. Todas las dificultades anteriores se eliminan, 
no obstante, cuando se toman en consideración los principios de la mecànica 
cuàntica y de estadistica. Estos principios se expondràn en la sección 12-7. 

La presión de un gas depende de su energia cinètica de traslación y pres¬ 
cindendo de su complejidad molecular, una molécula tiene sólo tres grados 
de libertad de traslación y una energia cinètica de traslación, igual a 3kT/2. 
Asi, si U u . represcnta està porción de la energia interna, 

</„ = ~ NkT. 
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La presión P es igual a NkT/V y, por tanto, 

P = IMn = 2 

3 K 3 ■ 

en donde u tr es la energia de traslación por unidad de volumen o densidad 
de energia y conio ya indicamos anteriormente, la presión es igual a los dos 
tercios de la densidad de energia de traslación. 

9-8 CALOR ESPECIFICO DE UN SÒLIDO 

Las moléculas de un sòlido, a diferencia de las de un gas, estàn obligadas a 
oscilar alrededor de puntos fijos por fuerzas relativamente grandes ejercidas 
por otras moléculas sobre ellas. Supongamos que cada molécula realice un 
movimiento armònico simple. Cada una de ellas tiene tres grados de libertad, 
considerada corno punto material, pero la energia potencial asociada con su 
movimiento, que puede despreciarse cuando las moléculas se hallan muy se- 
paradas, corno es el caso para los gases, en los sólidos es en promedio exac- 
tamente igual a la energia cinètica, si el movimiento es armònico simple. 
Por lo tanto, si es vàlido el principio de equipartición en los sólidos, debe- 
mos asignar una energia kT a cada grado de libertad (■]-kT para la energia 
cinètica, \kT para la energia potencial), en vez de -}kT, corno para las molécu¬ 
las de un gas. La energia total de N moléculas es, por lo tanto, 

JJ = 3NkT, (9-31) 

y el calor especifico molar a volumen constante, segun la teoria, es 

c v — 3R — 3 x 8,31 x IO 3 = 24.9 x IO 3 .1 kilomol-' K -1 . (9-32) 

Esto està de acuerdo con la ley empirica de Dulong y Petit, la cual esta- 
blece que a temperaturas que no son demasiado bajas, el calor especifico 
molar a volumen constante de todas las sustancias puras en el estado sòlido 
es muy 'aproximado a 3R y nuevamente se obtiene un buen acuerdo con la 
experiencia a temperaturas altas. A bajas temperaturas no se obtiene tal 
acuerdo, ya que corno hemos visto, los calores especifius de todas las 
sustancias tienden a cero, al tender a cero la temperatura absoluta. Este es 
otro problema para el cual la teoria clàsica no da una respuesta satisfactoria, 
debiendo emplearse entonces los métodos de la mecànica cuàntica. 

Puntualizaremos otra discrepancia entre la teoria simple y la experiencia. 
Hay buenas razones para pensar que en los metales, buenos conductores eléc- 
tricos, cada àtomo participa con uno o mas de sus electrones exteriores y 
que estos electrones forman una especie de nube electrónica o gas electrónico, 
que ocupa el volumen del melai y que està constrenido por fuerzas eléctricas 
a la superficie del metal, de la misma manera que los gases ordinarios ocupan 
un recipiente. Este gas de electrones tiene grados de libertad de trasla- 
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ción que son independientes totalmente de los iones metàlicos que forman la 
red cristalina y debe tener un calor especifico molar igual al de cualquier otro 
gas monoatòmico, es decir, 3R/2. O sea, a medida que la temperatura del 
metal crece, debe entregarse energia para hacer mover màs ràpidamente a los 
electrones, asi corno aumentar la amplitud de las vibraciones de los iones 
metàlicos. Los ùltimos deben poseer un calor especifico de 3 R, de modo que 
el calor especifico total del metal deberia ser por lo menos 3 R + 3R/2 = 9R/2. 
En realidad, los metales cumplen la ley de Dulong-Petit igual que los no 
conductores, de modo que aparentemente los electrones no participan de la 
energia tèrmica. Este problema fue un verdadero acertijo durante muchos 
afios, pero nuevamente se obtuvo la explicación satisfactoria cuando se usa- 
ron los métodos cuànticos. 

PROBLEMAS 

9-1 (a) Calcular el nùmero de moléculas por unidad de volumen en un gas a 300 K 
cuando la presión es IO" 3 Tor. (b) ^Cuantas moléculas hay en un cubo de 1 mm de 
arista en estas condiciones? 

9-2 El modelo utilizado en este capitulo supone que las moléculas estàn distribui- 
das uniformemente en todo el recinto. ^Cuà) debe ser el tannano de un elemento 
cùbico de volumen en el recinto para que el nùmero de particulas en cada elemento de 
volumen varie en un 0,1 % cuando el gas se encuentra en condiciones normales? 
(Mediante un estudio estadistico puede comprobarse que la desviación probable del 
nùmero de particulas en cada elemento de volumen respecto al valor medio, N, 
viene dada por A’/ 2 .) 

9-3 (a) En la fig. 9-1, sea </> = 45°, A4> = 0,01 radianes, 6 = 60° y A0 = 0,01 radianes. 
^Qué fracción del nùmero total de moléculas de un gas tiene vectores velocidad 
comprendidos en un estrecho cono que intercepte el àrea sombreada AA? (b) Con¬ 
siderar un segundo cono que intercepte la misma àrea en la superficie esférica, 
pero con <t> — 90° y 6 — 0. Esquematizar este cono y comparar el nùmero de vec¬ 
tores velocidad incluidos en él con el del cono de la parte (a). 

9-4 (a) Aproximadamente, ,-qué fracción de las moléculas de un gas tiene veloci- 
dades para las cuales el àngulo </> de la fig. 9-1 se halla entre 29,5° y 30,5° y 0 
entre 44,5° y 45,5°? (b) iQué fracción tiene velocidades con <#> entre 29,5° y 30,5° 
para cualquier valor de 0? [Noia: Los àngulos deben expresarse en radianes.] 

9-5 Supongamos que el nùmero de moléculas de un gas con velocidades compren- 
didas entre v y r + Ar viene dado por A(V„ = N A i'/v 0 para v 0 > d>0 y A N v = 0 
para r>r 0 . (a) Determinar la fracción de moléculas con velocidades comprendì- 
das entre 0,50 t> 0 y 0,51 r 0 . (b) Calcular la fracción de moléculas que con las velo¬ 
cidades especificadas en la parte (a) posee las direcciones descritas en las partes 
(a) y (b) del problema anterior. (c) Determinar el flujo de moléculas descritas en 
la parte (b) de este problema que llegan a una superficie, si el gas se encuentra 
en condiciones normales. 

9-6 Calcular v y i\. m para las siguientes distribuciones de seis particulas: (a) todas 
ellas poseen velocidades de 20 m s -1 ; (b) tres tienen vélocidades de 5 m s _1 y tres 
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de 20 m s -1 ; (c) cuatro tienen velocidades de 5 m s _1 y dos de 20 m s-‘; (d) tres 
estàn en reposo y tres tienen velocidades de 20 m s _1 ; (e) una tiene velocidad de 
5 m s -1 , dos de 7 m s _1 , dos de 15 m s _1 y una de 20 m s _1 . 

9-7 La función de distribución de velocidades de un grupo de N particulas se ex¬ 
presa por A N v = kv Ar para v 0 > v > 0 y A N v = 0 para v > t: 0 . (a) Trazar un gràfico 
de la función de distribución. (b) Demostrar que la constante k = 2N/v 2 . (c) Cal- 
cular la velocidad media de las particulas. (d) Calcular la velocidad cuadràtica 
media de las particulas. 

9-8 (a) Deducir la ecuación (9-7) a partir de la ecuación (9-4). (b) Para un gas en 
condiciones normales, determinar A<I>„ para las moléculas que, cumpliendo la ley de 
distribución de velocidades del problema anterior, poseen velocidades comprendi- 
das entre 0,50 u 0 y 0,51 v 0 . (c) Determinar <1> para las moléculas que poseen la misma 
distribución de velocidades. ' 

9-9 iQué forma tomarà la ecuación (9-7) si se hallan presentes en el gas varias 
clases de moléculas? iConcuerda la respuesta con la ley de Dalton? 

9-10 Deducir una expresión equivalente a la ecuación (9-17) para un gas bidimen- 
sional, es decir, un gas cuyas moléculas puedan moverse solamente en un plano. 
(El concepto correspondiente a presión o fuerza por unidad de àrea, se convierte 
en fuerza por unidad de longitud.) 

9-11 (a) Calcular la velocidad cuadràtica media de un gas de àtomos de helio a 
300 K. (b) cA qué temperatura las moléculas de oxigeno tendràn la misma veloci¬ 
dad cuadràtica media? £Con qué diferencia de potencial debe acelerarse una molé- 
cula de oxigeno simplemente ionizada para tener la misma velocidad? 

9-12 (a) tCuàntos impactos moleculares recibe por segundo un centimetro cuadrado 
de superficie expuesta al aire a presión atmosferica a 300 K? El peso molccular 
medio del aire es 29. (b) <;Cuàl serà la altura de un cilindro de 1 cm 2 de base que 
contiene el nùmero de moléculas a 1 atm y 300 K que chocan con una superficie 
de 1 cm 2 en un segundo? 

9-13 Una caja cùbica de 0,1 m de arista contiene 3 x IO 22 moléculas de 0 2 a 300 K. 
(a) (jCuàntas colisiones por termino medio realiza cada molécula contra las parc- 
des de la caja en un segundo? iQué presión ejerce cl oxigeno sobre las paredes 
de la caja? 

9-14 Un vaso cerrado contiene agua liquida en equilibrio con su vapor a 100°C y 
1 atm. Un gramo de vapor de agua a està temperatura y presión ocupa un volumen 
de 1670 cm 3 . El calor de vaporización a està temperatura es 2250 J g- 1 . (a) iCuàntas 
moléculas hay en un cm 3 de vapor? (b) iCuàntas moléculas de vapor alcanzan cada 
cm 2 de superficie de liquido por segundo? (c) Si cada molécula de vapor que choca 
contra la superficie se incorpora al liquido, icuàntas se evaporan en cada cm 2 por 
segundo? (d) Comparar la energia cinètica media de una molécula de vapor con 
la energia que se necesita para transferir una molécula del liquido a la fase vapor. 
9-15 Cuando un liquido y su vapor estàn en equilibrio, la velocidad de evaporación 
del liquido y la de condensación del vapor son iguales. Suponer que cada molécula 
del vapor que alcanza la superficie del liquido se “condensa" y suponer que la 
velocidad de evaporación es la misma cuando cl vapor se extrac ràpidamente de 
la superficie que cuando cl liquido y su vapor eslàn en equilibrio. La presión 
de vapor del mercurio a 0°C es 185 X 10 6 Tur y el calor latente de vaporización es 


340 J g-‘. Calcular la velocidad de evaporación del mercurio cn el vacio, en g cm~ 2 
s _1 : (a) a la temperatura de 0°C, (b) a 20°C. 

9-16 Un vaso de paredes delgadas de volumen V contiene N particulas que escapan 
lentamente por un pequeno orificio de àrea A. A través del orificio no penetra nin- 
guna particula en el vaso. Determinar el tiempo necesario para que el nùmero de 
particulas disminuya al valor N/2. Expresar la respuesta en función de A, V y v. 
9-17 La presión en un sistema de vacio es IO -3 Tor. La presión exterior es 1 atm y 
T = 300 K. Hay un pequeno orificio en la pared del sistema de àrea, IO- 10 cm 2 . Supo¬ 
ner que cada molécula que "alcanza" el orificio lo atraviesa. (a) ^Cuàntas moléculas 
entran en el sistema en 1 hora? (b) Si el volumen del sistema es de 2 litros, iqué 
aumento de presión experimentarà el sistema? (c) Demostrar que el nùmero de 
moléculas que escapan es despreciable. 

9-18 Un vaso de volumen 2V se divide en compartimientos de igual volumen me¬ 
diante un delgado tabique. El lado izquierdo contiene inicialmente un gas ideal 
a la presión P 0 y el lado derecho està inicialmente evacuado. Se practica en el 
tabique un pequeno orificio de àrea A. Deducir una expresión de la presión P, del 
lado izquierdo en función del tiempo y suponer que la temperatura permanece 
constante y es la misma a ambos lados del tabique. 

9-19 Una càmara aislada que contiene helio liquido en equilibrio con su vapor se 
mantiene a 1,2 K. Està separada de una segunda càmara aislada mantenida a 300 K 
por un tabique delgado aislante que posee un pequeno orificio. Ambas càmaras 
se llenan de vapor de helio. Sì la presión de vapor del helio a 1,2 K es P 0 , demostrar 
que la presión P en la otra càmara es P 0 \/300/Ì,2.. (El cociente P/P 0 se denomina 
eoe fidente de presión termomolecular y tiene interés en la termometria de presión 
de vapor cuando la presión es tan baja que las particulas no experimentan ningùn 
choque en dislancias grandes comparadas con las dimensiones lineales del aparato.) 
9-20 Un gas monoatòmico ideal està confinado en un cilindro aislado dotado de un 
èmbolo tambicn aislado. (a) Considerando los choques de las moléculas del gas con 
cl èmbolo cuasicstàticamentc móvil, demostrar que PV 5 A = constante, (b) Determi¬ 
nar la depcndcncia con la presión de la velocidad cuadràtica media de las molé¬ 
culas cn una comprcsión o cxpansión adiabàtica. 

9-21 Una molécula està consliluida por cuatro àtomos en los vértices de un te¬ 
traedro. (a) tCuàl es cl nùmero de grados de libertad para traslación, rotación y 
vibración de està molécula? (b) Basàndose en cl principio de equipartición, <;qué 
valores tienen c v y y en un gas compucsto de estas moléculas? 

9-22 Bajo la acción de una radiación apropiada, una molécula diatòmica se divide 
en dos àtomos. La relación entre el nùmero de moléculas disociadas y el nùmero 
total de moléculas es a. Determinar y(— c p /c v ) en función de a a una temperatura 
para la cual estàn excitados los modos de vibración de la molécula diatòmica. 

9-23 Determinar la energia cinètica total de traslación y la velocidad cuadràtica 
media de las moléculas de 10 litros de gas helio a una presión de equilibrio de 
IO 3 N m -2. 

9-24 (a) Determinar el calor especifico a volumen constante de un gas de moléculas 
H 2 y H 2 0. (b) iCómo se modifican los calores especificos si el gas se licua o se 
solidifica? 
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10-1 FUERZAS INTERMOLECULARES 

En el capitulo anterior se trataron las moléculas de un gas corno puntos geo- 
métricos que no ejerci'an fuerzas entre si. En este capitulo tendremos en cucn- 
ta tales fuerzas. 

La fuerza ejercida entre un par de moléculas es de origen eléctrico y 
debido a la complicada estructura de un àtomo o molécula, no puede expre- 
sarse mediante una ley simple. En generai, para separaciones relativamente 
grandes, la fuerza es atractiva, disminuye ràpidamente con la separación y 
se denomina fuerza de van der Waals. Cuando dos moléculas se aproximan 
lo suficiente corno para que se superpongan sus nubes electrónicas, la fuerza 
se convierte en repulsiva y crece muy ràpidamente cuando la separación se 
hace màs pequena. Asi, la fuerza intermolecular debe tener la forma generai 
de la curva de trazo continuo de la fig. 10-1. 


F 



Fig. 10-1 Fuerzas intermoleculares. 

La aproximación màs simple a està ley consiste en tratar las moléculas 
corno esferas rigidas elàsticas, para las que la fuerza de repulsión se hace 
infinita cuando sus superficies se ponen en contacto. Si incluimos una fuerza 
de atracción cuando las moléculas no cstàn en contacio, la ley de fuerzas 
tiene la forma de la linea discontinua de la fig. 10-1. 

10-2 ECUACIÓN DE ESTADO DE VAN DER WAALS 

En los primeros capitulos humus livello amplio uso de la ccuación de estado 
de van der Waals y no porque usta ccuación describa con gran cxactitud las 


propiedades de los gascs, sino porque demuestra en forma generai, mediante 
la constante a, còrno dependen estas propiedades de las fuerzas intermolecu¬ 
lares de atracción y còrno con la constante b dependen de los tamanos mo- 
leculares. 

La ùltima corrección de la ecuación de estado de un gas ideal fue introdu- 
cida por primera vez por Clausius. Éste indicò que en la deducción de la 
sección 9-4 se debe usar corno volumen, no el volumen reai V del recipiente, 
sino el volumen disponible para una molécula, el cual es menor que V debido 
al volumen ocupado por las restantes moléculas. Si llamamos b al volumen 
«inasequible» por mol, en un gas formarlo por n moles, este volumen seria nb 
y escribiriamos 

P(V — nb) = nRT, 

o dividiendo ambo, miembros por n 

P(v - b) = RT. (10-1) 

Està ecuación fue formulada por vez primera por Hirn*. (Aqui, la letra v 
representa el volumen especifico molar, no la velocidad molecular.) 



Fig. 10-2 El radio de la esfera de exclusión es igual al diàmetro mole¬ 
cular d. 

Si las moléculas se considerali corno esferas rigidas de diàmetro d, la 
distancia minima unire los ccntros de dos moléculas, corno se indica en la 
fig. 10-2, es igual a d. En ciucio, cl centro de cada molécula viene excluido 
del de olia por una esfera de radio d llamada «esfera de exclusión». El volu¬ 
men de està esfera es 4 ttcì 3 /3 y para no contar dos veces cada par, tomare- 
mos corno valor total inasequible para un sistema de N moléculas 

1 4 

- N X — rrd 3 . 

2 3 


* Gustavo A. Hirn, ingeniero francés (1815-1890). 
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E1 numero de moléculas N es igual al producto del nùmero de moles n 
por el nùmero de Avogadro, N A , de modo que el volumen inasequible por mol 
o constante b es 

A = ^ N J yird i . (10-2) 

Este valor es cuatro veces superior al volumen reai molecular por mol: 


7 N A 7rd 3 . 


(10-3) 


Van der Waals, en 1873, incluyó un segundo término de corrección en la 
ecuación de estado para tener en cuenta la fuerza de atracción intermolecular, 
Supongamos que estas fuerzas disminuyen tan ràpidamente con la distancia 
(por ejemplo, en la forma 1/r 6 ) que sólo son apreciables entre una molécula 
y sus vecinas mas próximas. Las moléculas que se encuentran en el seno del 
gas estàn por término medio igualmente atraidas en todas las direcciones, 
pero aquellas que se encuentran en las capas mas externas experimentan una 
fuerza neta hacia dentro. Una molécula que se aproxirna a la pared del re¬ 
cinto sera, por tanto, frenada y la fuerza media ejercida sobre la pared, es 
decir, la presión observada, resulta ser algo menor de lo que corresponderia 
en ausencia de fuerzas atractivas. 

La reducción de presión sera proporcional al nùmero de moléculas por 
unidad de volumen en la capa exterior, n = N/V, y al nùmero por unidad de 
volumen en la capa próxima siguiente inferior, cuyas moléculas estàn ejer- 
ciendo fuerzas atractivas. Por tanto, la presión se reducirà en una cantidad 
proporcional a n 2 o igual a «n J , en donde a es un factor que depende de la 
intensidad de la fuerza atractiva. Como el nùmero de moléculas N es igual 
a nN A , siendo n el nùmero de moles, resulta 



donde hemos reemplazado el producto «A/ 2 por a. Por tanto, la presión P dada 
por la ecuación de Hirn, 
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y, por tanto, 

( P + " 2 )^ " = PT ’ (10-5) 

que es la ecuación de estado de van der Waals. 

Como el volumen critico especffico molar de un gas de van der Waals, t> 0 , 
es igual a 3 b, resulta de la ecuación (10-2) que 

v c = 3b = 2N A nd 3 , (10-6) 


es igual a 12 veces el volumen total molecular. El valor de b para un gas de 
van der Waals proporciona, por tanto, un medio de estimar los diàmetros 
moleculares, ya que 



Asf, en el caso del helio, para el cual b = 23,4 X IO -3 m 3 kilomol -1 , tenemos 


3 x 23,4 x 10~ 3 
2 x 3,14 x 6,02 x 10 2B 


2,6 x 10- 


2,6 x 10 8 erri. 


En la sección 10-4 se describiràn otros métodos de estimar los diàmetros 
moleculares. En la tabla 2-1 se consignan los valores de a y b para distintos 
gases. 


10-3 SECCIÓN EFICAZ DE CHOQUE. RECORRIDO LIBRE MEDIO 

Al deducir la ecuación de la presión ejercida por un gas, se consideraron las 
moléculas corno puntos gcométricos que podfan desplazarse libremente desde 
una pared a otra de un recinto sin chocar con otras moléculas. Una de las 
objeciones que surgió a los primeros desarrollos de la teoria cinètica era 
que si las moléculas actuaran de este modo, una pequena cantidad de gas 
dejada libremente en una gran habitación se extenderia casi instantàneamente 
por loda ella y la verdad es que si destapamos un frasco de perfume trans- 
curro un tiempo consideratile antes de que el aroma se perciba en un punto 
situado a unos metros de distancia, en ausencia de corrientes de aire. Pronto 
se comprobó que està difusión relativamente lenta de un gas en otro era 
debida a colisionec moleculares corno las representadas en la fig. 10-3, que 
dan lugar a que la molécula se mueva en una trayectoria irregular en zig-zag. 


SEARS — 21 
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Fig. 10-3 Recorridos libres moleculares. 

Supongamos de nuevo que una molécula es una esfera rigida. A una de 
las moléculas que verifican el choque le llamaremos molécula «bianco» y a 
la otra molécula «proyectil». Cuando tiene lugar un choque, la dislancia entro 
los centros de las moléculas se hace igual al diàmetro molecular d, corno se 
ve en la fig. 10-2. 

Como el choque viene determinado sólo por la distancia cnlre los ccntros, 
no importa si el bianco es pequeno y el .proyectil grande o viceversa. Podc- 
mos, por tanto, considerar que la molécula proyectil se reduce a un punto 
en su centro y la molécula bianco ocupa la esfera total de exclusión, de 
radio d. 

Consideremos ahora una capa delgada de gas de dimcnsioncs L, L y Ax, 
corno en la fig. 10-4. Està capa contiene moléculas «blancos» (cquivalcntcs) 
representadas por los circulos sombreados. Imaginemos ahora que un nù¬ 
mero muy grande N de moléculas «proycctiles», representadas por los puntos 
negros, se proyecta contra la cara superl'icial de la capa —corno perdigones 
de una escopeta—, de tal forma que su distribución es completamente alea¬ 
toria. Si el espesor de la capa es tan pequeno que ninguna molécula «bianco» 
puede ocultarse tras otra, la capa presenta a las moléculas proycctiles el 
aspecto de la fig. 10-4. 

La mayor parte de las moléculas proycctiles pasaràn a través de la capa, 
pero algunas chocaràn con las moléculas bianco. La relación entre el nùmero 
de colisiones, AAf, y el nùmero total de moléculas proyectiles, N, es igual al 
cociente entre el àrea presentada por las moléculas blancos y el àrea total 
ofrecida por la capa: 

A N _ àrea bianc o 
N àrea total 
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Fig. 10-4 Una delgada capa de gas de moléculas "bianco" bombardeada 
por moléculas "proyectiles". 

El àrea bianco <r de una molécula simple (equivalente) es igual al àrea 
de un cuculo de radio d o radio de exclusión: 

a = tu/ 2 . (10-8) 

Està àrea se denomina sección cficaz de choque microscòpica de una molé¬ 
cula (equivalente). El àrea bianco total es igual al producto de està sección 
elicaz por el nùmero de moléculas blancos de la capa. Si existen n moléculas 
blancos por unidad de volumen, este nùmero es nL 2 Ax, de modo que el àrea 
bianco total es 

no ’/. 2 Ax. 

El àrea total de la capa es L 2 , de modo que 

A N litri? Ax A 

yy “ /; - (10-9) 

La magnitud no- se denomina sección eficaz de choque macroscòpica de 
las moléculas (equivalentes). Como la densidad numèrica n en el sistema MKS 
es el nùmero de moléculas por metro cuadrado y la sección eficaz de cho¬ 
que cr es el nùmero de metros cuadrados por molécula, la unidad del pro¬ 
ducto no- es 1 metro cuadrado por metro cùbico (1 m 2 m- 3 = 1 nr- 1 ). De un 
modo geneial, en cualquier sistema, la unidad de sección eficaz de choque 
macioscópica es la reciproca de una longitud y no una superficie. 


324 


FUERZAS 1NTERM0LECULARES. FENÓMENOS DE TRANSPORTE 


En cada una de las A N colisiones se separa una molécula de su trayec- 
toria originai, o sea, se dispersa del haz disminuyendo el nùmero de las que 
permanecen en éste. Interpretaremos, pues, A N, no corno un «nùmero de 
choques», sino corno la disminución en el nùmero N y escribiremos 


A N = — NnoAx 


= — ncrAx. 


En realidnd, N disminm'e a sallos a me ida que van chocando las dis- 
tin+as ntalee’, as, pero si N es muy grande podemos considerarlo una función 
continua de x y escribir 


Por tante, 


-IliJ cìx. 


In N = —mix 4- constante 


y si jV = N 0 , cuando a — 0, 


N — N 0 exp(— iuta). 


( 10 - 10 ) 


que se conoce corno ecuación de supervivencia y representa el nùmero de 
moléculas N procedentes de un nùmero inicial N 0 que todavia no han reali- 
zado ningùn choque después de recorrer una distancia a. 

Introduciendo 'a cxprcsión de N en la ecuación (10-9), resulta 


A N = V 0 n<r exp( — ncrx) Ax. 


( 10 - 11 ) 


En està ecuación, A N es el nùme. > e moléculas que realizan su primer choque 
después de haber recorrido ”na ii f ancia comprendida entro x y x + Ax. 

Calculemos ahora ’a Ristanti; a 'in recornda por un grupo de N„ niolé- 
culas ances de que iealicen su ann;' boeme. Està distancia media se conoce 
con el nombre de r’.co> ido lire 1 ‘ili-di > i. Pai a su calcolo, moltiplicai jiuos x 
por el ninnerò de 'las f.N i ai r'vi "reo la distancia x antes de chetar, 

sumaremos estos xoductos pare todes lo ’.alores de .v y dividiremos por el 
nùmero ,o* 4 iV 0 . Reeinpla/.aiulo la s una p una integrai, se oh tiene 
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La integrai definida es igual a l/n 2 o- 2 , de tal modo que 


( 10 - 12 ) 


y el recorrido libre medio es inversamente proporcional a la sección eficaz de 
choque macroscòpica. Como la unidad de no- es la inversa de la unidad de 
longitud, la unidad de recorrido libre medio es la unidad de longitud. Obsér- 
vese que el recorrido libre medio no di pende de la velocidad molecular. 

El concepto de recorrido libre med'.) puede entenderse mejor imaginando 
un hombre que dispara balas al azai contra un bosque muy espeso. Todas 
las balas llegaràn a chocar contra a.gùn àrbol, pero unas recorreràn mayo- 
res distancias que otras. Es fàcil ver que la distancia media recorrida està 
en razón inversa a la densidad del bosque (n) y al tamano de los àrboles (a-). 

Una tècnica experimental comùn, consiste en proyectar en un gas un haz 
de particulas (neutras o con carga eléctrica) y medir la cantidad N 0 y el 
nùmero N que permanecen en el haz después dé recorrer una distancia a. 
Se verifica que la disminución cxponencial prevista por la ecuación (10-10) se 
cuniple perfectamcntc y podemos invertir allora el razonamiento que per- 
mitió deducir està ecuación. Es decir, corno N 0 , N y x pueden medirse expe- 
rimentalmente, la ecuación (10-10) puede resolverse para no- o l y podemos 
considerar estas magniludes definidas por està ecuación, independientemente 
de cualquier teoria de colisiones moleculares. 

Aunque las ecuaciones anteriores se han deducido considerando un haz 
de moléculas proyectadas en un gas, el recorrido libre medio es el mismo si 
se considera que el grupo està formado por moléculas de un gas que se mue- 
ven al azar entre las restantes moléculas, chocando contra ellas. El’ movi- 
miento de una sola molécula es una trayectoria en zig-zag, corno la indicada 
en la fig. 10-3 y esto explica por qué una molécula se aparta con relativa 
lentitud de un lugar dado, aunque su velocidad media sea muy grande. 

Como ejemplo, supongamos que el diàmetro molecular d es igual a 
2 x IO -10 m. En condiciones normales, existen 3 x 10 2S moléculas m~ 3 en un 
gas. La sección eficaz de cheque macroscòpico es, por tanto, 


tur = ii7 rd' 1 ss: 3 x IO 25 x 3,14 x 4 x 10 20 40 x IO 5 m~" 1 , 

y el recorrido libre medio 

l=--w2,5x 10“ 7 ni, 

HIT 

que es menor que la longitud de onda de la luz visible. La separación inter- 
molecular media en condiciones normales es aproximadamente 3 X 10~ 9 m, 
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lo cual significa que el recorrido libre medio es mucho mayor que la sepa- 
ración intermolecular media y la fig. 10-3 no se ajusta pues a la realidad. 

Como el nùmero de moléculas por unidad de volumen, n, es inversa¬ 
mente proporcional a la presión, el recorrido libre medio crece a medida que 
la presión disminuye. Un sistema de «vado» relativamente bueno reduce la 
presión a IO -3 Tor o sea, aproximadamente 10~ 6 atm. El recorrido libre medio 
es entonces un millón de veces superior que a la presión atmosfèrica o sea, del 
orden de 25 cm. 

La teoria mas completa del recorrido libre medio toma en cuenta el movi- 
miento relativo de todas las moléculas de un gas, es decir, que tanto las 
moléculas «blancos» corno las «proyectiles» estàn en movimiento. El ùnico 
cambio en el resultado final es una modificación del coeficiente numèrico 
del segundo miembro de la ecuación (10-12). La dependencia inversa del 
nùmero de moléculas por unidad de volumen y de la sección eficaz de choque, 
permanece inalterada. En particular, si se supone que todas las moléculas 
tienen la misma velocidad, j 

! 

/ _ 3 ! 0,75 [. 

4 na n a ’ 

I:', 

resultado obtenido por Clausius. Con la hipótesis de una distribución max- 
welliana de velocidades (véase sección 12-2), 

t _ _1_ J_ _ 0,707 I 

y/2 n a ncr 

No obstantc, continuaremos^ utilizando el resultado mas simple de la ecua¬ 
ción (10-12). 

En la cxposición anterior, tanto las moléculas blancos corno las molécu- j 
las proyectiles se consideraban esferas rigidas idénticas, de diàmetro d. A 
memido, se quiere conocer el recorrido libre de un electron que se mueve entre 
las moléculas neutras o ionizadas de un gas en un plasma o entre los iones 
l'ijos de un conductor metàlico. El «diàmetro» de un electron es tan pequeno 
comparado con el de una molécula, que puede considerarse corno puntual 
y la distancia de centro a centro en un choque (véase fig. 10-2) resulta d/2 
en vez de d, siendo d el diàmetro molecular. Ademàs, las velocidades de los 
electrones son tan grandes comparadas con las velocidades de las moléculas, 
que éstas pueden suponerse en reposo y no necesita hacerse la corrección 
por velocidad relativa de los electrones. De las consideraciones anteriores, re¬ 
sulta para el recorrido libre medio electrónico l e el valor 

. i 

= 4—, (10-13) | 

1 UT I 


en donde n cs la densidad numerica de las moléculas y ncr la sección eficaz 
de choque macroscòpica de los electrones contra las moléculas o iones. 

En función del recorrido libre medio, la ecuación de supervivencia toma la 
forma 

N = N 0 exp ( —ncrx) = N 0 exp( — x/l). (10-14) 

La fig. 10-5 es la representación gràfica de està ecuación, en la cual se ex¬ 
presa la relación sin dimensiones N/N 0 en función de x/l. La ordenada de la 
curva es la fracción de moléculas con caminos libres màs largos que cual- 
quier fracción del recorrido libre medio. Obsérvese que la fracción con reco- 
rridos libres mayores que el valor medio es exp (— 1), o sea, el 37 %, en tanto 
que el nùmero con recorridos libres menores que el medio es del 63 %. 

Un interesante aspecto de la teoria de la distribución de recorridos libres 
es que cada una de las N 0 moléculas consideradas originalmente no tienen 
porque estar iniciando un camino libre, tras haber efectuado un choque. 
Solamente separamos al azar una porción arbitraria de un gran nùmero de 
moléculas en un instante cualquiera e inquirimos sobre su futuro sin ave- 
riguar su pasado. No obstante, a menudo intcresa el pasado en vez del futuro. 
Es decir, podemos fijar nuestra atención en un grupo de moléculas en un 
instante dado y en vez de preguntar, corno hicimos antes, qué distancia 
recorreràn por término medio antes de hacer su choque próximo, averiguar 
cuànto han recorrido, por término medio, desde su Miimo choque. El mismo 
razonamiento usado antes muestra que està distancia media es también el 
recorrido libre medio l y que la distribución de los recorridos libres «anterio- 
rcs» es la misma que la distribución de los caminos «futures». Por eso, cuando 
consideramos un gran nùmero de moléculas de un gas en un instante cual¬ 
quiera, la distancia media que deben recorrer antes del choque siguiente es 
igual a la distancia media que han recorrido desde su choque inmediatamente 
anterior y ambas distancias son iguales al recorrido libre medio l. En la sec- 


N.'No 



Fig. 10-5 Representación gràfica de la ecuación de supervivencia. 
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ción siguiente utilizaremos este hecho para calcular la distancia media por 
encima o por debajo de un plano en el cual las moléculas realizan su ùltima 
colisión antes de cruzarlo. 

Este resultado sugiere la siguiente interesante pregunta: Si la distancia 
media recorrida por las moléculas del grupo antes de considerarlo es l y la 
distancia media después es también 1, ,-por qué el recorrido libre medio no 
es 21 en vez de l? 

Otro importante concepto es el de frecuencìa de colisión z o nùmero me¬ 
dio de colisiones por unidad de tiernpo que una molécula realiza con otras 
moléculas. En un intervalo de tiempo Af, una molécula recorre una distancia 
media v At a lo largo de su trayectoria en zig-zag. El nùmero medio de coli¬ 
siones que realiza en este tiempo es v M/l y, por tanto, la l'recuencia de co¬ 
lisión es 

z=-=«i a. (10-15) 

/ 

A partir de los valores de v, n y o- para las moléculas de oxigcno a la tem¬ 
peratura ambiente, resulta 

z « 5,5 X 10” colisiones s" 


El tiempo libre medio % o tiempo medio entre colisiones es igual al valor 
reciproco de la frecuencia de colisión z y, por tanto, 

1 / 1 

T = - = - = (10-16) 


Para las moléculas de oxigeno a temperatura ambiente, 


T -—■ S» 1,8 x 10 "’s. 

5,5 x 10” 

Los resultados anteriores constituyen la base de la teoria de la conduc- 
ción metàlica desarrollada por Drude* en 1900. Se supone que los electrones 
libres en un conductor metàlico pueden considerarse corno un gas ideal y 
su velocidad media aleatoria v es la misma que la de las moléculas de un gas 
de la misma masa a igual temperatura. (En el capitulo 13 veremos que està 
hipótesis no es realmente buona.) Si la inlensidad del campo eléelrico en el 
conductor es E, la fuerza F que actùa sobre cada electron de carga negativa e 


Paul K. L. Drude, fisico alemàn (1863-1906). 
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es F = eE. Corno resultado de està fuerza los electrones poseen una acelera- 
ción a opuesta a la dirección del campo de magnitud 

_ F_ _ eE 
m m 

Sin embargo, los electrones no se aceleran indefinidamente debido a los 
choques con los iones metàlicos fijos. Se admite que en cada choque un elec¬ 
tron queda en reposo y verifica una salida nueva, habiendo perdido toda memo¬ 
ria de su velocidad anterior. En el tiempo libre medio r entre colisiones, un 
electron adquiere una velocidad opuesta al campo igual a at y su velocidad 
media entre colisiones o velocidad de desplazamiento u, es 



UeE\k 
2\ m )v 


Està velocidad de desplazamiento se superpone a la velocidad «tèrmica» alea¬ 
toria, v, pero en un conductor reai es muy pequena comparada con està 
ùltima. Obsérvesc que en la expresión para el recorrido libre medio l c , debe- 
mos usar la ecuación (10-13). 

La densidad de corriente J en el metal (intensidad de corriente por unidad 
de sección transversai) es igual al producto de la densidad numèrica n e de 
los electrones por su carga e y por su velocidad de desplazamiento u: 


J — n c ei i 



La resistividad p del metal se define por el cociente de la intensidad de 
campo E por la densidad de corriente J: p — E/J. Por tanto, 


2 mv 
n „e"/,. 


(10-17) 


En un metal determinado a una temperatura dada, todas las magnitudes 
del segundo miembro de la ecuación anterior son constantes, de modo que 
la teoria de Drude predice que bajo estas condiciones la resistividad de un 
conductor metàlico es una constante independiente de E. En otras palabras, 
que la densidad de coniente J es directamente proporcional a la intensidad de 
campo eléctrico E y el metal, de acuerdo con la experiencia, cumple la ley 
de Ohm. 

Un enunciado mas lamiliar de la ley de Ohm es que, a una temperatura 
determinada, la diferencia de potencial V entre dos puntos de un hilo con- 
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ductor es directamente proporcional a la corricnte I que circula por cl hilo, 
es decir, V = IR, en donde R es una constante independicnte de I. La corriente 
total I en un conductor de àrea transversai constante A es I = JA. Si la longi- 
tud del conductor es L, la diferencia de potcncial V entre sus extremos es 
V = EL, de modo que la ecuación pj =■ E puede escribirse en la forma 


I V 



en donde la resistendo. R — pL/A. 

En el capftulo 12 demostraremos que la velocidad media v aleatoria en 
un gas es proporcional a r l/2 y, por tanto, la teoria predice que la resistivi- 
dad p se incrementa con la raiz cuadrada de la temperatura. Sin embargo, la 
experiencia nos dice que la resistencia de los conductores metàlicos crece 
linealmente con la temperatura creciente, por lo que la teoria de Drude dista 
mucho de ser perfecta. A. 

10-4 COEFICIENTE DE VISCOSIDAD 

En las tres secciones siguientes daremos un tratamiento dementai de tres 
propicdadcs de un gas dcscritas con el nombre generico de fenómenos de 
transporte. Tales son la viscosidad, la conductividad termica y cl cocficiente 
de difusión y pucdcn explicarse en función del transporte a través de una 
superficie imaginaria dentro del gas, de la cantidad de movimiento, de la 
energia y de la masa, respectivamente. Consideremos en primer lugar el coe¬ 
ficiente de viscosidad. 



Fig. 10-6 Flujo viscoso entre una placa inferior en reposo y una placa 
superior móvil. 

A primera vista resulta contradictorio que un gas formado por moléculas 
ampliamento separadas que chocan elàsticamenle entro si, presente cl fenó- 
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meno de la viscosidad o fricción interna. Sin embargo, todo gas reai es vis¬ 
coso y, corno demostraremos, està propiedad es otra consecuencia necesaria 
de nuestro modelo simple y no requiere la asignación de nuevas propiedades 
a las moléculas. 

La fig. 10-6 representa una porción de dos grandes platas separadas por 
una capa de gas de espesor L. Debido a la viscosidad del gas, debe ejercerse 
una fuerza F sobre la placa superior para arrastrarla hacia la derecha a velo¬ 
cidad constante respecto a la placa inferior en reposo. (Una fuerza igual y 
opuesta debe ejercerse sobre la placa inferior para mantenerla en reposo.) 
Las moléculas de la capa de gas poseen una componente de la velocidad hacia 
delante u que crece uniformemente con la distancia y por encima de la placa 
inferior. El coeficiente de viscosidad del gas rj està definido por la ecuación 




(10-18) 


,en donde A es el àrea de una cualquiera de las placas y du/dy es el gradiente 
de velocidad en àngulo recto con las placas. 

En el sistema MKS la unidad de F/A es el newton por metro cuadrado y la 
unidad del gradiente de velocidad du/dy es el metro por segundo, por metro. Por 
tanto, la unidad del coeficiente de viscosidad rj es el newton por metro cua¬ 
drado, por metro y por segundo por metro, lo cual se reduce a 1 N s m- 2 . La uni¬ 
dad cgs correspondiente es 1 dina s enr 2 y se denomina 1 poise en honor 
de Poiseuille*. (1 poise = 10 N s m~ 2 .) 

La velocidad hacia delante u de las moléculas se superpone a sus grandes 
velocidades aleatorias, de modo que el gas no està en equilibrio termodinà¬ 
mico. Sin embargo, en la mayor parte de los problemas pràcticos las veloci¬ 
dades aleatorias son mucho màs grandes que cualquier velocidad asociada al 
movimiento de la masa, de modo que podemos emplear los resultados pre¬ 
viamente deducidos para un estado de equilibrio. 

La linea de trazos S-S de la fig. 10-6 representa una superficie imaginaria 
dentro del gas a una altura arbitraria y por encima de la placa inferior. De¬ 
bido a los movimientos aleatorios existe un flujo molecular $ a través de 
la superficie indicada por la linea de trazos, tanto desde arriba corno desde 
abajo. Supondremos que en su ùltimo choque, antes de cruzar la superficie, 
cada molécula adquiere una velocidad de flujo, hacia la derecha, correspon¬ 
diente a la altura a que se efectuó el choque. Como la velocidad de flujo, por 
encima de la superficie de trazos, es mayor que debajo de ella, las moléculas 
que la cruzan procedentes de arriba transpòrtan una cantidad de movimiento 
mayor (hacia la derecha) a través de la superficie, que las moléculas que la 


* Jcan-Louis M. Poiseuille, fisico francés (1799-1869). 
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cruzan procedentes de abajo. Resulta, pues, un cierto transporte de canti- 
dad de movimiento a través de la superficie y por el segundo principio de 
Newton de la dinàmica, podemos igualar la cantidad de movimiento trans- 
portada en unidad de tiempo, por unidad de superficie, con la fuerza viscosa, 
por unidad de superficie. 

Ast, pues, la viscosidad de un gas no se debe a fuerzas de «rozamiento» 
entre sus moléculas, sino a que transportan cantidad de movimientos a través 
de una superficie corno consecuencia de su movimiento tèrmico desordenado. 
El proceso es anàlogo al de dos vagones abiertos cargados de carbón que se 
mueven en el mismo sentido, en vias paralelas, a velocidades ligeramente dife- 
rentes, habiendo en cada vagón una cuadrilla de obreros, cada uno de los 
cuales lanza paladas de carbón de un vagón a otro. Los vagones del tren màs 
lento son golpeados por trozos de carbón que cruzan algo màs ràpidos 
que el vagón, lo que da corno resultado una fuerza en el tren, hacia addante. 
Inversamente resulta una fuerza hacia atràs sobre el tren màs ràpido y el 
efecto es el mismo que si los vagones estuvieran rozàndose y ejerciendo fuerza 
a través de un mecanismo de rozamiento por deslizamiento. 



Fig. 10-7 El ultimo recorrido libre antes de que la molecola cruce la 
superficie comenzó a una distancia y — l cos 0 de la superficie. 

Calculemos primero la altura media y por encima (o por debajo) de la 
superficie a la cual una molécula realiza el ùltimo cheque anlcs de cruzar. 
En la sección 9-3 se supom'a que las moléculas cran puntos gcométricos y 
que todas las moléculas ()tj>v del cilindro oblicuo de la lig. 9-2 alcanzaban el 
àrea Ad sin haber realizatlo una sola colisión. listo no puede sor corredo, 
pues, por tèrmine medio, cada molécula recorre sólo una distancia l sin 
chocar con otra molécula. Estas colisiones moleculares no afectan al flujo 
total de moléculas 0 f j>v que llegan a la superficie, pues por cada colisión que 
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.separa una molécula 0cj>v del nùmero originalmente existente en el cilindro, 
se producirà otra colisión que da lugar a una molécula 0<j>v esencialmente en 
el mismo punto. Sin embargo, corno se explicó en la sección anterior, las 
moléculas que degan a la superficie, por término medio habràn iniciado sus 
ùltimos recorridos libres antes de alcanzar la superficie a una distancia l de ella. 
La distancia perpendicular y desde la superficie, para cualquier molécula 8 
(véase fig. 10-7) es y = l cos 6. El valor medio de y, o y, se determina multi- 
plicando l cos 8 por el flujo A<I> 0 , sumando para todos los valores de 0 y divi- 
diendo por el flujo total <I>. Si en la ecuación (9-6) reemplazamos por un, 

A<I >0 = - m sen 0 cos 0 A 0 ; 
y segùn la ecuación (9-11), 

0 = 7 in. 

4 

Por tanto, rcemplazando SO por clO e integrando respecto a 0 desde cero a n/2, 

- iJn/J„ /2 sen 0 cos 2 0 clO 
2 2 

y =---=-/. (10-19) 

1 - 3 

- en 
4 

Es decir, por término medio, una molécula que cruza la superficie realiza 
su ùltima colisión antes del cruce a una distancia igual a dos tercios de un 
recorrido libre medio por encima (o por debajo) de la Superficie. 

Sea u 0 la velocidad de la masa del gas hacia addante en el plano S-S. 
A una distancia 21/2 por encima de la superficie, està velocidad sera 


2 clu 

u = u a + -l — , 

3 dy 


ya que el gradiente de velocidad du/dy puede considerarse constante en una 
distancia del orden de un recorrido libre. La cantidad de moviminto hacia 
addante de una molécula con està velocidad es 



"* + 3 ' 



Por lo tanto, la cantidad de movimiento total Gj, en el sentido de circula- 
ción, transpoi indo a través de la superficie, por unidad de superficie y por 
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unidad de tiempo, por las moléculas que cruzan la superficie desde arriba, 
es el producto de la cantidad de movimiento mu por el flujo total <I>: 

Anàlogamente, la cantidad de movimiento total transportada a través de la 
superficie por las moléculas que la cruzan de abajo a arriba, es 

1 _ / 2 , du\ 

OT =;■»"(».- 3 ‘j-,)- 

El transporte total de cantidad de movimiento por unidad de superficie y 
por unidad de tiempo, es la diferencia entre los dos valores anteriores o sea, 

G — -n invi— (10-20) 

3 dy 



s/f(K >12 ) 

Fig. 10-8 La_ viscosidad del helio, argon y neon es casi una función 
lineai de J'f. 
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Tabla 10-1 Valores del camino libre medio y diàmetros mole- 
culares de algunos gases, determinados a partir de mediciones 
de laj viscosidad. Los valores de l y d de està tabla se calcula- 
ron utilizando la ecuación (10-13) para l. 


Gas 

r) (15°C) 

(N s m- 2 ) 

/ (15°C, 1 atm) 

. (m) 

d 

(m) 

He 

19,4 x IO” 6 

18,6 x IO" 8 

2,18 x IO” 10 

Ne 

31,0 

13,2 

2,60 

A 

22,0 

6,66 

3,64 

h 2 

8,71 

11,8 

2,74 

n 2 

17,3 

6,28 

3,76 

o. 

20,0 

6,79 

3,60 

cò 2 

14,5 

4,19 

4,60 

NH, 

9,7 

4,51 

4,44 

CH* 

10,8 

5,16 

4,14 


y, por el segundo principio de la dinàmica de Newton, està cantidad es igual 
a la fuerza viscosa por unidad de superficie. Por lo tanto, comparando con la 
definición del coeficiente de viscosidad de la ecuación (10-18), obtenemos: 


I 1 m v 

- il invi — -. 

3 3 a 


( 10 - 21 ) 


Una inespcrada conclusìón de este resultado es que la viscosidad de un 
gas es independiente de la presión o de la densidad y es función exclusiva 
de la temperatura, por la dependencia de v con T. La experiencia, por otra 
parte, comprueba este resultado, excepto a muy bajas presiones, cuando el 
recorrido libre medio es del orden de las dimensiones del aparato. No debe 
esperarse que la teoria antcrior se cumpla en estas condiciones en que una 
molécula rebota de una pared a otra sin efectuar un gran nùmero de choques 
en cl camino. 

En la sección 12-2 veremos que la vclocidad media v viene dada por 


de modo que 



1 mv _ l8k %/mT 
3 a 3 a- a 


( 10 - 22 ) 




336 


FUERZAS INTERMOLECULARES. FENÓMENOS DE TRANSPORTE 


Asi, para las moleculas de una determinada especie, la teoria predice que v 
es proporcional a \fT y para distintas especies a una temperatura determi¬ 
nada, es proporcional a ‘fm/cr. 

La fig. 10-8 muestra algunos valores experimentales de las viscosidades 
del helio, neon y argon, representados en función de yT. Las gràficas son 
lineas casi rectas, pero medidas precisas muestran que se curvan ligeramente 
hacia arriba, indicando que la viscosidad crece con la temperatura a un ritmo 
algo superior al previsto por la teoria de las «esferas rigidas». Esto pue- 
de aplicarse considerando que las esferas que representan las moléculas 
no son verdaderamente rigidas y que una «colisión» se asemeja mas al choque 
entre dos pelotas blandas de tenis que al equivalente entre dos bolas de billar. 
Cuanto mas elevada es la temperatura, mayor es la energia cinètica niolecu- f 

lar media y màs se «aplastan» las moléculas en una colisión. Asi, la distancia ■ ' 
centro a centro en un choque y la correspondiente sección eficaz de choque o-, | 

seràn tanto menores cuanto màs alta sea la temperatura, con el correspon- ! 

diente incremento de r r | 

Dada la dependencia de la viscosidad con la sección eficaz a-, la ecua- 
ción (10-22) es realmente una de las relaciones utilizadas para «medir» las 
secciones eficaces de colisión y los diàmetros d de las esferas rigidas corres- 
pondientes. En la tabla 10-1 se consignan algunos valores de d calculados por 
mediciones de la viscosidad. 

10-5 CONDUCTIVIDAD TÈRMICA 

La conductividad tèrmica de un gas puede estudiarse de igual manera que la 
viscosidad. Supongamos que las placas superior e inferior de la fig. 10-6 se 1 
encuentran en reposo pero a diferentes temperaturas, de modo que existe 
en el gas un gradiente de temperatura en vez de un gradiente de vclocidad. 

(Es dificil evitar que el flujo de calor conductivo en un gas no se desvirlùe 
por corrientes de convección. La capa de gas debe ser delgada y la placa 
superior ha de estar a una temperatura mas alta que la inferior.) Si d'T/dy 
es el gradiente de temperatura norma! a una superficie dentro del gas, la 
conductividad tèrmica A se define por la ecuación 

// = — X , (10-23) 

dy 

en donde II es el flujo o con iente de calor por unidad de àrea y por unidad 
de riempo a través de la superficie. El signo negativo se debe a que si dT/dy 
es positivo, el flujo de calor se dirige bacia abajo y es negativo. 

En el sistema MKS la unidad de II es 1 joule por metro cuadrado y por 
segundo y la unidad del gradiente de temperatura dT/dy es 1 kelvin por metro. 
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La unidad de conductividad tèrmica l es, por tanto, 1 joule por metro cua¬ 
drado por segundo, por metro pur 1 rivin, tuj. expresión se reduce a 1 J 
m _1 s -1 K _1 . 

Desde el punto de vista molecular consideramos la conductividad tèrmica 
de un gas corno el resultado del flujo neto de energia d-ética molecular a 
través de una superficie. La energia cinètica total por mol de las moléculas 
de un gas ideal, es simplemente su energia interna u, que a su vez es igua’ 
a cj. La energia cinètica media de una sola molécula es, por tanto, c v T divi- 
dido por el nùmero de Avogadro, N A , y si definimos una «capacidad calorifica 
molecular» c* corno c* — c v /N A , la energia cinètica molecular media es c*T. 

Supongamos, corno antes, que cada molécula que cruza la superficie rea- 
lizó su ùltima colisión a una distancia 21/3 por encima o por debajo de la 
misma y que su energia cinètica corresponde a la temperatura a dicha dis¬ 
tancia. Si T 0 es la temperatura en la superficie S-S, la energia cinètica de una 
molécula a una distancia 21/3 por debajo de la superficie es 




La energia transportada en dirección hacia arriba por unidad de àrea y 
por unidad de riempo es igual al producto de està magnitud por el flujo mo¬ 
lecular <I>: 



Del mismo mudo, la energia transportada por las moléculas que cruzan desde 
arriba hacia abajo es 


ll{ = \uTk-:(t 0 + -i‘^ : 


EI Iransporle neto por unidad de àrea y de riempo que identificamos con la 
condente calorifica II, es 



(TT 

dy 


(10-24) 


.y por comparación con la ecuación (10-23) resulta para la conductividad tèr¬ 
mica A el valor 




(10-25) 


SEARS — 22 
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Asi pues, la conductividad tèrmica, igual que la viscosidad, tiene que ser 
independiente de la densidad. Este resultado està también de acuerdo con los 
experimentos realizados a presiones tan bajas que cl recorrido libre medio se 
hace del mismo orden de magnitud que las dimensiones del recinto. 

E1 cociente entre la conductividad tèrmica y la viscosidad es 

A C v C v C v 

r\ m mN A M 

y 

_ l f ( 10 - 26 ) 

en donde M es el peso molecular del gas. Por tanto, la teoria predice que para 
todos los gases està combinación de propiedades experimentales debe ser 
igual a la unidad. En la tabla 10-2 se dan algunos valores para su compara- 
ción. El cociente tiene el orden correcto de magnitud, pero vemos de nuevo 
que el modelo de estera rigida para las moléculas es inadecuado. 


Tabla 10-2 Valores de la conductividad tèrmica X, peso molecular M, viscosidad ?/ 
y calor especifico c„ de algunos gases, asi corno del cociente de la ecuación (10-26). 


Gas 

2(0°C) 

(J m" 1 s- 1 K" 1 ) 

M 

(kg kilomol- 1 ) 

’l(0°C) 

(N s ,rrr 2 ) 

Cv 

(J kilomol -1 K -3 ) 

AM 

Vc v 

He 

0,141 

4,003 

18,6 x 10-° 

12,5 x IO 3 

2,43 

Ne 

0.0464 

20,18 

29,7 

12,7 

2,48 

A 

0,163 

39,95 

21,3 

12,5 

2,45 

h 2 

0,168 

2,016 

8,41 

20,1 

2,00 

n 2 

0,241 

28,02 

16,6 

20,9 

1,95 

o 2 

0,245 

32,00 

19,2 

21,0 

1,94 

co 2 

0,145 

44,01 

13,7 

28,8 

1,62 

nh 3 

© 

N> 

oo 

17,03 

9,2 

27,6 

1,46 

ch 4 

0,305 

16,03 

10,3 

27,4 

1,73 

Aire 

0,241 

29, 

17,2 

20,9 

1,94 


10-6 DIFUSIÓN 

El recipiente de la fig. 10-9 està dividido por un tabique que separa dos gases 
diferentcs A y B a la misma temperatura y presión, de modo que el nùmero 
de moléculas poi 1 unidad de volumen es el mismo a ambos lados. Si se re¬ 
tira el tabique no bay movimiento de masa del gas en ninguna dirección, 
pero tras haber transcurrido un tiempo suficiente se encuentra que ambos 
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gases estàn uniformemente distribuidos por todo el volumen. Este fenòmeno, 
que trae corno resultado la mutua penetración de los gases, se llama difusión. 
No està restringido a gases; se produce también con liquidos y sólidos. La 
difusión es una consecuencia del movimiento molecular desordenado y se 
produce cada vez que existe un gradiente de concentración de cualquier espe¬ 
rie molecular, es decir, cuando el nùmero de particulas por unidad de volu¬ 
men es diferente a ambos lados de una superficie. Puede describirse el fenò¬ 
meno corno un transporte de materia (es decir, de moléculas) a través de la 
superficie. 


o o o o o o o 
o o o o o o o 
o o o o o o o 
o o o OAO o o 
o o o o o o o 
o o o o o o o 

O O O O O O o 



• • • •*•*•*•* 


Fig. 10-9 Recipiente que contiene dos gases distintos separados por un 
tabique. 

El fenomeno de la difusión puede complicarse por el hecho de que cuando 
bay mas do un tipo de moléculas, las velocidades de difusión de uno en otro 
gas no son iguales. Podemos simplificar el problema y extraer las ideas esen- 
ciales considerando la difusión de moléculas de una ùnica especie en otras 
de la misma especie, fenòmeno conocido corno autodifusión. 

Si todas las moléculas fueran exactamente iguales, cualquier càlculo de 
autodifusión entre cllos sólo tendina interés teòrico, puesto que no hay ningun 
mètodo experimcntal que perniila distinguir las moléculas que se difunden 
de las otras. Sin embargo, moléculas cuyos àtomos son isótopos del mismo 
elemento o moléculas cuyos nùcleos son radiactivos, difieren sólo en su es- 
tructura nuclear y son esencialmente idénticos en lo que se refiere a su 
sección eficaz de choque. (Sus energias cinéticas medias difieren ligeramente 
debido a la diferencia de masa.) Es, pues, posiblc «marcar» ciertas moléculas, 
de modo que puedan distinguirse de las demàs y tratar en cambio el pro¬ 
blema de la difusión corno si las moléculas fueran todas iguales. 

Consideremos una superficie imaginaria horizontal S-S dentro del reci¬ 
piente de la fig. 10-9 en cierta etapa del proceso de difusión. El recipiente 
contiene una mczcla de moléculas por unidad de volumen, igual en todos los 
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puntos, de modo que la presión es uniforme. Supongamos que también la 
temperatura es uniforme y que n* sea el nùmero de moléculas marcadas, por 
unidad de volumen, en cualquier punto. Haremos la hipótesis de que n* es 
sólo función de y, siendo el eje y normal a la superficie S-S. Si dn*/dy es 
positivo, el flujo hacia abajo de las moléculas marcadas a través de la super¬ 
ficie es superior al flujo hacia arriba. Si r representa el flujo neto de las 
moléculas marcadas a través de la superficie por unidad de tiempo y por 
unidad de àrea, el coeficiente de autodifusión D se define por la ecuación 

r (10-27) 

dy 


El signo negativo se debe a que si dn*/dy es positivo, el flujo neto r es 
hacia abajo y negativo. 

En el sistema MKS la unidad de F es 1 molécula por metro cuadrado 
por segundo y la unidad del gradiente de concentración dn*/dy es 1 molé¬ 
cula por metro cùbico por metro. La unidad del coeficiente de difusión D es, 
por tanto, 1 molécula por metro cuadrado por segundo, dividido por 1 mo¬ 
lécula por metro cùbico por metro, lo cual se reduce a 1 m 2 s-‘. 

Supongamos corno anteriormente que cada molécula realiza su ùltima 
colisión antes de cruzar la superficie a una distancia normal a ésta e igual 
a 21/3. Si n* es el nùmero de moléculas marcadas por unidad de volumen 
en la superficie S-S, el nùmero que existe por unidad de volumen a una dis¬ 
tancia 21/3 por debajo de la superficie es 



2 dn* 

3 dy ' 


En la expresión deducida previamente para el flujo <I>, debemos reempla- 
zar n por n* y el flujo hacia arriba F| es entonces 




<ln*\ 

dy) 


De igual forma, el flujo hacia abajo es 


Pi 1 -/ * , 2 . dn* 
1 J. = - vi n* + - /- 

4 \ 3 d v 


El flujo neto es la diferencia entre ambos o sea, 


1 

DI - 

3 dy 


(IO 28) 
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Comparando con la ecuación (10-24), resulta 



v 

nu ’ 


(10-29) 


en donde n es el nùmero total de moléculas por unidad de volumen. 

El fenòmeno de la difusión a través de poros capilares de un material ce¬ 
ràmico es uno de los métodos empleados para separar los isótopos U 235 y 
U 238 . El uranio naturai se convierte primero en el gas hexafluoruro de uranio, 
y l®’ rnezcla de isotopos fluye por difusión a través de una barrerà porosa. 
El fenòmeno es màs complicado que el caso simple descrito aqui, porque el 
camino libre ya no es pequeno frente a las dimensiones de los capilares y 
los choques con las paredes resultan un factor importante. Sin embargo, 
podemos ver cualitativamente que, debido a la masa algo menor de U 235 j 
comparada con la de U 238 , la velocidad media v de las moléculas de hexa¬ 
fluoruro que contienen U 235 debe ser ligeramente mayor que en las otras. El 
coeficiente de difusión es también un poco mayor, de modo que este com¬ 
ponente està ligeramente ènriquecido en el gas que se ha difundido a través 
de los poros. 

El funcionamiento de un reactor nuclear depende también del fenòmeno 
de la difusión. Los neutrones en un reactor se comportan corno un gas que 
se genera continuamente en el mismo por el proceso de fisión y que se 
difunde a su través y eventualmente escapa por la superficie. Para que el re¬ 
actor funcione satisfactoriamente, se requiere que la generación de neutrones 
sea por lo menos tan grande corno su pérdida por difusión, màs las pérdidas 
debidas a los choques en que se absorban neutrones. 


10-7 RESUMEN 

Comparemos los tres resultados obtenidos en las secciones precedentes. Es- 
cribamos las ecuaciones (10-20), (10-24) y (10-28) en la forma 





('- nò,) 

\3 ) dy 


La ùltima ecuación se obtiene multiplicando numerador y denominador de 
la ecuación (10-26) por n. 
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E1 producto (mu) de la primiera ecuación es la cantidad de movimiento 
de una molécula de gas; el producto ( c*T) de la segunda es la energia cinè¬ 
tica de una molécula y el cociente (n*/n) de la tercera es la concentración 
de moléculas marcadas. 

Las expresiones correspondientes para los coeficientes de viscosidad, de 
conductividad tèrmica y de autodifusión son: 



PROBLEMAS 

10-1 iCómo se modifican las hipótesis de la teoria cinètica expresada en la sec- 
ción 9-2 al desarrollar la ecuación de estado de Hirn y la de van der Waals? 

10-2 La temperatura critica del C0 2 es 31,1 °C y la presión critica 73 atm. Supo- 
niendo que el C0 2 cumple la ecuación de van der Waals: (a) demostrar que la den- 
sidad critica del C0 2 es 0,34 g cm- 3 ; (b) demostrar que el diàmetro de una molé¬ 
cula de C0 2 es 3,2 x IO- 10 m. 

10-3 Utilizando los datos del problema anteriori (a) determinar la sección eficaz 
de colisión microscòpica de una molécula de C0 2r \(b) Si un kilomol de C0 2 ocupa 
10 m 3 , determinar el recorrido libre medio de las moléculas de C0 2 . (c) Si la veloci- 
dad media de las moléculas de C0 2 es 500 m s->, determinar el nùmero medio de 
colisiones realizadas por molécula en un segundo. 

10-4 Determinar la dependencia con la presión a temperatura constante del re¬ 
corrido libre medio y de la frecuencia de colisión. 

10-5 Un haz de moléculas de radio 2 x IO- 10 m choca contra un gas formado por 
moléculas de radio 3 X IO -10 m. Existen IO 24 moléculas de gas por m 3 . Determinai. 
(a) el radio de exclusión; (b) la sección eficaz de colisión microscòpica; (c) la scc- 
ción eficaz de colisión macroscòpica; (d) la fracción del haz dispersa por unidad 
de distancia recorrida en el gas; (e) la cantidad de moléculas que qucdan en el 
haz una vez ha recorrido éste IO -6 m en el gas; (f) la distancia que el haz leeone 
en el gas antes de que desaparezcan de él la milad de las moléculas; (g) el reco¬ 
rrido libre medio del haz en cl gas. 

10-6 Un grupo de moléculas de oxigeno inician sus caminos libres simultànea¬ 
mente. La presión es tal que el recorrido libre medio es 3 cm. ^Después de cuànto 
tiempo quedarà aun la milad del grupo, es dccir, la mitad del grupo no habrà efec- 
tuado aun ningun choque? Suponcr que todas las moléculas tienen velocidad igual 
a la velocidad cuadràtica media y que la temperatura es 300 K. 

10-7 Unos bolos con diàmetro eficaz de 10 cm se colocan al azar en una pista con 
una densidad media de 10 bolos por metro cuadrado. Contra ellos se lanza un gran 



t 

I 
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nùmero de bolas de 10 cm de diàmetro, (a) ^Qué relación existe entre el recorrido 
libre medio de una boia y la distancia media entre bolos? (b) èQué fracción de las 
bolas rccorren por lo mcnos 3 metros sin chocar contra un bolo? 

10-8 El recorrido libre medio de cicrto gas es 5 cm. Consideremos 10 000 caminos 
libres medios. <;Cuàntos son màs largos que: (a) 5 cm, (b) 10 cm (c) 20 cm? (d) 
tCuàntos son màs largos que 3 cm, pero menores que 5 cm? (e) ^Cuàntos estàn 
comprendidos entre 4,5 y 5,5 cm de longitud? (f) iCuàntos estàn entre 4,9 y 5,1 cm 
de longitud? (g) ^Cuàntos tienen exactamente 5 cm de longitud? 

10-9 Se efeetùa un gran nùmero de tiradas con un solo dado, (a) iCuàl es el nù¬ 
mero medio de tiradas entre dos salidas del seis? En cualquier momento del pro¬ 
ceso, ,-cuàl es el nùmero medio de tiradas (b) antes de la siguiente aparición de un 
seis?, (c) tdesde la ùltima aparición de un seis? (d) <;Cómo responderiamos a la 
cuestión planteada en la sección 10-3, es decir, por qué el recorrido libre medio es l 
y no 21? 

10-10 El recorrido libre medio de un àtomo de helio en gas helio en condiciones 
normales es 20 x 10~ 8 m. ^Cual es el radio de un àtomo de helio? 

10-11 Se proyecta un haz de electrones desde un canon electrónico a un gas a 
una presión P y el nùmero que queda en el haz a la distancia x del canon se deter¬ 
mina haciendo chocar el haz contra una placa colectora y midiendo la corriente de 
la placa. La corriente de electrones emitida por el canon tiene una intensidad 
de 100 /uA y la corriente del colector cuando x = 10 cm y P = 100 N m~ 2 (alrededor 
de 1 Tor) tiene 37 ftA. (a) iCuàl es el recorrido libre medio de los electrones? (b) 
tQué intensidad de corriente se obtendria en el colector si la presión se redujera 
a 50 N m- 2 ? 

10-12 Una molécula de oxigeno simplemente ionizada inicia un camino libre en 
una dirección normal a un campo eléctrico de intensidad IO 4 V m -1 . La presión es 
de una atmósfera y la temperatura de 300 K. (a) Calcular la distancia recorrida 
en la dirección del campo en un tiempo igual al que se precisa para recorrer el 
camino libre medio, (b) iCuàl es la razón del recorrido libre medio a esa distancia? 
(c) èCuàl cs la velocidad media en la dirección del campo? (d) ^Cuàl es la razón 
de la velocidad cuadràtica media a esa velocidad? (e) iCuàl es la razón de la 
energia de agitación termica a la energia entregacla por el campo en un camino 
libre medio? 

10-13 La rcsistencia de un alambre de cobre de 2 m de longitud y 0,01 cm de 
diàmetro es de 3 Q. La densidad del cobre cs 8,9 x IO 3 kg m~ 3 y su peso atòmico 64. 
(a) Determinar cl recorrido libre medio r entro los choqucs de los electrones con los 
nùclcos iónicos de cobre. (b) Determinar el recorrido libre medio de los electrones 
suponicndo que para un electron, i; viene dada por (8/cr/irm) 1 / 2 . cuàntas distan- 
cias atómicas equivale oste resultarlo, suponicndo que el cobre cs cùbico? (c) Deter¬ 
minar la relación entre el diàmetro de los nùclcos iónicos de cobre y la distancia 
atòmica. [Las partes (b) y (c) no dan respuestas correctas porque las velocidades elec- 
trónicas son aproxfmadamente IO 3 veces mayores que las obtenidas por (8/cjT/jrm) 1 / 2 , 
sección 13-6.] (d) Determinar el tiempo medio que tarda un electron en recorrer 
la longitud del alambre cuando la corriente que le atraviesa es de 0,333 A. 

10-14 Los satclites se mueven en una región donde el recorrido libre medio de las 
particulas es muy superior al tamano propio del cuerpo. Demostrar que la fuerza 
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por unu ad de àrea de un satélite a causa de este gas enrarecido es 4nm(> 2 /3, en 
donde n es la densidad numèrica de particulas en la atmosfera, m su masa y v la 
velocidad del satélite. [Sugerencia: Como la velocidad del satélite es muy superior 
a la velocidad del sonido, suponer que el satélite se mueve a través de una nube 
estacionaria r ' > narticulas.] 

IO- 1 5 Cali i’ 1, el coeficiente de fricción de un disco que se desliza por un colchón 
de aire a I jlocidad de 1 m s -1 . El diàmetro del disco es 0,1 m y su masa 0,3 kg. 
Supone- qu se desliza lu~ 4 m por encima del colchón. El diàmetro de una molé- 
cula de nit og ,o es, aproximadamente, 4 x IO- 10 m. 

10-16 In la taola s g.iiente se dan Ins valores r 1 !..- la viscosidad del dióxido de car- 
bono a vaUas teinperaturas. (a) L^... . la razón y/i/T a cada temperatura y (b) 
determinar el diàmetro de la molécula de CO,, (c) Comparar ese diàmetro con el 
de los ga-.s /, y N e tomados de la fig. 10-8. 


ì z 

-21 

0 

100 

182 

302 

,1 < s r,f h 

12,9 

14,0 

18,6 

22 2 

26,8 


10- 1 . (a) Ds luca una expresión para la dependencia de la temperatura de la con- 

ductividad tèrmica de un gas ideal, (b) Calcular la conductividad tèrmica del belio 
(considerado corno gas ideal) a 300 K. 

10-18 (a) A partir de los datos de la tabla 10-2 determinar el coeficiente de auto- 
difusión del helio en condiciones normales por dos caminos distintos. (b) <;Cómo 
depende el efficiente de autodifusión de la presión a temperatura constante, de 
la temperatura a presión constante y de la masa de la particula que se difunde? 
10-19 Un tubo de 2 m de longitud y IO- 4 m 2 de sección transversai contiene C0 2 a 
presión atmosferica y a temperatura de 300 K. La mitad de las moléculas de C0 2 
contienen el isòtopo radiactivo del carbono C 14 . En el instante / = 0, todas las 
moléculas del extremo izquierdo del tubo contienen el isòtopo radiactivo y el nù¬ 
mero de tales moléculas por unidad de volumen decrece uniformemente basta el 
valor cero en el otro extremo del tubo, (a) iCuàl es el gradiente de concent radòn 
inicial de las moléculas radiactivas? (b) Inicialrnente, <;cuàntas moléculas radiacli- 
vas cruzan, por segundo, una sección recta del tubo en su punto medio, de izquier- 
da a derecha? (c) ^Cuàntas la atravesaràn de derecha a izquierda? (d) <-;Cuàl es la 
velocidad de difusión inicial de moléculas radiactivas a través de la sección recta 
expresada en moléculas por segundo y en microgramos por segundo? 

10-20 Teniendo en cuenta que en condiciones normales la densidad del aire es 
1,29 kg m- 3 , v = 460 ms -1 y l = 6,4 x IO- 8 m, determinar los coelicientes de: 
(a) viscosidad, (b) difusión y (c) conductividad tèrmica. Suponer que el aire es un 
gas ideal diatòmico. 

10-21 En un gas ideal a temperatura constante existe un pequeno gradiente de 
presión uniforme, de modo que se produce un flujo de masa en la dirección del 
gradiente. Utilizando cl conccpto del recorrido libre medio, demostrar que el flujo 
de masa por unidad de tiempo en la dirección del gradiente de presión por unidad 
de àrea y por unidad de gradiente de presión es mvl/ZkT. 
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11-1 INTRODUCCIÓN 

Los métodos de la termodinàmica estadistica fueron desarrollados durante 
el final del siglo pasado, principalmente por Boltzmann en Alemania y Gibbs 
en los Estados Unidos. Con el advenimiento de la teoria cuàntica en los pri- 
meros anos del presente siglo, Bose* y Einstein** y, Fermi*** y Dirac****, 
introdujeron ciertas modificaciones a las ideas originales de Boltzmann y 
consiguieron aclarar con éxito algunas de las caracteristicas poco satisfac- 
torias de la estadistica de Boltzmann. 

El enfoque estadistico està intimamente relacionado con la termodinà¬ 
mica y la teoria cinètica. Para aquellos sistemas de particulas, en los cuales 
puede determinarse la energia de las particulas, es posible deducir por me- 
dios estadisticos la ecuación de estado de una sustancia y su ecuación de 
energia. La termodinàmica estadistica proporciona una interpretación adicio- 
nal del concepto de entropia. 

La termodinàmica estadistica (también llamada mecànica estadistica) al 
contrario que la teoria cinètica, no se ocupa de la consideración detallada 
de conceptos, tales corno choques de moléculas entre si o contra una su¬ 
perficie. En lugar de elio, aprovecha la circunstancia de que el nùmero de 
moléculas es muy grande y pueden predecirse las propiedades medias de un 
conjunto de moléculas, aun en ausencia de cualquier información sobre los 
elementos individuales, de la misma manera corno un actuario de una com¬ 
pania de seguros de vida puede predecir, con gran prccisión, la vida media 
de todas las personas de un pais que han nacido en un determinado ano, sin 
conocer el estado de salud de ninguna de ellas. 

Los métodos estadisticos pueden aplicarsc, no sólo a las moléculas, sino 
también a los fotones, a las ondas elàsticas en un sòlido y a las entidades 
màs abstractas de la mecànica cuàntica llamadas funcioncs de onda. Para 
cualquiera de estos casos utilizaremos el tènui no neutro de «particula». 

11-2 ESTADOS DE ENERGÌA Y NiVELES DE ENERGIA 

Los principios de la mecànica clàsica o mecànica newtoniana, dcscriben co- 
rrectamente el comportamiento de la materia en su conjunto, es dccir, de los 
sistemas macroscópicos. A escala molecular o microscòpica, la mecànica clà¬ 
sica no se puede aplicar y debe sustituirse por la mecànica cuàntica. Los 
principios de la mecànica cuàntica condueen al resililado de que la energia 
de una particula, sobre la cual no actua ningun campo de fuerzas conscrva- 
tivas corno el gravi tutorio, eléctrico o magnètico, no puede tornar cualquier 


* Satyendranath Bose, fisico indio (1894-1974). 

** Albert Einstein, fisico alemàn (1879-1955). 

*** Enrico Fermi, fisico italiano (1901-1954). 

**** Paul A. M. Dirac, fisico' inglés (1902- ). 


valor ai bili ai io ni cambiar de modo continuo. Por el contrario, la particula 
puede existir sólo en cierto nùmero de estados con energias especificas. Se 
dice que la energia està cuantificada. 

Para el estudio de este texto no es neccsario el conocimiento de la mecà¬ 
nica cuàntica. Trataremos de hacer plausibles algunas de sus predicciones; 
otras seràn simplemente enunciadas y el lector tendrà que confiar en su 
veracidad o acudir a los textos sobre el tema. De todos modos, en lo que se 
refiere a los métodos estadisticos, basta con saber que existen los estados 
de energia cuanlificados. 

A 



Fig. 11-1 Tres de las posiblcs ondas estacionarias en una cuerda tensa 
fija por ambos extremos. 

En mecànica cuàntica, también llamada mecànica de ondas, el mètodo 
geneial de abordar un problema consiste en establecer y resolver (si es posi- 
blc) una ecuación llamada ecuación de Schrodinger* . En muchos problemas 
està ecuación es exaclamcnte anàloga a la ecuación de ondas que describe 
la propagación de ondas transvcrsales en una cuerda tensa, fija por ambos 
cxticmos. Como es sabido, la cuerda puede vibrar en estado estacionario 
segùn una cualquiera entre cierto nùmero de ondas estacionarias, tres de 
las cuales se indicali en la lig. 11-1. Es dccir, puede formarse un nodo N en 
cada extremo y un vientre A en el centro o un nodo en el centro y en los ex- 
tiemos y vientres entre los nodos, etc. El rcsultado de interés es que siempre 
existe un numero entero de vientres en los modos estacionarios; un vientre 
en el diagrama superior, dos en el siguiente, etc. La distancia entre nodos 


* Erwin Schrodinger, fisico austriaco (1887-1961). 
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(o entre vientres) es media longitud de onda, de modo que si L es la lon- 
gitud de la cuerda, las longitudes de onda de ias posibles ondas estacio- 
narias son 

h = 2L, h = \lL, h=\lL, etc.; 

en generai, 

h = — 2 L, 

n i 

en donde n, es un nùmero entero igual al nùmero de vientres y puede tener 
alguno de los valores 

rij — 1, 2, 3, ... . 

Una onda estacionaiia es equivalente a dos ondas que propagàndose en 
sentidos opuestos se reflcjan eonstanlemente en los extremos de la cuerda. 
Este movimiento es analogo al de una particula que se mueve libremente 
addante y atràs a lo largo de una linea recta y realiza colisiones elàsticas 
en dos puntos separados por la distancia L. De acucrdo con la mecànica cuàn- 
tica una onda estacionaria de Schròdinger es, en realidad, equivalente a dicha 
particula y la longitud de onda X de la onda estacionaria està relacionada 
con la cantidad de movimiento p de la particula por medio de la relación 


li 


en donde h es una constante universal llamada constante de Planck. En el 
sistema MKS, 

li = 6,6262 X 10 31 J s. 

Por tanto, la cantidad de movimiento de la pai'ticula sólo puede tener un 
valor que corrcsponda a la serie 



( 11 - 2 ) 


Si una particula es libi e de moversc en cualquier dirccción dentro de 
una caja cùbica de ai ista L, cuyos lados sean paralclos a los ejes x, y y z 
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de un sistema de coordenadas rectangulares, las componentes x, y y z de su 
cantidad de movimiento sólo tienen permitidos los valores 


P v = n v 


p, = n. — , 

2 L 


en donde n x , n v y n z son nùmeros enteros llamados numeros cudnticos, cada 
uno de los cuales puede tener uno de los valores 1, 2, 3, etc. Cada serie de 
nùmeros cuànticos, cor responde, por tanto, a una cierta dirección de la can¬ 
tidad de movimiento. Sì p s es la cantidad de movimiento resultante corres- 
pondiente a una serie de nùmeros cuànticos n x , n y , n z , resulta 

P* = Pi + Pi + PÌ = («5 + K + i 


si hacemos in 1 -f ri 2 + n 2 ) = n 2 , 

x y z j 

2 2 h 2 

La energia cinètica e de una particula de masa m, velocidad v y cantidad 
de movimiento p = mv es 

1 2 f 

e — - mv = — . 

2 2 m 

La energia e ; correspondiente a la cantidad de movimiento p,- es, por tanto, 


P 1 _ n 2 h* 

2m ’ &mll 


(11-3) 


Los valores de n x , n u , n z se dice que definen el estado de una particula y 
las energias correspondientes a los diferentes valores posibles de n 2 son los 
posibles niveles de energia, que dependen sólo de esos valores de n 2 y no de 
los individuales de n x , n u , n z . Dicho de otro modo, la energia depende sólo de la 
magnitud de la cantidad de movimiento p ; - y no de su dirección, lo mismo 
que en la mecànica clàsica. En generai, un nùmero de estados diferentes (co¬ 
rrespondientes a las distintas direcciones de la cantidad de movimiento) posee- 
ràn la misma energia. Se dice entonces que el nivel de energia està degene- 
rado y utiliz.arcmos el simbolo g, para designar la degeneración del nivel j, 
es decir, el nùmero de estados que posecn la misma energia e,-. 
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E1 volumen V de una caja cùbica de arista L es V, de modo que L 2 = V 2/} , 
y la ecuación (11-3), en el caso de una particula libre en una caja cùbica, 
toma la forma 

= (11-4) 



El mismo resultado se aplica a un recipiente de cualquier forma, cuyas di- 
mensiones sean grandes comparadas con la longitud de onda de las ondas 
de Schrodinger. La energia del nivel ;, por tanto, depende del nùmero 
cuàntico rtj y del volumen V. Si el volumen disminuye, el valor de un deter- 
minado Cj aumenta. 

Como ejemplo, consideremos un volumen de 1 litro de gas helio. Cuando 
en la ecuación (11-4) se ponen los valores numéricos de h, m y V, resulta que 


1/-2/3 ~ 8 x 10 - 


5 x IO -21 eV. 


Ya hemos demostrado que a la temperatura ambiente la energia cinètica 
media de una molécula gaseosa es 1/40 eV, o sea, 2,5 x IO- 2 eV. Por tanto, 
para una molécula con està energia cinètica, 


2,5 x IO" 2 
5 x IO- 21 ~ ! 
tij 2,2 X IO 9 . 


5 x IO 18 , 


Asi, para la gran mayoria de las moléculas de un gas a temperaturas ordi- 
narias, los niimeros cuànticos rq son ciertamente muy grandes. 

El nivel de energia mas bajo (/ = 1) es el que corresponde a n x — n sl = 
n, = 1. Entonces n 2 = 3 y 

e. = — K _2/3 

8 m 

lixiste un solo estado (una serie de nùmeros cuànticos n x , n v , n z ) que posee 
osta energia. El nivel mas bajo es, por tanto, no degenerado y g t = 1. Las 
componentes x, y, z de la cantidad de movimiento correspondiente p, son 
todas iguales y cada una de ellas vale h/2L. 

En el nivel siguiente (/ = 2) podemos tener uno cualquiera de los siguien- 
tes estados: 


n x 

n v 

>h 

2 

1 

1 

1 

2 

1 

1 

1 

2 
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Asi, en el primero de estos estados, por ejemplo, las componentes^ de la "• 
cantidad de movimiento son * ' L ' 

ìi _ h_ h 

Pix ~ 2 2L ’ P2y ~ 2 L ’ Piz ~ 2L ' 

En cada estado, n 2 = (n 2 + n 2 + n 2 ) = 6 y en este nivel, 


Como tres estados diferentes poseen la misma energia, el orden de degene- 
ración es g 2 — 3. 

La exposición precedente de los niveles de energia y órdenes de degene- 
ración de una particula libre en una caja es sólo un ejemplo de cuantifica- 
ción energètica. Posteriormente trataremos de otras restricciones que tam- 
bién conducen a la cuantificación de la energia. 


(i) (2) P) (4) (5) 

L J LJ LI U LI »- yN -- ! 

LJ.JJ ,Li.UJ_«. 

|..| 1 . | LJ t n = 3, n 2 = 4 

’•*! yj = 1 (No degenerado), N , = 5 


Fig. 11-2 Representación esquemàtica de una serie de niveles de ener¬ 
gia q, sus órdenes de degeneración g t y sus nùmeros de ocupación N r 


La fig. 11-2 representa en forma esquemàtica los conceptos de los esta¬ 
dos de energia, niveles de energia y degeneración de un nivel. Los niveles 
de energia pueden imaginarse corno una serie de estantes a diferentes altu- 
ras, mientras que los estados corresponden a una serie de cajas en cada 
estante. El orden de degeneración g s del nivel / es el nùmero de cajas sobre 
el estante correspondiente. Si cierto nùmero de bolas se distribuyen entre 
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las distintas cajas, el nùmero en cualquier caja es el nùmero en un estado 
particular. Las bolas en las cajas de un estante cualquiera se encuentran 
e.n estados diferentes, pero todas tienen la misma energia. El nùmero total 
de bolas en las cajas a cualquier nivel ; se denomina nùmero de ocupación 
Nj de dicho nivel. 

Evidentemente, la suma de los nùmeros de ocupación N, extendida a todos 
los niveles, es igual al nùmero total de particulas N: 

= AL (11_5) 

3 

Aderhàs, corno las particulas de aquellos estados incluidos en cualquier 
nivel j poseen todas la misma energia e,-, la energia total de las particulas 
en el nivel j es CjNj, y la energia total E del sistema es 

2 € jNj = E. ( 11 - 6 ) 

3 

Si el sistema se encuentra en un campo de fuerzas conservativas exterior, 
tal corno el gravitatorio, eléctrico o magnètico, la energia total E consistirà 
en parte de la energia potencial £„ del sistema. Si la energia potencial es cero, 
la energia total E es igual entonces a la energia interna U y 

2 = U. (i 1-7) 

11-3 MACROESTADOS Y MICROESTADOS 

Un nùmero N de entidades iaénticas constituye un conjunto. Las cntidades 
pueden ser simples particulas o conjuntos idénlicos de particulas, en cuyo 
caso tenemos un conjunto de conjuntos. En la mayor parie de los casos con- 
sideraremos sólo conjuntos de particulas simples y nos referiremos a ellos 
corno a un conjunto o simplementc conio a un sistema. 

Conociendo la distribución de las particulas del sistema cntre sus esta¬ 
dos de energia, se pueden determinar las propiedades macroscópicas del 
sistema. Asi pues, el problema fundamenlal de la mecànica estadistica, es 
determinar las posibles dislribuciones de las particulas entre los distintos 
niveles y estados de energia. 

La descripción de un conjunto de particulas simples depende de que las 
que lo constituyen sean discernibles o indiscernibles. Supongamos que el 
conjunto sea una muestra de gas y las moléculas corno entes individuales 
sean las particulas. Como no hay forma de marcar las moléculas, las parti- 
culas son indiscernibles. Por otra parte, si el conjunto es un cristal, las mo- 



! 


i 



I 


r 


léculas pueden marcarse de acuerdo con las posiciones que ocupan en la red 
y considerarse corno discernibles. 

Sean o no discernibles, se dice que una especificación del nùmero de par¬ 
ticulas Nj en cada nivel de energia define un macroestado del conjunto. Por 
ejemplo, el macroestado del conjunto de la fig. 11-2 se especifica por la serie 
de los nùmeros de ocupación Nj = 5, jV 2 = 4, N 3 = 3, N 4 = 2. 

Si las particulas son indiscernibles, se dice que una especificación del 
nùmero total de particulas en cada estado de energia define un microestado 
del conjunto. Asi, si los estados de energia en cada nivel de la fig. 11-2 se 
numeran (1), (2), (3), etc., hasta el nùmero de estados en el nivel y si las 
particulas son indiscernibles, el microestado del conjunto se especifica di¬ 
cendo que en el nivel 4 hay una particula en cada uno de los estados (3) 
y (5) y no hay ninguna particula en los estados (1), (2) y (4); en el nivel 3 
hay una particula en los estados (1), (3) y (4) y ninguna en el estado (2); 
en el nivel 2 hay dos particulas en el estado (1) y una en cada uno de los 

estados (2) y (3) y en el nivel 1 hay cinco particulas en el ùnico estado 

del nivel. 

Si una o las dos particulas del nivel 4 estuvieran en estados distintos 
al (3) y al (5), el microestado seria diferente, pero el macroestado continua¬ 
rla siendo el mismo, ya que seguirla teniendo N< = 2. Evidentemente, un ma¬ 
croestado determinado puede tener muchos microestados diferentes. 

Si las particulas son discernibles, se dice que una especificación del es¬ 
tado de energia de cada particula define un microestado del conjunto. Es 
decir, debemos especificar, no sólo cuàntas particulas hay en cada estado, 
sino cuàles son. Asi, por ejemplo, supongamos que las particulas de la fig. 11-2 
son discernibles y las llamamos a, b, c, etc., de tal modo que en el nivel 4 

la particula a està en el estado (3) y la b en el estado (5); en el nivel 3, la 

particula c està en el estado (1) y las particulas d y e en los estados (3) y (4), 
respectivamente y asi sucesivamente. La especificación anterior, incluyendo 
todos los niveles, describe el microestado del conjunto. En contraste con un 
conjunto de particulas indiscernibles, en el cual el microestado seria el mismo 
cualesquiera que fueran las particulas que ocupasen los estados (3) y (5) del 
nivel 4, el microestado se considera ahora distinto si las particulas a y b se 
intercambian entre estos estados. El microestado seria también diferente si, 
por ejemplo, las particulas c y d del nivel 3 se intercambiasen con a y b del 
nivel 4. En cada uno de tales intercambios tenemos una especificación dis¬ 
tinta de los estados de energia de las particulas y, por tanto, un microestado 
diferente; en cambio, el macroestado no cambia porque los nùmeros de 
ocupación de los niveles son los mismos. 

Si existe mas de una particula en un estado de energia determinado, un 
intercambio del orden en que se escriben las letras que designan las parti¬ 
culas no modifica el microestado. Supongamos, por ejemplo, que en el esta- 
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do (1) las dos particulas del nivel 2 se llaman p y q. E1 microestado se con¬ 
sidera que es el mismo, aunque las letras se escriban en el orden pq o qp. 

E1 nùmero de microestados que se consideran diferentes para una serie 
determinada de numeros de ocupación, es evidentemente mucho mayor si las 
particulas son discernibles que si son indiscernibles. 

Los posibles macroestados y microestados de un conjunto de particulas son 
anàlogos a unas tablas de edades de unos grupos de individuos. Como ej empio, 
tomemos el nùmero de ninos de cada grado de una escuela primaria con un 
nùmero total de 368 ninos. 


Grado 

K 

1 

2 

3 

4 

5 

ì 

!.. 






— 



Ninos 

60 

70 

62 

61 

62 

53 

È 


Los grados corresponden a los niveles de energia del sistema y la especifica- 
ción del nùmero de ninos en cada grado define el macroestado del sistema. 
Un macroestado difcrcnte con el mismo nùmero total de ninos seria 



El cambio de distribución puede tener distintas consecuencias macroscópicas: 
la ncccsidad de nùmcros distintos de profesores, equipo distinto, nùmero dife- 
rcnte de libros de texto, etc. 

Los grados pucden a su vez subdividirse en clases, es decir, en el primer 
macroestado dcscrito puede haber tres clases de primer grado y dos clases 
de segundo grado. Estas clases corresponderian a los estados de energia dege- 
nerados de cada nivel. Es decir, habria 3 estados degenerados en el nivel 1, 
etcélera. 

Sì los ninos se considerasen corno particulas indiscernibles (una mala pràc- 
tica pedagògica), un microestado del sistema seria 


Clase 

K 

l(a) 

l(b) 

l(c) 

2(a) 

2(b) 

ctc. 

Ninos 

60 

22 

25 

23 

30 

32 



Un microestado diferente del mismo macroestado del sistema seria 
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Aunque el nùmero de ninos de cada clase se ha modificado, el nùmero de ninos 
de cada grado permanece constante. 

Sin embargo, la distribución 


Clase 

K 

Ka) 

Kb) 

l(c) 

2 (a) 

2(b) 

Ninos 

60 

22 

27 

23 

30 

.. 

30 


corresponderia a un macroestado diferente, ya que el nùmero de ninos de 
cada grado se ha modificado, aunque el nùmero total de ninos en la escuela 
permanezca constante. 

Cuando los ninos se consideran particulas discernibles, el microestado es 
distinto si Pedro està en l(a) y Juan en l(b), o viceversa, o si ambos estàn en 
l(b). Sin embargo, en el ùltimo caso, el microestado es el mismo tanto si el 
nombre de Juan aparece en la lista de clase antes o después que el de Pedro. 


11-4 PROBABILIDAD TERMODINAMICA 

En la sección anterior no se ha impuesto ninguna restricción a las formas 
posibles en que las particulas de un conjunto pueden distribuirse entre los 
estados de energia. En un sistema cerrado y aislado, sin embargo, la ener¬ 
gia E y el nùmero total de particulas N son magnitudes constantes. Por 
tanto, los ùnicos microestados posibles de tal sistema son aquellos que sa- 
tisfacen estas condiciones. 

A medida que el tiempo transcurre, las interacciones que tienen lugar 
entre las particulas de un sistema cerrado y aislado daràn lugar a cambios 
en el nùmero de particulas que ocupan los estados de energia y si son dis¬ 
cernibles, se produciràn cambios en el estado de energia de cada una. Estas 
interacciones pueden ser choques entre si de las moléculas de un gas o contra 
las paredes del recipiente o intercambios de energia entre las moléculas osci- 
lantes de un cristal. Cada uno de estos intercambios da lugar a una variación 
en el microestado del conjunto, pero todo microestado posible debe satis- 
facer las condiciones de N y E constantes. 

El postulado fundamental de la termodinàmica cstadistica afirma que 
todos los microestados posibles de un conjunto aislado son igualmente pro- 
bables. El postulado puede interpretarse de dos formas distintas. Considere- 
mos un intervalo de tiempo t suficientemente grande para que cada microes¬ 
tado posible de un sistema cerrado y aislado se presente un gran nùmero de 
veces. Sea A t el tiempo total durante el cual el sistema se encuentrà en alguno 
de sus posibles microestados. El postulado asegura, pues, que el intervalo 
de tiempo M. es el mismo para todos los microestados. 
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Alternativamente se puede considerar un nùmero muy grande J/‘ de ré- 
plicas de un determinado conjunto (o conjunto de conjuntos). En cualquier 
instante, sea AyK’el nùmero de réplicas que se encuentran en alguno de los 
pasibles microestados. E1 postulado asegura entonces quc el nùmero A A' es 
el mismo pera todos los microestados. El postulado no se deduce de otro 
principio mas fundamental y naturalmente no puede comprobarse por la 
experiencia. Su justificación reside en la corrección de las conclusiones que 
de él se deducen. 

Volviendo al ejemplo de la sección anterior, si todos los microestados fueran 
igualmente probables y el nùmero de ninos de la escuela se limitara exacta- 
mente a 368, considerando un gran nùmero de anos, cualquier distribución de 
ninos entre las clases tendria la misma probabilidad de ocurrencia. Alternati¬ 
vamente, si en un ano determinado se considerasen muchas escuelas elemen- 
tales con una población escolar de 368 ninos, cada una de las distintas distri- 
buciones de ninos entre las clases se presentarla con igual frecuencia. En cada 
caso, los ejemplos dados en la sección precedente se presentarian el mismo 
nùmero de veces. 

El nùmero de microestados igualmente probables que corresponde a un 
determinado macroestado k se denomina probabilidad termodinàmica H'\ del 
macroestado. (El simbolo //' procede de la palabra alemana Wahrschein- 
lichkeit que significa probabilidad. Con frecuencia se utilizan otros simbolos 
y la magnitud se llama también recuento estadistico.) Para la mayoria de 
los macroestados de un conjunto de un gran nùmero de particulas, la proba¬ 
bilidad termodinàmica es un nùmero muy grande. El nùmero total Q de posi- 
bles microestados de un conjunto o probabilidad termodinàmica del conjunto 
es igual a la suma extendida a todos los macroestados de la probabilidad 
termodinàmica de cada macroestado: 

o = 2 ir k . 

A- 

Los principios de la mecànica cuàntìca permiten deducir expresiones de 
las diferentes formas posibles en que pueden distribuirse las particulas entre 
los estados de energia de un simple conjunto en un instante determinado de 
tiempo. Dicho de otro modo, la mecànica cuàntica determina el microestado 
en cada instante para un sólo conjunto o de cada una de las muchas réplicas 
de un conjunto en un instante. En las secciones 11-5, 11-6 y 11-7 se desarro- 
llan los càlculos de i('~ k para tres casos diferentes. 

Las propiedades observables de un sistema macroscòpico dependen de los 
valores medios en al tiempo de sus propiedades mieroscópieus. Asi, la pre- 
sión de un gas depende del valor medio en el tiempo del transporte de 
cantidad de movimienlo por unidud de tiempo a través de una superficie. 
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Segùn el postulado fundamental, las propiedades observables de un sistema 
macroscòpico dependeràn también del valor medio de las propiedades mi- 
croscópicas de un gran nùmero de réplicas de un conjunto tomadas en un 
instante determinado. 

Asi, el objetivo primario de una teoria estadistica es deducir una expre- 
sión del nùmero medio de particulas N ] en cada uno de los niveles permiti- 
dos ; del conjunto. La expresión a deducir se llama nùmero de ocupación 
del nivel /. 

Sea N jk el nùmero de ocupación del nivel j en el macroestado k. El valor 
medio en el grupo del nùmero de ocupación del nivel fjj, se determina 
multiplicando A r jk por el nùmero de réplicas en el macroestado k, sumando 
los resultados para todos los macroestados y dividiendo por el nùmero total 
de réplicas, j\ . El nùmero total de réplicas de un determinado conjunto que 
existe en el macroestado k es igual al producto del nùmero de réplicas kjf 
que existen en un microestado por el nùmero de microestados 1P r k incluidos 
en el macroestado. Por tanto, 

n" = 

Ar k 

Sin embargo, 

„,r = 2 ifr r 

k 

y corno A./L'es el mismo para todos los macroestados, podemos eliminarlo 
del numerador y denominador. La media del grupo es 


2 N ik ÌT k 


( 11 - 8 ) 


Igualmente podemos calcolar la media en el tiempo del nùmero de ocu- 
pacion del nivel j, Nj. Como explicamos anteriormente, el postulado de que 
todos los microestados son igualmente probables significa que tornando un 
periodo de tiempo suficientemcnte grande, cada microestado existe durante 
e mismo mici vaio de tiempo A t. El tiempo total que el conjunto se encuen- 
ira en el macroestado k es igual al producto del intervalo de tiempo A t por 
c numcro '> i‘ de microestados en el macroestado k. La suma de estos pro- 
ductos extendida a todos los macroestados es igual al tiempo total t: 


< = lir k \t. 

k 
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E1 valor medio en el tiempo del nùmero de ocupación del nivel /, Ad, se 
determina multiplicando el nùmero de ocupación N jk del nivel /' en el ma- 
croestado k por el tiempo ii r k A t que el conjunto pasa en el macroestado le, 
sumando estos productos para todos los macroestados y dividiendo por el 
tiempo total t. La media en el tiempo es, por tanto, 

lN ik ir k At 

k 

1 A' 

k 

Como A t es igual para todos los microestados, podemos eliminarlo del nume- 
rador y denominador, quedando 

2 Nik'W* , ' 

n\ = - - = - 2 N jk ir k . (11-9) 

3 2 ir k n r 1 

k 

La comparación de las ecuaciones (11-8) y (11-9) nos dice que si todos los 
microestados son igualmcnte probables, la media en el tiempo de un nùmero 
de ocupación es ^gual a la media del grupo y cualquiera de ellas puede re- 
presentarse por N r 

En las siguicntcs tres sccciones se calculan los nùmeros de ocupacton me- 
dios de los niveles de energia para diferentes casos. Las expresiones gene- 
rales para las funciones de distribución AC en cada caso, se deducen en las 
sccciones 11-9 a 11-12. 


11-5 ESTADISTICA DE BOSE-EINSTEIN 

La probabilidad termodinàmica if k de un macroestado de un conjunto de¬ 
lfinio de la estadistica particular que cumple el conjunto. Consideraremos 
on primcr lugar la estadistica desarrollada por Bose y Einstein, que por 
bi'evcdad llamaremos estadistica B-E. En està estadistica las particulas se 
considerali, indiscernibles y no hay restricción en el nùmero de ellas que 
pueden ocupar cualquier estado de energia. Sin embargo, estos estados si 
son discernibles. Llamemos a, b, c, etc., a las particulas. (Aunque son indis¬ 
cernibles, les asignaremos letras temporalmente corno ayuda para exphear 
còrno se determina la probabilidad termodinàmica.) En una de las disposi- 
ciones de las particulas en un nivel arbitrario j podemos tener las particulas 
a y b en el estado (1) de diclio nivel, la parlicula c un el estado (2), ninguna 
en el estado (3), las particulas d, a, / en el estado (4), etc. Està distiibución 


N] = - 2 N ik ir k At 

t k 
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de particulas entro estados puede representarse por la siguiente sucesión 
mixta de nùmeros y letras: 

[0)ab] [(2)c] [(3)] [(4)*/]••• (11-10) 

en la que en cada grupo encerrado entre corchetes, las letras que siguen al 
nùmero designan las particulas en el estado correspondiente al nùmero. 

Si los nùmeros y las letras se distribuyen en todos los órdenes posibles, 
cada sucesión representa una distribución posible de particulas entre los 
estados, siempre que comience con un nùmero. Existen, por tanto, g f formas 
de comenzar las sucesiones, una para cada uno de los estados g,- y en cada 
una de estas sucesiones los (£,+ Af, — 1) nùmeros y letras restantes pueden 
distribuirse en cualquier orden. 

El nùmero de sucesiones diferentes en que pueden distribuirse N objetos 
discernibles es N\ (factorial de N). Hay N posibilidades para el primer tér- 
mino de una sucesión. En cada una de ellas existen (N — 1) posibilidades 
para el segundo, {N — 2) posibilidades para el tercero y asi sucesivamente 
hasta el ùltimo término, al cual corresponde una sola posibilidad. El nù¬ 
mero total de posibles sucesiones es, por tanto, 

» 

N(N - 1 )(N - 2) • • • 1 = TV! 

Como ejcmplo, las tres letras a, b y c pueden distribuirse en los siguientes 
órdenes: 

abe, acb, bea, bac, eba, cab. 

Vemos que existen seis posibles sucesiones, o sea, 3!. 

Si utilizamos el ejemplo de la sección anterior, el nùmero it r de sucesiones 
diferentes en las cuales pueden distribuirse los 70 ninos del primer grado es 
70!. En el apéndice C se demuestra que la aproximación de Stirling* para el 
logaritmo neperiano del factorial de un nùmero x muy grande es 


Por tanto, 


In A"! = x In x — x. 


In 70! = 70 In 70 - 70 = 245 
j oglo 70! = 245/2,303 = 106 
70! = IO 106 . 


* James Stirling, matemàtico escocés (1696-1770). 
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E1 nùmero de sucesiones posibles diferentes de los (g,- + Nj — 1) nume- 
ros y letras es, por tanto, (g t + N t — 1)! y el nùmero total de sucesiones posi¬ 
bles de gj nùmeros y Nj letras es 

gjKgi + Xi -')!]• (11-H) 

Aunque cada una de estas sucesiones representa una distribución posible 
de particulas entre los estados de energia, muchas de ellas representan la 
misma distribución. Por ejempio, una de las posibles seria la siguiente: 

[(3)] E(l)«6] mdef\ [(2)c] 

Està distribución es la misma que la (11-10), ya que los mismos estados 
contienen las mismas particulas y sólo difiere de aquélla en que los grupos 
entre corchetes aparecen en un orden distinto. Existen, por tanto, g } grupos 
en la sucesión, uno para cada estado, de modo que el nùmero de sucesiones 
distintas de grupos es g t l y debemos dividir (11-11) por g,! para no contar 
la misma distribución mas de una vez' 

Ademàs, corno las particulas son realmente indiscernibles, una sucesión 
distinta de letras, tal corno 

!(1M [(2)c>) [(3)] mbdf] • • • 

representa también la misma distribución que la (11-10), ya que cualquier 
estado contiene el mismo nùmero de particulas. Las Nj letras pueden orde- 
narse en sucesiones de Nj\ formas distintas, de modo que la ecuación (11-11) 
debe también dividirse por Njl. Por tanto, el nùmero de distribuciones dife¬ 
rentes para el nivel / es 

gj[(gj + Nj - 1)!] 

oq = ---—- , 

Si'-Njl 

que puede escribirse mas convenientemente en la l'orma 

_ foj :_ N i~ 

(7, - , )! N y * * (1M2) 

ya que 

gj! = gjigj ~ 0" 

Como ejemplo sondilo, supongamos que un nivel de energia j incluye 3 
estados (gj = 3) y 2 particulas (Nj = 2). Las distribuciones posibles de las par- 
ticulas entro los estados se indican en la fig. 11-3, en la cual, conio las parti- 
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culas son indiscernibles, se representan por puntos y no por letras. El nùmero 
de distribuciones posibles, segùn la ecuación (11-12), es 

(3+2-1)! 4! 

(3 - 1) !2 ! - 2 !2 ! “ ’ 

que concuerda con la fig. 11-3. 


Estado (1) (2) (3) 



Fig. 11-3 Posibles distribuciones de dos particulas indiscernibles entre 
tres estados de energia, sin restricción en el nùmero de particulas en 
cada estado. 


Si un nivel es no degenerado, es decir,.si hay un solo estado en el nivel 
y gj — 1, existe una sola forma posible en que pueden distribuirse las parti¬ 
culas en el nivel y, por tanto, u>j = 1. Pero si g,- = 1, la ecuación (11-12) se 
convierte en 

N ■' 

y 

= - = l. 

0 ! Njl 

Esto exige que 0! = 1, lo cual puede considerarse corno un convenio necesa- 
rio para obtener la respuesta correda. En el apéndice C pueden verse mas 
propiedades de los factoriales. 

También, si un nivel ; no està ocupado y Nj = 0, 

(gj - 1)! 

rOj — - = 1 

(gj ~ 1) ! (0)! 


ywp 1 para dicho nivel. 
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Para cada una de las posibles distribuciones de un nivel, podemos tener 
una cualquiera de las posibles distribuciones en cada uno de los restantes 
niveles, de modo que el nùmero total de distribuciones posibles o probabi- 
lidad termodinàmica de un macroestado en la estadistica B-E es el 

producto extendido a todos los niveles de los valores de «»,- para cada nivel, 
o sea, 


n “>i = n 


(g f + N, - 1) 
(g, - 1)!N 5 .! 


(11-13) 


en donde el simbolo [Jj significa el producto de todos los términos que le 
siguen, para todos los valores del subindice /. Corresponde al simbolo 
para la suma de una serie de términos. 

Si un conjunto incluye dos niveles p y q, con g, = 3 y Af„ = 2, corno en el 
ej empio anterior, y con g„ = 2, N t = 1 , la probabilidad termodinàmica del 
macroestado N v = 2, N n = 1, es 

4! 2! 

^ B-E — 2121 ini = ^ x 2 = 12, 

y existen 12 formas distintas en las cuales tres particulas indiscernibles pueden 
distribuirse entro los estados de energia del conjunto. 

A continuación calcularemos las probabilidades termodinàmicas de aque- 
llos macroeslados accesibles a un sistema determinado y los numeros de 
ocupación medios de los niveles de energia pcrmitidos. Aunque todos los mi- 
croestados de un sistema cerrado y aislado son igualmente probables, los 
unicos posibles son aquéllos en los cuales el nùmero total de particulas es 
igual al nùmero N de particulas del sistema y la energia total de las par- 
Ifculas igual a la energia U del sistema. Como ejemplo, supongamos un sis¬ 
tema de scis particulas exactamente, con los niveles de energia permitidos 
igualmente espaciados y tres estados de energia en cada nivel, de modo que 
Pi = 3. Tomaremos corno nivel de referencia de energia el del nivel mas bajo, 
de modo que e 0 = 0, e! = e, e 2 = 2e, etc. Se supone también que la energia 
total U del sistema es igual a 6e. 

Si las particulas son indiscernibles y el sistema cumple la estadistica de 
B-E, los ùnicos posibles macroestados compatibles con las condiciones N = 6, 

U = 6e son los indicados en las columnas de la fig. 11-4. Cada fila corresponde 
a un nivel de energia (los tres estados de cada nivel no se indican en la figura). 

Los puntos representan el nùmero de particulas en cada nivel. Las columnas 
pueden representar los macroestados de un solo sistema en tiempos diferen- 
tes o los macroestados de un nùmero de réplicas del sistema en un instante 
determinado. Si consideramos que la figura representa estas réplicas, enton- 

i 
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ces, aparte de un gran nùmero .A'' de réplicas, existiria un nùmero tuY' en 
cada macroestado, pero corno todos estos nùmeros A./Kserian iguales, pode¬ 
mos considerar que cada macroestado ocurre justamente una vez. 


k = i 


2 3 4 5 6 7 





9 10 11 N 


• • • 


I • • • • • • • . • 



N, 

N 

= 6 

0,041 

U 

= 6 e 

0,088 

n 

- 1532 

0,205 

Hi 

= 3 

0,410 



0,830 



1,60 



2,83 




I» * I * • !« «I I» •] 1 j I I _ | _ 

1I\= 63 135 135 180 90 270 180 100 216 135 28 


Fig. 11-4 Los once posibles macroestados de un conjunto de 6 particu¬ 
las que cumplen la estadistica de Bose-Einstein. Los niveles de energia 
estàn igualmente espaciados y poseen un orden de degeneración gj = 3 
cn cada nivel. La energia total del sistema es U — Ó£. La probabilidad 
termodinàmica de cada macroestado se expresa cn la parte inferior del 
cuadro y el nùmero de ocupación medio de cada nivel a la derecha 
del mismo. 

El diagrama puede construirse en la forma siguiente. El macroestado re- 
presentado por la primera columna se obtiene colocando en primer lugar 
una particula en el nivel 6 con energia 6e. Las restantes cinco particulas deben 
situarse en el nivel mas bajo con energia cero, de modo que la energia total 
del sistema sea 6e. Evidentemente, no pueden existir particulas en niveles 
superiores al sexto. En la segunda columna se sitùa una particula en el 
nivel 5, otra cn el nivel 1 y las cuatro restantes en el nivel mas bajo y asi 
sucesivamente. 

La probabilidad termodinàmica i( r k de cada macroestado, calcùlada por 
la ecuación (11-13), està expresada bajo la columna correspondiente. Asi, para 
el macroestado k — 1, corno g s = 3 en todos los niveles y todos los nùmeros 
de ocupación son cero excepto en el nivel 6, en donde N 6 = 1, y en el nivel 0, 
en donde N 0 — 5, 


(3 + 1 - 1)! _ (3 + 5 - 
2 ! 1 ! 2 ! 5 ! 


3 x 21 
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Es decir, la parricida ùnica del nivel 6 podia estar en cualquiera de los tres 
estados y,en el nivel mas bajo.las restantes cinco parriculas podfan haberse 
distribuido de 21 formas diferentes entre los tres estados, dando lugar a 63 
distribuciones posibles diferentes. 

El nùmero total de microestados posibles del sistema o probabilidad ter¬ 
modinàmica del sistema es 

£1=2 HT h = 1532. 

fc 

Los nùmeros de ocupación medios de cada nivel, calculados a partir de la 
ecuación (11-8) estàn indicados a la derecha del nivel correspondiente. En 
el nivel 2, por ejemplo, vemos que el macroestado 3 incluye 135 microestados, 
en cada uno de los cuales existe una parricida en el nivel 2. El macro¬ 
estado 6 incluye 270 microestados, en cada uno de los cuales existe también 
una particula en el nivel 2 y asi sucesivamente. El nùmero medio de ocu¬ 
pación del nivel 2 es) por tanto, 


A 4;^ = il = 0,83. 


En aquellos macroestados k en los cuales el nivel 2 està desocupado, el 
valor correspondiente de N k es cero y nulo el producto N 2k W k para dicho 
nivel. Obsérvese que aunque el nùmero de ocupación reai de un nivel en un 
macroestado debe ser-un nùmero entero o cero, el nùmero medio de ocupa¬ 
ción no es necesariamente un nùmero entero. 

El macroestado mas probable de la fig. 11-4, es decir, el que posee el 
mayor nùmero de microestados (270), es el sexto. El nùmero de ocupación 
de cada nivel en este macroestado es aproximadamente el mismo que el 
nùmero de ocupación medio del conjunto. Puede demostrarse (apéndice D), 
que cuando el nùmero de parriculas en un conjunto es muy grande, los nù¬ 
meros de ocupación en el estado mas probable son muy aproximadamente 
los mismos que los nùmeros de ocupación medios. 


11-6 ESTADfSTICA DE FERMI-DIRAC 

La estadistica desarrollada por Fermi y Dirai - , que por brevedad llamaremos 
estadfstica F-D, se aplica a parriculas indiscernibles que cumplen el principio 
de excltisión de Patiti*, seguii el inai no puede liaber mas que una particula 
en cada estado de energia permiliilo. (Cada particula se comporla corno si 



Wolfgang Paoli, fisico austriaco (1900-1958). 
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conociera la situación de todos los estados y pudiera tornar sólo un estado de¬ 
socupado por cualquier otra particula.) Asi, las distribuciones de las tres filas 
superiores de la fig. 11-3, con dos parriculas en cada estado, no estàn permi- 
tidas por la estadistica de Fermi-Dirac. Evidentemente, el nùmero de parti- 
culas Nj en cualquier nivel no puede exceder al nùmero de estados en 
dicho nivel. 

Para calcular la probabilidad termodinàmica de un macroestado, volvere- 
mos a asignar temporalmente nùmeros a los estados de energia de un nivel 
y letras a las parriculas y representaremos una distribución posible de las 
parriculas en un nivel por una sucesión mixta de nùmeros y letras. Una dis¬ 
tribución posible podria ser la siguiente: 

[(!)«] [(2)b) [(3)] [(4)c] [(5)] • • • (11-14) 

significando que los estados (1), (2), (3),... estàn ocupados con su cuota de 
una particula cada uno, mientras que los estados (3), (5), ...estàn vacios. 
Para una sucesión determinada de nùmeros, seleccionemos en primer lugar 
un orden arbitrario de letras. Existen g s lugares posibles para la primera 
letra que sigue a cualquiera de los g s nùmeros. Por tanto, quedan sólo (g } — 1) 
lugares posibles para la segunda letra, (g,- — 2) para la tercera y asi hasta 
[g, — (A/ ; — 1)] o (gj — Nj + 1) lugares para la ùltima letra. Como para cada 
lugar de una letra tenemos cualquiera de los posibles lugares de las restan¬ 
tes, el nùmero total de formas en que una sucesión determinada de Nj letras 
puede asignarse a los g,- estados es 


_ya que 


&(Si - - 2) • • • ( gj - Nj + 1) = —Idi - 

(gj ~ N,)\ 

St'- = g,(g, ~ l)(g, - 2) • ■ • ( gj - Nj + l)( g , - TV,)!- 


(11-15) 


Como las parriculas son indiscernibles, un estado està ocupado prescindiendo 
de la letra particular que sigue al nùmero que representa el estado y corno 
existen A7,! sucesiones diferentes en que pueden escribirse las Nj letras, de- 
bemos dividir la ecuación (11-15) por TV,! Igualmente, aunque los estados son 
discernibles, una sucesión diferente de estados no modifica la distribución. 
Por tanto, no necesitamos considerar otras sucesiones de letras y para el 
nivel /, 


Ori - Al,)! Nj\ ' 


(11-16) 
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Si un nivel /' incluye 3 estados (g, = 3) y dos particulas (N, = 2), resulta 

3 ! 3 ! 

,0 *'~ (3 - 2)121 = l!2! = 3 ' 

En la fig. 11-5 se indican las posibles distribuciones que corresponden a las 
tres filas inferiores de la fig. 11-3, de la que se han excluido las tres superiores. 


Estado (1) (2) (3) 



Fig. 11-5 Distribuciones posibles de dos particulas indiscernibles en 
tres estados de energia, con un màximo de una particula en cada estado. 



1t\= 9 27 9 I 27 



Fig. 11-6 Los cinco posibles macrocstados de un conjunto de 6 parti¬ 
culas que cumplen la estadistica de Fenni-Dirac. Los niveles de ener¬ 
gia estàn igualmente espaciados y posoen una dcgcneración de g t = 3 
cada uno. La energia total del sistema cs U = 6e. La probabilidad ter¬ 
modinàmica de cada macroestado viene en la parte interior del cuadro, 
y el nùmero de ocupación medio a la derecha del misino. 


Finalmente, corno para cada distribución en cualquier nivel podemos tener 
cualquiera de las posibles distribuciones cn los otros niveles, la probabilidad 
termodinàmica ir v . u de un macroestado en la estadistica F-D es 
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La fig. 11-6 mucstra los posibles macrocstados de un sistema de seis par¬ 
ticulas que cumple la estadistica F-D, en el cual, corno en la fig. 11-4, los 
niveles de energia estàn igualmente espaciados y el orden de degeneración 
de cada nivel cs g 3 - = 3. En comparación con la fig. 11-4, los macrocstados 
1, 2, 3, 5, 10 y 11 quedan excluidos, ya que no pueden existir mas de tres 
particulas en cada nivel. Por tanto, hay sólo cinco posibles macroestados con 
energia 6e cada uno. La probabilidad termodinàmica de cada macroestado, 
calculada a partir de la ecuación (11-17), està expresada debajo de la columna 
correspondiente. Asi, en el macroestado 1, 

.... 3! 3! 3! 

= ---- • -—--- ■ --- _ T v 3 v 1 — Q 

(3 - 1)! 1! (3 - 2)! 2! (3 - 3)! 3! 

Es decir, existen tres lugares posibles de la particula aislada en el nivel 4 
(en cualquiera de los tres estados), tres posibilidades segun las cuales las 
dos particulas del nivel 1 pueden distribuirse entre los tres estados (corno 
en la fig. 11-5) y sólo una posibilidad en que las tres particulas del nivel 
cero pueden distribuirse entre los tres estados (una en cada estado). 

El nùmero total de macroestados posibles es 

Q = I 2T, = 73. 



Fig. 11-7 Posibles distribuciones de dos particulas discernibles a y b 
entre tres estados de energia sin ninguna restricción en el nùmero de 
particulas por estado. 
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Los numeros de ocupación medios de cada nivel, calculados a partir de 
la ecuación 11-8 vienen indicados a la derecha del nivel correspondiente. 
Estos valores pueden compararse con los numeros de ocupación de la fig. 11-4. 

11-7 ESTADÌSTICA DE MAXWELL-BOLTZMANN 

En la estadistica de Maxwell-Boltzmann, que por brevedad llamaremos esta- 
dfstica M-B, las particulas de un conjunto se consideran discernibles, pero 
lo mismo que en la estadistica B-E, no hay restricción alguna respecto al nù¬ 
mero de particulas que pueden ocupar el mismo estado de energia. Consi- 
deremos un conjunto de Ai particulas y un macroestado determinarlo por los 
numeros de ocupación Ai,, AL, .... Nj ... Los órdenes de degeneración de los 
niveles son, respectivamente, g,, g 2 - •••» &. Como las particulas son discer¬ 
nibles, se consideran diferentes dos distribuciones si un nivel contiene par¬ 
ticulas diferentes, aunque el nupiero de ocupación del nivel sea el mismo. 
Es decir, una distribución en la cual las particulas de un nivel son a, b y c, 
es distinta de otra en la que las particulas son a, b y d o p, q y r. 
Consideremos en primer lugar un nivel /, que incluye gj eslados y una serie 
especifica de Ai, particulas. La primera particula puede situarse en cualquiera 
de los gj estados. Sin embargo, corno no hay restricción en el nùmero de par¬ 
ticulas por estado, la scgunda particula puede también situarse en cualquiera 
de los gì estados, dando un total de g 1 . posibles lugares para las dos primeras 
particulas. Como existen Nj particulas en el nivel, el nùmero total de distri¬ 
buciones posibles en el mismo es 

^ = (U_18) 

Por ejemplo, si el nivel j incluye tres estados (g ; = 3) y las dos particulas 
a y b (N } = 2), las posibles distribuciones de las particulas se indicai! en la 
fig. 11-7 y vemos que en total son nueve. Una permutación de las letras a 
y b entre estados diferentes, corno en las distribuciones IV y V, VI y VII, 
Vili y IX, se considera que da lugar a un microestado diferente, ya que las 
particulas a y b se encuentran en estados diferentes. Por otra parte, un cam¬ 
bio en el orden de las letras dentro de un estado deterniinado no modifica el 
microestado, pues las particulas continuan en el mismo estado. Es decir, en 
las distribuciones I, II y III podiamos igualmente designar las particulas en la 
forma ba o en la forma ab. Obsérvese que si las particulas son indiscernibles y 
se representan por puntos y no por letras, las distribuciones IV y V correspon- 
den a los mismos microestados, lo mismo que las distribuciones VI y VII y 
Vili y IX, quedando sólo seis distribuciones distintas corno en la fig. 11-3. 
Segùn la ecuación (11-18), el nùmero de distribuciones diluivi! Ics es 

,r.\l = «* 9, 

que coneuerda con la fig. 117. 
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Como para cada distribución de particulas en un nivel podemos tener 
cualquiera de las posibles distribuciones en cada uno de los restantes, el nù¬ 
mero total de distribuciones, incluyendo todos los niveles, con una serie espe¬ 
cifica de particulas en cada nivel es 

n~, = TIfrf'. di-19) 

Ì 3 

Sin embargo, n jUfj no es igual a ÌV k corno en las otras estadisticas, ya que 
un intercambio de particulas entre niveles (asi corno un intercambio de es¬ 
tados en el mismo nivel) darà también lugar a un microestado diferente. 
(Si las particulas son indiscernibles, un intercambio entre niveles no da lugar 
a un microestado diferente.) Asi, por ejemplo, si la particula b de la fig. 11-7 
se intercambia con la particula c de algùn otro nivel, de modo que las dos 
particulas del nivel j fueran a y c en lugar de a y b, tendriamos otras nueve 
distribuciones distintas de particulas en ese nivel. La cuestión que se plantea 
entonces es: saber de cuàntas formas diferentes pueden distribuirse un 
total de N particulas entre los niveles de energia, con nùmeros dados de par¬ 
ticulas Ai,, N 2 , A/j, etc., en los distintos niveles. 

Imaginemos que las N letras que representan las particulas se escriben 
en todos los órdenes posibles. Hemos deinostrado que hay Ni sucesiones. 
Llamemos TV, a las primeras letras que representan en cada sucesión las par¬ 
ticulas del nivel 1, N 2 a las siguientes letras correspondientes al nivel 2 y 
asi sucesivamente. De las Ai! posibles sucesiones, existiràn bastantes en las 
cuales las mismas letras aparezean en los IV, primeros lugares, pero en orden 
distinto. Cualquiera que sea el orden en que aparezean las letras, se asignan 
las mismas particulas al nivel 1 y, por tanto, debemos dividir Ai! por el 
nùmero de sucesiones distintas en que aparecen las mismas letras en los 
primeros Ai, lugares, o sea, A/,!. Del mismo modo, dividiremos también por 
AL!, AA 3 !, etc. y, por tanto, el nùmero total de formas, en las cuales Ai par¬ 
ticulas pueden distribuirse entre los niveles, con Ai, particulas en el nivel 1, 
N 2 particulas en el nivel 2, etc., es 



El nùmero total de distribuciones diferentes o probabilidad termodinà¬ 
mica tic un macroestado cn la estadistica M-B es, por tanto, el pro- 

duclo de (11-19) por (11-20): 
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Fig. 11-8 Los once posibles macroestados de un conjunto de 6 parti- 
culas que cumplen la estadlstica de Maxwell-Boltzmann. Los niveles 
de energia estàn igualmente espaciados y poseen un orden de degene- 
ración = 3 cada uno. La energia total del sistema es U = 6e- La proba- 
bilidad termodinàmica de cada macroestado se Italia al pie del cua- 
dro y el nùmero de ocupación mbdio de cada nivel a la derecha del 
mismo. 

La fig. 11-8 mucstra los posibles macroestados de un conjunto de 6 par- 
ticulas que cumplen la estadistica M-B. Como indican las figs. 11-4 y 11-6, 
los niveles de energia se suponen igualmente espaciados y el orden de dege- 
neración de cada nivel cs g,= 3. Aunque a cada particula se le podia haber 
asignado una lclra, los puntos representan sólo los numeros de ocupación Nj 
de los niveles respectivos. La figura es idèntica a la 11-4 para la estadistica 
B-E, pero representa un nùmero mucho mayor de microestados a causa de 
los posibles iutercambios de particulas entre los estados de un nivel deter- 
mintulo y entro distintos niveles. La probabilidad termodinàmica de cada 
macroestado, calculada por la ecuación (11-21), figura debajo de la columna 
correspondiente. Los valores de iV k se han dividido por 3 5 . Asi, para el ma- 
croestado le = 1, en el cual sólo estàn ocupados los niveles cero y seis, 

3 5 3 1 

it r =6!-= 18 x 3 5 , 

5! 1 ! 

iTJ 3 s = 18. 

El nùmero total de microestados posibles es 

Ù = 2 ip\. = 1386 X 3 r ' = 3,37 x I0 r \ 


El nùmero de ocupación medio de cada nivel se indica a la derecha de la 
fila correspondiente. 

11-8 INTERPRETAC1ÓN ESTADISTICA DE LA ENTROPIA 

En las tres secciones anteriores se calcularon los nùmeros de ocupación me- 
dios de los niveles de energia de un sistema para particulas que cumplian 
las estadisticas de Bose-Einstein, Fermi-Dirac y Maxwell-Boltzmann. En la 
sección 11-4 se estableció que las variables termodinàmicas de un sistema esta- 
ban relacionadas con los nùmeros de ocupación medios de sus niveles de ener¬ 
gia, En està sección deduciremos la relación, comenzando por buscar la propie- 
dad de un modelo estadistico de un sistema asociada a su entropia. 

Para dos estados de equilibrio de un sistema abierto PVT en el cual son 
iguales la temperatura, la presión y el potencial quimico, pero la energia, el 
volumen y el nùmero de particulas son distintos, los principios de la ter¬ 
modinàmica nos conducen al resultado de que la diferencia de entropia 
entre los estados viene dada por 

T/S.S — àU + P AF — // ÙlN. (11-22) 

.Desde el punto de vista estadistico, los cambios de energia de un conjunto, 
de su volumen y del nùmero de particulas dan lugar a cambios del nùmero 
total de posibles microestados en que puede existir el sistema. Por ejemplo, 
si la energia U del sistema de la fig. 11-4 se incrementa de 6e a 7c el nùmero 
de posibles microestados se incrementa de 1532 a 2340 y los nùmeros de 
ocupación medios de cada nivel se modificati. (Véase el problema 11-9.) 

Sin embargo, la entropia es una propiedad extensiva y la entropia total S 
de dos sistemas independientes es igual a la stima de las entropias S, y S 2 de 
los sistemas por separado: 

S = Sy >S^. 

Por otra parte, si Q t y Q 2 son las probabilidades termodinàmicas de los sis¬ 
temas y teniendo en cuenta que para cada microestado de uno de los siste¬ 
mas, el otro puede estar en cualquiera de sus posibles microestados, el nù¬ 
mero Q de microestados posibles de los dos sistemas es el producto de Q, 
por Q 2 : 

Q = 0,0 2 . (11-23) 

Asi resulta que la entropia no puede ser simplemente proporcional a la pro¬ 
babilidad termodinàmica y para determinar la forma de la relación fun- 
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cional entre S y Q, de modo que las condiciones anteriores sean satisfechas, 
supongamos que S es alguna función desconocida de fì, es decir, S = J(Q). 
Por tanto, corno S = S, + S 2 y fì = q,q 2 , 

7(0,) + 7(0,) = 7(0,0,). 

Tomemos ahora las derivadas parciales de ambos miembros de la ecua- 
ción, primero respecto a Q, con 0 2 constante y luego respecto a Q 2 con Q, 
constante. Como 7(0,) es una función exclusiva de Q,, su derivada parcial 
respecto a 0, es igual a su derivada total: 

37(0,) _ 77(0,) 

30, 30, 

La derivada parcial de 7(Q 2 ) respecto a Q, es cero, ya que 0 2 permanece cons¬ 
tante. 

En el segundo miembro la derivada parcial de 7(0,0 2 ) respecto a Q, es 
igual a la derivada total de 7(0,Q 2 ) respecto a su argumento (0,Q 2 ), multipli- 
cada por la derivada parcial de su argumento respecto a 0,, que es simple- 
mente la constante 0 2 . Por tanto, si representamos por 770,0,) la derivada 
de 7(0,0 2 ) respecto a su argumento, tenemos 

37(0,) 

30, 

Del mismo modo, 

dm») 

dii.. 

De estas ecuaciones resulta que 

D 37(0,) = o 37(0,) 

- 1 30, “* 30, 

y corno O, y 0 2 son independientes, la ecuación sólo puede satisfacerse si 
cada miembro es igual a la misma constante fc B . Por tanto, para cualquier 
sistema arbitrario, 


= 0 2 7'(0,Oo). 
- 0,7'(0,0 2 ). 
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por consiguiente, 

S = In O. (11-24) 

Es decir, la ùnica función de 0 que satisface las condiciones de que las en- 
tropfas son aditivas, mientras que las probabilidades termodinàmicas son 
multiplicativas, es la función logaritmica. 

Està ecuación es el eslabón de enlacè entre la termodinàmica estadi's- 
tica y la clàsica. El valor numèrico de la constante de proporcionalidad k B 
debe elegirse de modo que los valores clàsico y estadistico de la entropia 
coincidan. En la sección 11-15 veremos corno k B resulta ser igual a la cons¬ 
tante de Boltzmann, k = R/N A . 

Desde un punto de vista estadistico, la entropia de un sistema formado 
por un nùmero muy grande de particulas, es proporcional al logaritmo ne¬ 
periano del nùmero total de microestados accesibles al sistema. Si pudié- 
ramos preparar un conjunto tal que energèticamente sólo tuviera un mi- 
croestado accesible, seria Q = 1, In Q = 0 y la entropia seria cero. Este sistema 
està perfectamente ordenado, ya que el estado de cada particula està uni¬ 
vocamente especificado. Si existen mas estados de energia accesibles al sis¬ 
tema, Q se hace mayor que la unidad y la entropia es superior a cero. En 
este caso no es posible especificar univocamente el estado de cada parti¬ 
cula, ya que su estado puede ser diferente cuando el sistema se encuentre 
en diferentes microestados. Asi, el sistema se hace mas desordenado en cuanto 
mas micrc estados hay disponibles. La entropia del sistema puede conside- 
rarse corno una medida del desorden del sistema. 

Està interpretación estadlstica de la entropia aporta un aspecto adicio- 
nal al sign ricado del cero absoluto de temperatura. De acuerdo con el enun- 
ciado de Planck del tercer principio (sección 7-7), la entropia de un sistema 
en equilibrio interno se aproxima a cero cuando la temperatura tiende a 
cero. Por tanto, los sistemas en equilibrio interno deben estar perfectamente 
ordenados en el cero absoluto. 

I Posee la magnitud k n In Q las otras propiedades de la entropia? A conti- 
nuación ofrecemos algunas rcspuestas cualitativas. 

1. Si cxiste un flujo reversiblc de calor d'Q r en un sistema a una tempera¬ 
tura T, la entropia de òste se incrementa en dS = d'QJT. Si el sistema està 
a volumen constante, de modo que el trabajo en el proceso es nulo, el incre¬ 
mento dU de energia interna del sistema es igual a 3'Q r . Sin embargo, para 
un conjunto de particulas no interactivas, los valores de los niveles de ener¬ 
gia dependen del volumen y si el volumen es constante, estos valores no 
cambiati. Si la energia de un conjunto crece, se hacen accesibles a sus par¬ 
ticulas mayor nùmero de niveles de energia màs elevados, con el correspon- 
diente incremento del nùmero de microestados o probabilidad termodinà- 
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mica Q. Por tanto, S y In Q crecen cuando se incrementa la energia del sis¬ 
tema. 

2. La entropia de un gas ideal crece en una expansión libre irreversible desde 
el volumen Vj al volumen V 2 . No hay cambio de energia interna en el pro¬ 
ceso y no se realiza ningun trabajo, pero los niveles permitidos de energia se 
hacen mas apretados debido al incremento de volumen. Para una energia 
total constante, el nùmero de microestados accesibles crece cuando el espa- 
ciado de los niveles de energia disminuye y de nuevo S y In Q crecen en la 
expansión libre irreversible. 

3. En una expansión adiabàtica reversible de un gas ideal, la entropia S per- 
manece constante. No hay flujo de calor en el gas y el trabajo de expan¬ 
sión se realiza a expensas de la energia interna, la cual disminuye en el pro¬ 
ceso. Si el espaciado de los niveles de energia no se modificara, una reduc- 
ción en la energia interna darla lugar a un nùmero mas pequeno de microes¬ 
tados accesibles con una disminución correspondiente de In Q, pero debido 
al incremento de volumen los niveles de energia disminuyen su espaciado y 
el incremento consiguiente de In Q compensa justamente la disminución que 
resulta del decremento de energia interna. El resultado es que In Q, igual 
corno S, permanece constante. 

Podrian citarse muchos otros ejemplos y en todos los casos resulta que 
el completo acuerdo entre la termodinàmica y la estadistica descansa en la 
hipótesis de que la entropia S, cuyo cambio dS se define en termodinàmica 
por la relación 


tiene su contrapartida estadistica en el logaritmo de la probabilidad termo- 
dinàmica Q de un conjunto de un gran nùmero de particulas o en el loga- 
rilmo del nùmero total de microestados accesibles al conjunto. Asi, si S = k B 
In U, la diferencia de entropia entre dos estados próximos de un conjunto 
es tlS ss k u d(ln Q). 

Un conocimiento mas profundo de la conexión entre la termodinàmica clà- 
sica y la estadistica puede obtenerse considerando dos estados próximos de un 
sistema cerrado, en el cual los valores de la energia interna U, los niveles de 
energia e ; y los nùmeros de ocupación medios N s son ligeramente distintos. 
Como la energia U viene dada por 2/ £j N,-, la diferencia de energia entre los 
estados es 


dU = 2 U dNj + 2 N, d*ù 


(Il 25) 


es decir, la diferencia de energia resulta, en parte, de las difereneias dNj de 
los nùmeros de ocupación medios y, en parte, de las difereneias dej de los 
niveles de energia. 
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Si los valores de los niveles de energia son funciones de cierto paràmetro 
extensivo X, tal corno el volumen V, entonces 


de : 


(11-26) 


iNjdej = [iN^dX. 


Definiremos una magnitud Y, de tal modo que 


Por tanto, 


de ; 

ZNjdej = -YdX. 


(11-27) 


(11-28) 


Si, por ejemplo, el paràmetro X es el volumen V, la magnitud Y es la presión P 
y, por tanto, 

YdX = PdV. 

La diferencia de energia dU resulta ser 

dU = X € j dXj — Y dX. 

i 

Para dos estados en que el paràmetro X es el mismo, dX = 0 y 

dU x = 2 «y dNj. 

3 

Los principios de la termodinàmica conducen al resultado de que, cuando X 
es constante, 


y, por tanto, 


Asi, la ecuación 


dU x = TdS 


X'jdNj = TdS. 


(11-29) 


dU = 2 C dNj + X N J cU i 


es la forma estadistica de la combinación del primero y segundo principios 
de la termodinàmica en un sistema cerrado: 


dU = TdS - YdX. 
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Si el sistema pasa de un estado a otro seguo un proceso reversibte, 

TdS = d'Q r y YdX = d’W T . 

Por tanto, en ese proceso 

dU = d'Q t - d'W t 

I dùf = d'Q t , 2 Nj dtj = -d'w r . (1 ,_ 30) 

A veces se supone que e.j dN) es siempre igual al flujo de calor d'Q que 
recibe el^ sistema y que N. d £j es siempre igual al trabajo con signo nega¬ 
tivo dW. Como veremos, esto es cierto sólo en procesos reversibles y sólo 
en estos procesos podemos identificar las sumas de la ecuación (11-25) con el 
flujo de calor y el trabajo. 

11-9 FUNCIÓN DE DISTR1BUCIÓN DE BOSE-EINSTEIN 

Si un sistema consta de un nùmero relativamente pequeno de partfculas, 
corno en la fig. 11-4, los valores medios de los numeros de ocupación de los 
niveles de energia pueden calcularse sin mucha dificultad cuando el nùmero 
total de partfculas y la energia total tienen valores fijos. Si el nùmero es muy 
grande, corno en el modelo estadistico de un sistema macroscòpico, los calcu- 
los directos son imposibles. A continuación deduciremos una expresión gene¬ 
rai para el càlculo de los nùmeros de ocupación medios en el caso de que el 
nùmero total de partfculas sea muy grande. Tal expresión se denomina ftin- 
ción de distribución. El procedimiento consiste en deduci)- primcro una rela- 
ción generai para los valores relativos de In fi para dos sistemas que posean 
la misma serie de niveles de energia, pero de tal modo que en et segundo 
sistema eJ nùmero de partfculas es menor que en el primcro, difiriéndo en 
un nùmero pequeno ri, siendo n N, y en el cual la energia es menor que 
en el primero, con una diferencia ne r , en donde e r es la energia de cierto 
nivel arbitrario r. Asi, si los simbolos sin prima se refiercn al primer sis¬ 
tema y los simbolos con prima al segundo, 

N ' = N ~ "> U‘ = U - ne T . (11-31) 

Estas condiciones pueden cumplirse siempre, ya que podemos controlar inde- 
peudientemerne el nùmero de partfculas del sistema y su energia. La diferen¬ 
cia de valores de k u In fi se iguala entonces a la diferencia de entropia entre 
los sistemas por medio de la ecuación (11-24). 

La ùnica forma por la cual las ecuaciones (11-31) se pueden satisfacer es 
que en cada macroestado del sistema con prima los nùmeros de ocupación 
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de todos los niveles, con excepción del nivel r, sean los mismos en ambos sis¬ 
temas, mientras que el nùmero de ocupación del nivel r en el sistema con prima 
es menor que en el sistema sin prima, siendo n la diferencia. Es decir, para 
satisfacer las ecuaciones (11-31) debemos tener en cada macroestado k, 

JVj = N, 0 ^ r), N' r = N r — n. (11-32) 



1! = 45 90 60 108 45 


(b) 


Fig. 11-9 (a) Los posibles macroestados de un conjunto de 6 particu- 
las que cumplen la estadistica de B-E cuando U = 6e. (b) Los posibles 
macroestados cuando se extrae una particula del nivel 2 del conjunto 
de la parte (a). La probabilidad termodinàmica de cada macroestado 
se balla en la parte interior del cuadro y cl nùmero de ocupación me¬ 
dio de cada nivel a la derecha del olismo. 
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E1 resultado es equivalente a extraer n partlculas del nivel r en el sistema sin 
primas, sin que por elio cambien los numeros de ocupación de los otros ni- 
veles. 

Consideremos primero un sistema que cumpla la estadfstica de Bose- 
Einstein e ilustremos la relación que existe entre los macroestados corres- 
pondientes, tornando corno ejemplo del sistema sin prima, el de la fig. 11-4, 
que àparece de nuevo en la parte (a) de la fig. 11-9. El nùmero de partlculas 
es N = 6, la energia U = 6e y consideremos que n tiene su valor mas pe- 
queno posible, n = 1. El nùmero de partlculas en el sistema con prima es 
N' = N —1 = 5 y seleccionamos el nivel 2 corno nivel arbitrario r, de modo 
que la energia del sistema con prima es V — U — 2e = 4e. 

Los ùnicos macroestados posibles del sistema con prima se indican en 
la parte (b) de la fig. 11-9. Evidentemente, no pueden existir macroestados 
del sistema con prima que correspondan a un macroestado del sistema sin 
prima, en el cual el nivel 2 esté desocupado. Asl pues, existen sólo cinco 
posibles macroestados y, corno veremos, en cada uno de estos el nùmero de 
ocupación del nivel 2 es uno menos que en el correspondiente macroestado 
del sistema sin prima, siendo iguales en ambos sistemas los nùmeros de ocu¬ 
pación de los restantes niveles. 

La probabilidad termodinàmica iV k del macroestado k del sistema sin 
prima es 


En el sistema con prima 


yy/ TT ^ jk 0* 

" “ “ (g, ~ D!N rt ! ‘ 

(11-33) 

prima 


aK k - n (8j + N ' ik ~ I)! • 

V. (g,-l )\N' ìk \ 

(11-34) 


El doble sublndice rk significa que if r ' rk es la probabilidad termodinàmica 
del macroestado k en el sistema con prima y que el nivel r se ha seleccionado 
corno nivel arbitrario, del cual se ha extraido una particula. El doble sub- 
indice jk significa que N jk y N' son, respectivamente, los nùmeros de ocu¬ 
pación del nivel / en el macroestado k en los sistemas sin prima y con prima. 

El hecho de que no existan macroestados en el sistema con prima, corres- 
pondientes a los estados del sistema sin prima, en el cual el nivel r està 
desocupado, es equivalente a establecer que para tales macroestados la pro¬ 
babilidad termodinàmica W es cero. Pero si N =0, entonces N' =0 — 1 = 
— 1 y en la ecuación (11-34) el término de orden r del producto se con¬ 
viene en 

(gr ~ 2)1 = _ 1 

(g,. - !)!(-!)! (fir-IX-O! 
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Por tanto, con el fin de que ‘W' rU sea cero y siempre que g r >l, debemos 
adoptar el convenio de que (—1)! = oc. Para una mayor explicación, véase 
el apdndice C. 

La relación entre las probabilidades termodinàmicas es 

= tt (gj + N' jk - 1)! N jk \ 
i(g, + N jk ~ 

En todos los niveles, excepto el r, N' k — N , de modo que todos los tér- 
minos del producto anterior se anularàn entre el numerador y el denomi- 
nador, con la excepción del nivel r, en el cual N' = N n — 1. Por tanto, corno 

N rk \ = N rk {N rk - 1)! =.N r M 

y 

(gr + N rk ~ D! = (gr + K") '■ = (gr + Kk)(gr + Kk ~ !)’■> 

resulta que 

ifW = N rk 

g r + N' rk 

o sea, 

N rk ir ìc = ( gr + N' rk )ir rh . 

y sumando para todos los macroestados, 

2 = Sri W'rk + 2 K k ÌT ' rk . 

k k k 

Teniendo en cuenta la ecuación (11-8), el primer miembro resulta ser igual 
a N r Q. En el segundo miembro, el término g r 2 fc ^' Tk es igual a gQ' r y el 
ùltimo término igual a iV'Q'. Por consiguiente, 



R r n = ( gr + à;)o; 


n t _ o; 

gr + K ~ a ' 


(11-35) 


En un sistema macroscòpico con nùmeros de ocupación muy grandes, la 
cxtracción de una particula de un nivel darà lugar solamente a un cambio 
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relativamente pequeno en el nùmero de ocupación medio del nivel ysinerroi 
apreciable, podemos hacer N' r — N T , de modo que 


Sr + N r Q r 

Tornando logaritmos neperianos en ambos miembros, resulta 


(11-36) 


Sr + N r 


In O; - In Q 


y corno, segun la ecuación (11-24), S = k B In Q, 


S 1 - S A S 


Sr + N r !< l 


(11-37) 


De acuerdo con los principios termodinàmieos la diferencia de entropia 
AS entre dos estados de un sistema abierto, no aislado, en el cual el volumen 
(o la variable extensiva apropiada) es constante, està relacionada con la 
diferencia de energia AL/, la diferencia del nùmero de particulas A Ai y la tem¬ 
peratura T por la ecuación (8-11): 

T AS = AL/ - pAN, 

en donde p es ahora el potencial quimico por partlcula. Para los dos estados 
que estamos considerando 


AN — — 1 


y, por tanto, 


. I 1 ~ e r 

A S = '-- 


Teniendo en cuenta la ecuación (11-37), conio el nivel r se tomo arbitra¬ 
riamente y podio, haber sido cualquier nivel /, 
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que puede escribirse en la forma 

N, _ 1 

gi exp ( €i ~ . /A - l (11-38) 

V fc]jT 1 

Està ecuación es la función de distribución de Bose-Einstein. Expresa el 
nùmero de ocupación medio por estado en cualquier nivel /, Nj/g a en función 
de la energia e,- del estado, el potencial quimico p, la constante universal k B 
y la temperatura T. Naturalmente, para aplicar la ecuación a un sistema con¬ 
creto, debemos conocer la expresión de las energias e, de los niveles permi- 
tidos de energia y del potencial quimico p. En el apéndice D puede verse otra 
deducción de la ecuación (11-38). 


11-10 FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN DE FERMI-DIRAC 

Para deducir la función de distribución en la estadistica F-D, consideremos 
otra vez dos conjuntos en los cuales los nùmeros de particulas son, respec- 
tivamente, N y N'— N —1. En cualquier par de macroestados correspon- 
dientes, N' = AL en todos los niveles, excepto un nivel arbitrario r; en el 
nivel r, N' rk — N rk — 1. Las energias correspondientes son U y U' = U — e r . 

La parte (a) de la fig. 11-10 es igual que la fig. 11-6 y muestra los posibles 
macroestados de un conjunto de N = 6 particulas y U = 6e para un conjunto 
que cumple la estadistica F-D y en el cual, los niveles de energia estàn igual- 
mente espaciados y g, = 3 en cada nivel. La parte (b) es el diagrama corres- 
pondiente a un conjunto de N' = 5 particulas, en el que se ha escogido corno 
nivel arbitrario r el nivel 2, de modo que V' = V — 2e = 4e. De nuevo resulta 
que en cada par de macroestados correspondientes los nùmeros de ocupa¬ 
ción son los mismos en todos los niveles, excepto en el nivel 2 y que en este 
nivel N' = N , — 1. 

Las probabilidades termodinàmicas de los macroestados correspondientes 
en los conjuntos sin prima y con prima son 
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Fig. 11-10 (a) Los posibles macroestados de un conjunto de 6 particulas 
que cumplen la estadlstica F-D cuando U = 6e. (b) Los posibles ma¬ 
croestados cuando se extrae una particula del nivel 2 del conjunto de 
la parte (a). La probabilidad termodinàmica de cada macroestado se 
halla al pie del cuadro y el nùmero de ocupación medio de cada nivel 
a la derecha del mismo. 


Por tanto, 


ir' rk _ ( gj - N ik )\ N ik \ 
ÌT rk V(g, - N' jk )\N' jk \ 


que despuós de simplificar, resulta 


u sea, 


N rk 

gr - N 'rk 


N rk ir k = ( gr - N’ k pr 

Sumando para todos los valores de k, tenemos 

2 N rk ir k =grl W'rk - 2 Kk^'rk 


N r _ iK 

gr ~ K ~ “ 


(11-39) 
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Aqui podemos hacer N' r = N r , ya que si los estados estàn suficientemente de- 
generados, N r y N' pueden ser mucho mayores que la unidad. Por el mismo 
razonamicnlo que cn la estadistica B-E 

N) _ 1 

expfcl^+l’ (H-40) 

\ k u T / 

que es la función de distribución de Fermì-Dirac. Difiere de la distribución 
B-E en el termino + 1 del denominador en lugar de — 1. 


11-11 FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN CLÀSICA 

En muchos sistemas de particulas indiscernibles, el nùmero medio de par¬ 
ticulas Nj en un nivel es mucho menor que el nùmero de estados g } en dicho 
nivel, de tal modo que el nùmero medio de particulas por estado, NJgj, es 
muy pequeno. El denominador de las ecuaciones (11-38) y (11-40) debe ser 
entonces muy grande; el 1 puede despreciarse y las funciones de distribu¬ 
ción de B-E y F-D se reducen ambas a 


Nj_ 

8i 


exp 


F ~ fj 
k a T ’ 


que es la función de distribución cldsica. 


(11-41) 


11-12 COMPARACIÓN DE LAS FUNCIONES DE DISTRIBUCIÓN 
PARA PARTICULAS INDISCERNIBLES 

Las funciones de distribución para particulas indiscernibles pueden estar 
todas representadas por la ecuación 



(11-42) 


en donde a = — 1 en la estadistica B-E, a = + 1 en la estadistica F-D y a = 0 
en la estadistica clàsica. 

Las curvas de la fig. 11-11 son gràficas del nùmero medio de particulas 
por estado, N Jgf a una temperatura determinada, para las estadxsticas B-E 
y F-D, representadas corno funciones de la magnitud sin dimensiones (ej — jx)/ 
k D T. (La energia, por tanto, crece hacia la derecha.) Lògicamente, las orde- 
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nadas de las curvas tienen significado sólo para aquellas abscisas que co- 
rresponden a la energia e,- en alguno de sus valores permitidos. Cuando Nj/gj 
es muy pequeno, las distribuciones B-E y F-D coinciden muy aproximada- 
mente y ambas se reducen a la distribución clàsica. 

Obsérvese que cuando q = /*, el valor de Nj/gj en la estadistica B-E se 
hace infinito y para aquellos niveles en los cuales c, es menor que y, se hace 
negativo y, por tanto, carece de significado. Es decir, en està estadistica, el 
potencial quimico debe ser menor que la energia del nivel de energia mas 
bajo admisible. Las particulas «prefieren» concentrarse en niveles para los 
cuales e, es sólo ligeramente mayor que y. 



Fig. 11-11 Gràficos de las funciones de distribución de Bose-Einstein, 
de Fermi-Dirac y clàsica. 

En la estadistica F-D, por otra parte, todos los niveles, hasta el mas bajo, 
estàn poblados y cuando e, disminuye, Nj/gj se aproxima a 1. Es decir, los 
niveles de baja energia estàn poblados casi uniformemente con una particula 
por estado. 

La curva correspondiente a la estadistica clàsica carece de significado, 
excepto para valores grandes de (e,— p-)/kT. Està dibujada en la fig. 11-11 
sólo a efectos de comparación. Si la ordenada de la fig. 11-11 representa Nj/Ng, 
en lugar de Nj/gj, està curva es la función de distribución para la estadistica 
M-B que se desarrolla en la sección sigiiienle. 

11-13 FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN DE MAXWELL-BOLTZMANN 

La función de distribución en la estadistica M-B se deduce del imsnio modo 
que en las estadisticas B-E y F-D. La parte (a) de la fig. 11-12 es igual que 
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la fig. 11-8, en la cual los puntos representan los numeros de ocupación de 
un conjunto de N = 6 particulas y de energia U = 6e. La parte (b) muestra 
los posibles macroestados de un conjunto de N' = N —1 = 5 particulas y 
en este conjunto se ha elegido el nivel 2 corno nivel arbitrario r, de modo 
que U' = U — 2e = 4e. Los ùnicos macroestados posibles del conjunto con 
prima son aquellos en los cuales el nivel 2 està ocupado en el conjunto 
sin prima. En cualquier par de macroestados correspondientes, los nùmeros 
de ocupación son los mismos en todos los niveles, excepto en el nivel 2, en 
que N' — N — 1. 

Las probabilidades termodinàmicas de los macroestados correspondien¬ 
tes en los conjuntos sin prima y con prima son, respectivamente 



que se simplifica a 


o sea, 


N’I I 

--_ _1 Tj Sj iV jk- 

NI j g^ik N ' jlc ! ’ 

^rlt __ N rk 

Ng r 

N r^N k = Ng r ÌT' rk . 


Sumando para todos los macroestados, tenemos 


= Or 
Ng r 

y por el mismo procedimiento que antes, 


Nj/N 

Si 



(11-43) 


(11-44) 


que es la función de distribución de Maxwell-Boltzmann. Difiere de la fun¬ 
ción de distribución clàsica (que a veces se denomina función «corregida» 


SEARS — 25 



de Boltzmann) en que el numerador del primer miembro es el nùmero frac- 
donai medio de particulas en el nivel Nj/N, de tal modo que el primer 
miembro representa el nùmero fraccional de particulas por estado en un 
nivel. 
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11-14 FUNCIÓN DE PARTICIÓN 

La función de distribución de la estadistica de Maxwell-Boltzmann puede es- 
cribirse cn la forma 


N i = ^(cxp —lgjcxp— 

\ Aj d / l< n T 

Como Si N,- = N y el potencial quimico fi no depende de j, resulta que 
? = N = iv(exp 2 gj exp . 

3 \ Kj 1 1 / j k n T 

La suma del primer término se denomina función de partición o suma 
de estados y se representa por Z (del alemàn Zustandssumme, suma de esta- 
dos), aunque a veces se representa por otros simbolos. 


z = 2 Si exp 


(11-45) 


La función de partición depende sólo de la temperatura T y de los parà- 
metros que determinan los niveles de energia. De las dos ecuaciones ante- 
riores resulta que en la estadistica M-B 


(11-46) 


y, por tanto, la función de distribución M-B toma la forma 


AL N -e,- 

— = — exp- 

Si Z F k B T 


(11-47) 


Asi, para un sistema determinado, el nùmero de particulas medio por estado 
en cualquier nivel disminuye exponencialmente con la energia e, de dicho 
nivel y cuanto menor es la temperatura T, mas ràpida es la velocidad de 
decrecimiento. 

La función de distribución clàsica puede escribirse en la forma 


Nf = (exp 
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y sumando para todos los valores de j, tenemos 

ì*< = N = hi^)ì g ’ ap ìù-' 

Asi pues, si la función de partición Z se define de la misma forma que 
en la estadistica M-B, resulta 

A* _ H (11-48) 

exp ^"z 

y la función de distribución clàsica puede expresarse corno 




N 

“ Z CXP fc„T 


(11-49) 


que tiene la misma forma que la distribución M-B. 

A causa de la forma de las funciones de distribución B-E y F-D estas 
pueden expresarse con dependencia de la función de parlicion de una sola 
particula y se consideraràn mas addante. 


11-15 PROPIEDADES TERMODINÀM1CAS DE UN SISTEMA 

La importancia de la función de partición Z reside en el hecho de que en 
la estadistica de Maxwell-Boltzmann y en la clàsica, todas las P ro P‘ e ^ a 
termodinàmicas de un sistema pueden expresarse en función de In Z y sus 
derivadas parciales. Asi, el primer paso al aplicar los metodos estadisticos 
a diche sistema, es evaluar la función de partición del sistema. 

Debe recordarse que todas las propiedades termodinamicas de un siste¬ 
ma estàn completamente determinadas por su ecuacion crirric-teristrea s 
decir, la función de Helmholtz expresada en función de X y f o la fune n 
de Gibbs expresada en función de 7 y T. Aqui, X e Y representan cualquier 
par de variables relacionadas, tal corno el volumen V y la presion_ ■ 

Comencemos por deducir las expresiones de las funciones de G y 
Helmholtz en función de In Z. Como se demostró en la seccion 8-1, estas lu - 
ciones estàn relacionadas con el potencial quinneo /.< por la ecuacion 

HIsL“(!L- <”- sw 
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Para un sistema que cumpla la estadistica M-B, el potencial quimico del sis¬ 
tema viene relacionado con la función de partición por la ecuacion (11-46): 

fx=-k B T InZ. (11-51) 

En estadistica clàsica, el potencial quimico se expresa por la ecuación (11-48): 

fi = -k B T( In Z - In N). (11-52) 

La función de partición Z = exp (— Cj/k B T) es una función de la tempe¬ 
ratura del sistema y de los paràmetros que determinan los niveles de energia 
del sistema (corno el volumen V o la intensidad del campo magnètico 31). 
Asi, las ecuaciones (ìl-51) y (11-52) expresan fi en función de X o Y. 

Consideremos en primer lugar un sistema de particulas indiscernibles que 
cumple la estadistica clàsica y en el cual los niveles de energia son funcio¬ 
nes de un paràmetro extensivo X. La función de partición es entonces una 
función de X y T y corno éstas son las variables «naturales» de la función F 
de Helmholtz, resulta de las ecuaciones (11-50) y (11-52), 

(IL= 01-53) 

El segundo miembro de està ecuación es constante cuando lo son X y T. Inte¬ 
grando para X y T constantes, resulta 

F = —N/< n T(ln Z — In N + 1), (11-54) 

ya que JN In N dN = N In N — N. La ecuación (11-53) se satisface si se 
suma al segundo miembro de la ecuación (11-54), cualquier función / ( T, X), 
pero corno F debe ser cero para N = 0, resulta que / (T, X) — 0. La ecua¬ 
ción (11-54) es una expresión de F en función de N, T y X; por tanto, todas 
las propiedades termodinàmicas del sistema pueden determinarse por los 
metodos de la sección 7-2. 

La entropia S viene expresada por S = —(3 F/dT) NiX , de modo que 

S = wfc « T (^r) Y + Nk ^ ìn ^ - 1» N + 1). (1 ,_ 55) 

Como U — F + TS, la energia interna es 



(11-56) 
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La expresión de la entropia puede escribirse ahora en la forma 


S = — + JVfc u (InZ - In JV + 1). 
T 


(11-57) 


La variable intensiva Y asociada con la variable extensiva X se expresa 
en la forma Y = — {dF/dX) N . T , de modo que 




(11-58) 


que es la ecuación de estado del sistema, que expresa Y en función de N, 
T y X. Asi, todas las propiedades termodinàmicas de este sistema pueden 
determinarse si se conoce Z en función de X y T. 

Para un sistema de un componente, la función de Gibbs es G = /xN, de 
modo que, segùn la ecuación (11-52), 


G = —Nk B T(\n Z - In TV). 
Pero, en generai, para las variables X e Y, 


(11-59) 


G = U - TS - YX — F + YX 


G - F= YX. 


Segùn las ecuacioncs (11-54) y (11-59), 

G — F — Nkj}T, 

de motto que para cualquier sistema que cumpla la estadistica clàsica y en 
el cual los niveles de energia sean funciones de un solo paràmetro extensivo X, 

YX = Nk B T. (11-60) 

En el caso especial de que el paràmetro X sea el volumen V e Y la presión, 

PV — Nk n T. 

Està es la ecuación de estado de un gas ideal, corno se dedujo por la teoria 
cinètica, siempre que la constante universal k B introducida anteriormente 
sólo corno constante de proporcionalidad de la ecuación S = k B In Q, sea 
igual a la constante de Boltzmann k = R/N A . Como k B es una constante uni¬ 
versal, que en este caso especial es igual a R/N A , valdrà siempre R/N A , cual- 
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quiera que sea la naturaleza de un conjunto. En el futuro, para mayor sim- 
plicidad, suprimiremos el subindice B y escribiremos simplemente S — k In Q. 

A primera vista cs sorprendente que obtengamos sólo la ecuación de es¬ 
tado del gas ideal. Sin embargo, la función de partición puede expresarse 
sólo por la suma de estados de particulas aisladas que no interaccionan. Està 
es la misma condición necesaria para deducir la ley de los gases ideales a 
partir de la teoria cinètica. 

Con està notación las expresiones de las propiedades termodinàmicas de 
un sistema que cumple la estadistica clàsica y cuyos niveles de energia estàn 
determinados por el paràmetro extensivo X son las siguientes: 



F = -NkT( In Z - In N + 1), 

(11-61) 


U = NkT‘( d, " Z ) , 

\ dT )x 

(11-62) 


S = ^ + Nk( In Z - In JV + 1) 

(11-63) 

y 

Y = NkTÌ dlnZ ) . 

V dx h 

(11-64) 

Se deja corno ejercicio (problema 11-30) demostrar que para un sistema 
de particulas discernibles que siguen la estadistica M-B y en el cual los nive¬ 
les de energia se hallan determinados por un paràmetro extensivo X, las 
expresiones de U e Y no se modifican, pero las de F y S son 



Estas expresiones difieren de las correspondientes a las particulas indiscer- 
nibles en un término proporcional a N In N — N. (Véase problema 11-31.) 

Como segundo ejemplo, consideremos un sistema de particulas discerni- 
bles que siguen la estadistica M-B y para el cual los niveles de energia son 
funciones de un paràmetro intensivo Y. Entonces Z es función de Y y T 
y corno éstas son las variables «naturales» de la función de Gibbs, tenemos, 
segùn las ecuaciones (11-50) y (11-51), 
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E1 segundo miembro de està ecuación es constante cuando lo son T e Y. 
Integrando a T e Y constantes, resulta 


G = — NkT In Z. 


( 11 - 68 ) 


La función arbitraria g(T, Y) que deberfa sumarse al segundo miembro de la 
ecuación (11-68) es de nuevo cero, ya que G — 0 cuando N = 0. Està ecua¬ 
ción parece contradecir a primera vista la ecuación (11-65), ya que FyZG. 
Sin embargo, la ecuación (11-65) està deducida para un sistema en el cual 
los niveles de energia son funciones de un paràmetro extensivo 26, mientras 
que la ecuación (11-68) se aplica a un sistema en el cual los niveles de ener¬ 
gia dependen de un paràmetro intensivo Y. 

La entropia viene ahora dada por S = — (dG/dT) N?Y y, por tanto, 


S = NkT 


din Z\ 
dT h 


+ Nk In Z. 


(11-69) 


.La entropia FI es igual a G + TS, de modo que 


II - W/cT"(—I——) 

\ dT li- 


in -70) 


y la ecuación (11-69) toma la forma 


S = — + Nk In Z. 
T 


(11-71) 


La ecuación de estado viene dada por 


3G\ 

dT/x.r 


din Z\ 

dY Ir 


(11-72) 


Si el paràmetro Y es la intensidad de un campo de fuerzas conservativas, 
la ùnica energia de la particula es su energia potencial (gravitatoria, magnè¬ 
tica o eléctrica). La energia interna del sistema es, por tanto, cero y su ener¬ 
gia total E es exclusivamente su energia potencial E v . Si X representa la 
variable extensiva asociada con la variable intensiva Y, la energia potencial 
= YX. Por tanto, corno la entalpia H viene definida por H — U + YX y 
U = 0, resulta 

F. = E v = //, 
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y las ecuaciones (11-70) y (11-71) pueden escribirse en la forma 



Se ha supuesto hasta ahora en està sección que los niveles de energia 
eran funciones de una sola variable extensiva X o de una sola variable in¬ 
tensiva Y. Consideremos a continuación el caso mas generai de un sistema 
multivariable, en el cual los niveles son funciones de mas de una variable 
independiente. Limitaremos el caso a sistemas cuyos niveles de energia sean 
funciones de sólo dos variables, una de las cuales sea una variable exten¬ 
siva 26, y la otra una variable intensiva Y 2 que consideraremos corno la in¬ 
tensidad de un campo de fuerzas conservativas. 

Si el sistema se describe por la estadistica de Maxwell-Boltzmann o por 
la clàsica, podemos continuar definiendo la función de partición corno 


z = ? 8 ' exp (l?)• 

La ùnica diferencia es que las e,- son ahora funciones tanto de 26, corno de Y 2 
y la función de partición es una función de T, 26, e Y 2 . Como el sistema tiene 
energia interna U y energia potencial E„ = Y 2 X 2 , su energia total E es 

E =[/ + £„= U + r,26 2 

y, por tanto, utilizaremos la función generalizada de Helmholtz F*, definida 
por ia ecuación (7-34) en la forma 

F* = E-TS=U-TS+ Y t X 2 . 

El potencial quimico es ahora 

= ( dF *\ 

^ \dN/T,Xt.Yi 

Si el sistema cumple la estadistica clàsica, 

/« = —/cT(ln Z - In N) 
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e integrando para valores constantes de T, X u Y 2 , resulta 
F* = —NkT(ln Z - In N + 1), 


(11-75) 


haciendo corno antes la función arbitraria de X u Y 2 y T igual a cero. 

Las variables Y { y X 2 asociadas con las variables X 2 e Y 2 vienen dadas por 


\dxjN.T,r 2 \ dX x 't.y 2 

( 2 = (—) = —. 

\dY 2 /N.T.x l \ 3 Y 2 't.x j 


(11-76) 


(11-77) 


E1 sistema posee, pues, dos ecuaciones de estado, expresando Y y y X 2 en fun¬ 
ción de N, T, X l e Y 2 . 

La entropia S es 

s = NkT (<L^—) + Nk(lnZ - InN + 1). (11-78) 

\dT/N,x l .Y 2 \ 3T )x v y 2 


La energia total E es igual a F* + TS, de modo que 


y, por tanto, 


E = NkT 2 ( 

\ 9T Jx t j 


S = — + Nk (In Z'— In N + 1). 


(11-79) 


(11-80) 


Si el sistema sigue la estadistica de Maxwell-Boltzmann, 

fi = —kT In Z 


y por un razonamiento semejante, 

F* = —NkT In Z. 


(11-81) 


Las variables Y { y X 2 se hallan de nuevo determinadas por las ecuaciones (11-75) 
y (11-76). La entropia es 


S=NkT(^-^) + Nk\nZ. 

\ 37’ /A',, r, 


(11-82) 



PROBLEMAS 

11-1 Utilizando la mecànica cuàntica, demostrar que los niveles de energia de un 
pozo cuadrado infinito unidimensional de anchura L se expresan también por la 
ecuación (11-3). 

11-2 (a) Tabular los valores de los numeros cuànticos n x , n y , n z para los doce 
niveles de energia mds bajos de una particula libre cn un recipiente de volumen V. 
(b) cCuàl es cl orden de degeneración g de cada nivel? (c) Determinar la energia 
de cada nivel en unidades de h 2 /8mV 2 / } . (d) ,-Estàn los niveles de energia igual- 
mente espaciados? 

11-3 Calcular el valor de ri] en el cual un àtomo de oxxgeno confinado en una caja 
cùbica de 1 cm de lado posec la misma energia que el nivel mas bajo accesible 
a un àtomo de hclio confinado en una caja cùbica de 2 x IO- 10 m de arista. 

11-4 Cinco particulas indiscernibles han de distribuirse entre los cuatro niveles 
de energia igualmente espaciados que se indican en la fig. 11-2 sin restricción en 
el nùmero de particulas en cada estado de energia. Si la energia total es 12e t : 
(a) especificar el nùmero de ocupación de cada nivel para cada macroestado y (b) 
determinar el nùmero de microestados de cada macroestado, conocidos los estados 
de energia representados en la fig. 11-2. 

11-5 (a) Determinar el nùmero de macroestados de un conjunto de cuatro parti¬ 
culas distribuidas entre dos niveles de energia, uno de los cuales posee una 
degeneración doble, (b) Determinar la probabilidad termodinàmica de cada ma¬ 
croestado si no existe restricción en el nùmero de particulas de cada estado de 
energia y las particulas son indiscernibles, (c) discernibles. (d) Calcular la proba¬ 
bilidad termodinàmica del conjunto en las partes (b) y (c). 

11-6 En una variante del poker se reparten siete cartas a cada jugador. Gana el 
que ob tiene mcjor mano de cinco de estas cartas. Las cartas se mezclan bien des- 
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pués de cada partida. (a) ^Cuantas manos diferentes de siete cartas pueden hacerse 
de una baraja de 52 cartas? (b) Si existen cuatro jugadores, <(de cuàntas formas 
diferentes pueden distribuirse las cartas si los jugadores son discernibles? (c) 
tCuàntas jugadas distintas de cinco cartas pueden obtenerse de una mano de 
siete cartas? 

11-7 En el ejemplo ilustrado en la fig. 11-4 determinar: (a) la probabilidad termo- 
dinàmica r* de cada macroestado, (b) el nùmero total de microestados del con- 
junto Q, (c) el nùmero de ocupación medio de cada nivel y (d) la suma de los 
nùmeros de ocupación medios. 

11-8 Resolver el problema 11-7 para un sistema de siete particulas indiscemibles 
que siguen la estadistica B-E y que tiene una energia total U = èe. 

11-9 (a) Construir un diagrama similar a la fig. 11-6, pero con ocho niveles de 
energia. Determinar los posibles macroestados del sistema si la energia es lì = le 
para seis particulas indiscemibles, siguiendo la estadistica B-E. (b) Calcular la pro¬ 
babilidad termodinàmica de cada macroestado y (c) demostrar que el nùmero 
total de microestados posibles es Q = 2340. (d) Determinar el nùmero de ocupa¬ 
ción medio de cada nivel. 

11-10 (a) Suponer que en la estadistica F-D el nivel j incluye tres estados (1), (2), 
(3) y dos particulas a y b. Si seleccionamos la sucesión particular de nùmeros 
(1), (2), (3), escribir las posibles sucesiones distintas de letras y nùmeros y demos¬ 
trar que esto concuerda con la ecuación (11-15). (b) ^Cuàntas sucesiones distintas 
de nùmeros son posibles? (c) iCuàl es el nùmero total de sucesiones posibles dife¬ 
rentes de letras y nùmeros? 

11-11 Demostrar que en la estadistica de Fermi-Dirac, si el nivel ; està totalmente 
ocupado con una particula por estado, if r k = 1, y que existe una sola forma de 
distribuir las particulas entre los estados de energia de dicho nivel. 

11-12 Resolver el problema 11-9 para seis particulas indiscemibles que siguen 
la estadistica F-D. En este caso Q = 162. 

11-13 Resolver el problema 11-9 para seis particulas discernibles que siguen la 
estadistica M-B. En este caso fì = 5,77 x 10 s . 

11-14 Tenemos 30 particulas discernibles distribuidas entre tres niveles de energia 
no degenerados denominados 1, 2, 3, tales que N x = N 2 = N } = 10. Las energias de 
los niveles son e, = 2 eV, e 2 — 4 eV, e 3 = 6 eV. (a) Si el cambio en el nùmero de ocu¬ 
pación del nivel 2 es òN 2 = —2, determinar SN X y òN 3 , de modo que òE = 0. (b) De¬ 
terminar la probabilidad termodinàmica del macroestado antes y después del 
cambio. 

11-15 Seis particulas discernibles estàn distribuidas entre tres niveles de energia 
no degenerados. El nivel 1 se encuentra a enei'gia cero; el nivel 2 posee una ener¬ 
gia e; y el nivel 3 posee una energia 2e. (a) Calcular el nùmero total de microes¬ 
tados del sistema, (b) Calcular el nùmero de microestados para el caso en que 
existen tres particulas en el nivel 1, dos en el nivel 2 y una en el nivel 3. (c) Deter¬ 
minar la energia de la distribución que corresponde al valor màximo de if'\. (d) 
Calcular el nùmero total de microestados si la energia total de las seis particulas 
es 5c. 

11-16 Cinco particulas estàn distribuidas entre los estados de los cuatro niveles 
de energia igualmente espaciados que se indican en la fig. 11-2, de tal modo que la 
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energia total es 12e,. Calcular la probabilidad termodinàmica de cada macroestado 
y el nùmero de ocupación medio de cada nivel si las particulas cumplen: (a) la 
estadistica B-E, (b) la estadistica F-D, (c) la estadistica M-B. 

11-17 Calcular la variación de entropia de cada uno de los sistemas ilustrados en 
las figs. 114, 11-6 y 11-8 cuando existe un nivel de energia adicional accesible a las 
particulas y la energia total se incrementa a le. [Véanse los problemas 11-9, 11-12 
y 11-13.] 

11-18 La energia interna de las seis particulas indiscemibles de la fig. 114 se in¬ 
crementa reversiblemente de 6e a le sin realizar trabajo, pero sólo pueden ocu- 
parse hasta el nivel nùmero 6. (a) Mostrar explicitamente que d'Q r = €j dNj y 

(b) determinar el incremento de entropia del sistema. 

11-19 (a) Construir un diagrama semejante a la parte (b) de la fig. 11-9, pero selec- 
cionando el nivel 3 corno nivel arbitrario r, de modo que V — 6e — 3e = 3e. Obsér- 
vese que todo posible macroestado del sistema con prima corresponde a un ma¬ 
croestado del sistema sin prima y que, con excepción del nivel 3, los nùmeros de 
ocupación de todos los niveles son los mismos en cada par de macroestados corres- 
pondientes. (b) iCuàntos macroestados posibles existen en el sistema con prima? 

(c) cCuàntos microestados? (d) Calcular el nùmero de ocupación medio de los nive¬ 
les del sistema con prima, (e) Utilizar la ecuación (11-35) para calcular el nùmero 
de ocupación medio del nivel 3 del sistema con prima, (f) Calcular la variación de 
entropia del sistema sin prima que se produce al extraer una particula del nivel 3. 
11-20 Completar los pasos de la deducción de: (a) la ecuación (11-39) y (b) la 
ecuación (11-40). 

11-21 (a) Construir un diagrama semejante a la parte (b) de la fig. 11-10 pero 
seleccionando el nivel 3 corno nivel arbitrario r, de modo que U' — 3e. (b) Calcular 
el nùmero de microestados accesibles al sistema con prima, (c) Determinar el nù¬ 
mero de ocupación medio de los niveles del sistema con prima, (d) Utilizar la 
ecuación (11-39) para calcular el nùmero de ocupación medio del nivel 3 del siste¬ 
ma con prima, (e) Calcular la variación de entropia del sistema sin prima des¬ 
pués de extraer una particula del nivel 3. 

11-22 Demostrar que la ecuación (11-13) para iV B _ E y la ecuación (11-17) para TA F . D 
se reducen ambas a 

= n# (H- 86 ) 

* i 1 V 3 • 

en el limite en que g ; » N r Està es la probabilidad termodinàmica de un sistema 
que cumple la estadistica clàsica. 

11-23 Por un mètodo semejante al expuesto en la sección 11-9, demostrar que la 
ecuación (11-86) del problema anterior conduce a la función de distribución de 
la ecuación (11-41). 

11-24 Demostrar que la ecuación (11-13) para tT b . e , la ecuación (11-17) para ir f _ d 
y la ecuación (11-86) (problema 11-22) para la estadistica,clàsica pueden estar todas 
ellas representadas por 

= r| - gi<.gi - à)(gj -2a) " • [gj - (Nj - 1 )a] 

V N,\ 

en donde a posee los valores dados en la sección 11-12. 
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11-25 Completar las etapas de la deducción de la función de distribución de 
Maxwell-Boltzmann efectuada en la sección 11-13. 

11-26 Deducir la función de distribución de Maxwell-Boltzmann por el metodo de 
la sección 11-13, pero suponiendo que se extraen n particulas del nivel r del sistema 
sin prima, en donde n « M. 

11-27 (a) Construir un diagrama semejante a la parte (b) de la fig. 11-12, pero 
seleccionando el nivel 3 corno nivel arbitrario r, de modo que U' = 3e. (b) Calcular 
el numero de microestados accesibles al sistema con prima, (c) Calcular el nùmero 
de ocupación medio de los niveles del sistema con prima, (d) Calcular la varia- 
ción de entropia del sistema sin prima al extraer una particula del nivel 3. 

11-28 Sustituir la función de distribución de Maxwell-Boltzmann en la ecuación 
(11-29), expresión de la variación de entropia de un sistema en un proceso rever- 
sible, para obtener 

N, 

S = in—. 

3 Ó 3 

11-29 Siete particulas discernibles se distribuyen en dos niveles de energia. El 
nivel superior es no degenerado y posee una energia de IO -3 eV superior a la 
del nivel inferior, que es dos veces degenerado. (a) Calcular la energia interna y 
la entropia del sistema si està preparado para tener dos particulas en el nivel su¬ 
perior. (b) Si no hay cambio en el sistema al ponerlo en contado con un recinto 
a una temperatura T, determinar la temperatura del recinto, (c) Escribir la función 
de partición de este sistema, (d) Repetir las partes (a), (b) y (c) para el caso en 
que el nivel degenerado posea una energia IO- 3 eV superior a la que posee el nivel 
no degenerado. 

11-30 (a) Deducir las ecuaciones (11-65) y (11-66) para un sistema que cumple la 
estadistica M-B y en el cual los niveles de energia estàn determinados por un 
paràmetro extensivo X. (b) Demostrar que las expresioncs de la enei già interna U 
y el paràmetro intensivo Y para este sistema siguen expresàndose por las ecua¬ 
ciones (11-62) y (11-64). 

11-31 (a) Utilizando las ecuaciones (11-21) y (11-86) (problema 11-22) para la pro- 
babilidad termodinàmica de un macroestado de un sistema de N particulas que 
sigue respectivamente las estadisticas M-B y clàsica, demostrar que Q M . B = N\Q 0 . 
(b) Utilizar el resultado anterior para demostrar que las entropias de los dos 
sistemas estàn relacionadas por la ecuación S M . B = S 0 + Nk B {ìn N 1) y que las 
funciones de Helmholtz cumplen la relación F M . D = F 0 + Nfc B r(ln N — 1). 

11-32 Demostrar que para un sistema de N particulas que cumplen la estadistica 
M-B o la clàsica, el nùmero medio de particulas en el nivel ; viene dado por 



11-33 (a) Deducir una expresión para la entalpia de un sistema si la función de 
partición dcpcndc de X y T. (b) Deducir una expresión para la energia interna de 
un sistema si la función de partición depende de Y y T. 
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11-34 Considerar un sistema de N particulas discernibles distribuidas en dos ni¬ 
veles no degenerados separados por una energia e y en equilibrio con un recinto 
a temperatura T. Calcular: (a) la función de partición; (b) la fracción N { /N y N 2 /N 
de particulas en cada cstado; (c) la energia interna U del sistema; (d) la entropia 
S del sistema; (e) el calor especifico c„ del sistema, (f) Representar gràficamente los 
valores de NJN, N 2 /N, U, S y c„ en función de T. 

11-35 Considerar un sistema de N particulas discernibles, cada una con un mo¬ 
mento magnètico p, distribuidas en dos niveles no degenerados de energias U.3CJ2 
y —■ pXJl, cuando la intensidad del campo magnètico es Las particulas del 
nivel superior poseen sus momentos magnéticos antiparalelos al campo y las 
del nivel inferior estàn alineadas paralelamente al campo. El sistema està prepa¬ 
rado para tener un tercio de todas las particulas en el nivel superior y està aislado. 
(a) Determinar la energia y el momento magnètico neto del sistema, (b) Calcular la 
variación de energia y la variación del momento magnètico neto del sistema ais¬ 
lado que se produce cuando la intensidad del campo magnètico se reduce re- 
versiblemente a 3CJ2. (c) Calcular la variación del momento magnètico neto del 
sistema cuando la intensidad del campo magnètico se reduce reversiblemente a 
XJ2, pero permanece constante la energia del sistema. 

11-36 El sistema del problema anterior se encuentra en equilibrio tèrmico con 
un recinto a temperatura T. (a) Demostrar que la función de partición viene dada 


por 


Z 


= 2 cosh 


A-^o 

2 


(b) Deducir expresioncs para U, E. S, F* y M para este sistema y representar grà¬ 
ficamente las curvas de cstas propiedades en función de T para un valor fijo de 
JC 0 . (c) Utilizar la ecuación (11-87) (problema 11-32) para determinar corno varia 
con y T el nùmero de particulas de cada nivel. 

11-37 Las estadisticas M-B y F-D pueden desarrollarse calculando las probabili- 
dades de colisión para choques elàsticos entre dos particulas. Si dos particulas 
que siguen la estadistica M-B poseen inicialmente las energias e ( y e 2 y después del 
choque e., y e 4 , resulta 


e 3 + e 4 “ ( e l “ <5) + («2 + 6). 


El nùmero de colisiones por unidad de tiempo F es proporcional a la probabilidad 
/(e,) de que cada estado inicial esté ocupado: 


f i .2 = f/(ex)/(e 2 ). 


Del mismo modo, F,„ = c/(e,)/(e 4 ). En el equilibrio, F, 2 = F 3>4 . (a) Demostrar que 
/(e,) = e—i/ kT rcsuclve la ecuación. (b) Utilizar un razonamiento semejante para 
deducir la estadistica F-D. En este caso, sin embargo, los estados iniciales de- 
ben ostar llenos y los finales vacios. Por tanto, el nùmero de colisiones por unidad 
de tiempo es 


F 1.2 — c f( e l)f( e 2)U ~ /(%)][! — /(«■«)]- 
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Demostrar que la ecuación F l2 = F 3A puede resolverse mediante 

1 zm _ ce ^T 
m 

que da lugar a una ecuación de la forma de la ecuación (11-40). 

11-38 Otra forma de deducir las funciones de distribución consiste en definir una 
función de partición grande y 



(b) Demostrar que H = 1 da la función de distribución de Fermi-Dirac. (c) Demos¬ 
trar que para 1/ = \ se obtienc la función de distribución de Bose-Einstein. 
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12-1 GAS IDEAL MONOATÒMICO 

A continuación aplicaremos las relaciones generales deducidas en cl capitulo 
anterior al caso especial de un gas ideal monoatòmico formado por N molécu- 
las idénticas, cada una de masa ni. Las moléculas son indiscernibles y corno 
veremos después, el nùmero medio de moléculas en cada uno de los posibles 
estados de energia, excepto a muy bajas temperaturas, a las que todos los ga- 
ses se licuan, es extraordinariamente pequeno. La apropiada es, por tanto, la 
estadistica clàsica (sección 11-11). 

La primera etapa consiste en calcular la función de partición, 

Esto requiere el conocimiento de la energia e i y el orden de degeneración g,- 
de cada nivel. Se supone que las moléculas no ejercen acciones entre si 
mismas, excepto en el instante de un choque, de modo que cada una es esen- 
cialmente una particula independiente y posee la misma serie de niveles de 
energia que una particula aislada en una caja. Anteriormente se demostró 
que los principios de la mecànica cuàntica conducen al resultado de que los 
niveles de energia de tal particula se expresan por la ecuación (11-4). 



en donde n 2 = n 2 + n 2 + n 2 y n x , n„, n, son numcros cntcros, cada uno de los 

j x y z J u 

cuales puede valer 1, 2, 3, ..., etc. 

El grado de degeneración g f de un nivel o nùmero de estados de energia 
que hay en el nivel, puede calcularse fàcilmente cuando los nùmeros *cuàn- 
ticos son pequenos, corno ocurre en el ejemplo de la sección 11-2. Sin em¬ 
bargo, en muchos casos, los niveles de energia de un conjunto estàn muy 
próximos con relación al valor de la propia energia. Podemos entonces subdi- 
vidir los niveles de energia en grupos de ancho A e t , incluyendo aqucllos nivc- 
les de energia comprendida entre c ( y e/ + Aq. Nos rcferiremos a cada uno 
de estos grupos corno a un macronivel. Llamcmos 27,, al nùmero total de es¬ 
tados posibles en todos los niveles de energia basta la energia e, incluida. 
El nùmero de estados posibles Addentro del macronivel es igual al nùmero 
de estados en todos los niveles incluidos en el macronivel. Es dccir, A Ci/A es cl 
orden de degeneración del macronivel, pero sorge en parte del agrupamien- 
to de un gran nùmero de niveles, mientras que los nùmeros gj quedan deter- 
minados por la naluraleza del conjunto. 

Imagincmos que los nùmeros cuànticos n x , n„, n, se representan en tres 
ejes pcrpendiculares elitre si, conio sugiere el diagrama bidimensional de 
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la fig. 12-1. Cada triada de valores enteros de n x , n v , n z determina un punto 
en lo que puede llamarse «espacio-n» y cada uno de estos puntos corresponde 
a un estado posible, siempre que los nùmeros cuànticos sean positivos. Pode¬ 
mos imaginar que cada punto està localizado en el centro de una celda cùbica, 
cuyos lados en todas ellas son de longitud unidad y cuyos volùmenes son, 
por tanto, la unidad. 

El nùmero cuàntico iq corresponde a un vector en el espacio-n dirigido 
desde el origen a cualquier punto, ya que n 2 = + n 2 + n 2 . En un sistema 
de un volumen determinado, la energia depende sólo de n u de modo que todos 
los estados de igual energia se encuentran sobre una superficie esférica de 
radio n u con centro en el origen. Como n x , n„ y n z son todos positivos y existe 
un punto por unidad de volumen de espacio-n, el nùmero total ^ i de estados 
posibles en todos los niveles, hasta la energia e, inclusive, es igual al volu¬ 
men de un octante de una esfera de radio Es decir, 

= l x = J »?• 02-2) 

La superficie esférica cortarà naturalmente algunas de las celdas unitarias, 
y no es seguro si un punto que representa un estado de energia se encuentra 
dentro o fuera de la superficie. No obstante, cuando n, es un nùmero grande, 
corno ocurre en la inmensa mayoria de las moléculas de un gas a tempera- 
turas ordinarias, la incertidumbre se hace despreciable por su pequenez. 

El nùmero de estados en cl macronivel, comprcndido entre e, y £, + Ae, 
u orden de degeneración AfSC del macronivel, es 

A27 } . = ^ x 3n 2 A/i 3 - = (12-3) 

6 2 

Geometricamente osto corresponde al nùmero de puntos de una delgada capa 
esférica de radio n, y espesor A n s . El orden de degeneración, por tanto, se 
incrementa con cl cuaclrado del nùmero cuàntico n t para valores iguales 
de An,. 

La función de partición Z para este sistema se escribe en la forma 

Z = y A 5? exp —2 
f kT 

y sustituyendo A27 3 .y e, por sus expresiones (12-3) y (12-1), 

7i- v , / h z V~ 2/3 9 \ A 

Z = j2»,exp(-—(12-4) 
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Fig. 12-1 Estados cuantificados en el espacio-w. 

Està suma puede interprelarse graficamente del modo siguiente. Represen- 
temos los valores de n s en un eje horizontal y para simplificar llamemos / (n t ) 
al coeficiente de Ade la ecuación (12-4). Para cada valor de n } tracemos una 
linea vertical de longitud / {n t ) corno en la fig. 12-2. Cada producto / (n,) A n, 
corresponde al àrea de un rectàngulo, tal corno el sombreado en la fig. 12-2 
y el valor de Z corresponde a la suma de todas estas àreas para los valores 
de rtj comprendidos desde / = 1 a ; = ;x, ya que no existe limite superior 
a los valores permisibles de n r Con una aproximación suficientemente buena, 
està suma es igual al àrea comprendida bajo una curva continua que pasa 



Fig. 12-2 La función de partición Z es igeai al àrea total que existe 
bajo la función esealonada y es rnuy próxima al àrea comprendida bajo 
la curva continua. 
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por los extremos superiores de las lfneas verticales y que se extiende entre 
los limites de 0 e co, de modo que 


» CO / 

Z = - A exp ( — 
2 Jo \ 


8mkT 


n) 1 dn s . 


(12-5) 


El valor de la integrai definida puede hallarse de la tabla 12-1, resultando 
finalmente, 


(2 irmkT 


( 12 - 6 ) 


La función de partición depende, por tanto, de la temperatura T y del volu- 
men V, que corresponde a la variable generai extensiva X de la sección 11-15. 

La función de Helmholtz F se expresa mediante la ecuación (11-63), en la 
forma 


F = —N/cT(ln Z - In IV + 1), 



Si n es impar, 


— 00 


x H e~ ax dx = 0. 
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y la presión P, que corresponde a la variable intensiva Y, es 


Como segun la ecuación (12-6), 


resulta que 


P = NkTÌ d -^\ . 

\ dV Ir 

1 (12-6), 

„ , .. . 3. (2nmkT\ 

/ 81 nZ \ = J_ 

\ dV Ìt~ V ' 


En consecuencia, 


NkT nRT 


(12-7) 


( 12 - 8 ) 


(12-9) 


( 12 - 10 ) 


que es justamente la ecuación de estado de un gas ideal, tal corno se dedujo 
por la teoria cinètica. 

La energia interna U es 


U = NkT 


./ a In Z \ _ 3 
\ dT ìr~ 2 


NkT = - nRT, 
2 


( 12 - 11 ) 


que concuerda también con los resultados de la teoria cinètica para un gas 
monoatòmico con tres grados de libertad. 

La capacidad calorifica a volumen constante es 


y el calor molar 


La entropia vale 


f dU\ 3 ... 3 _ 

— == - Nk = - nR 
\dT v 2 2 


n 2 


S = ~ + Nk (InZ - lnlV + 1) 


( 12 - 12 ) 


(12-13) 


y sustituyendo In Z y U por sus expresiones 


= Nk ■ 


5 , , V(2irmkT) 3,2r 
— + In „ 

2 A//i 


(12-14) 
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Los principios de la termodinàmica dcfinen sólo diferencias de entropia; 
la expresión de la propia entropia contiene una constante indeterminada. En 
cambio, la ecuación (12-14) no contiene constantes indeterminadas; por lo 
tanto, los métodos estadlsticos conducen a una expresión para la entropia 
absoluta. 

Utilizando la ecuación (12-13), la entropia molar puede escribirse en la 
forma 


c„ln T + /?ln V + R In 


(27 rmk) 3 


4 — • 

2j 


(12-15) 


Esto concuerda con la expresión termodinàmica de s en su dependencia 
de V y T y no contiene constantes indeterminadas. La ecuación (12-15) se 
denomina ecuación de Sackur*-Tetrode** y expresa la entropia absoluta de 
un gas ideal monoatòmico. 


12-2 DISTRIBUCIÓN DE VELOCIDADES MOLECULARES 

Al describir en capltulos anteriores la teoria cinètica de gases se obtuvo 
una serie de resultados relacionados con la velocidad media y cuadràtica 
media de las moléculas, pero nada se pudo decir entonces respecto a corno se 
distribulan las magnitudes de las velocidades moleculares alrededor de estos 
valores medios. En cambio, los métodos estadlsticos conducen directamen- 
te a la expresión de los numeros de ocupación de los niveles de energia y 
de ésta a la distribución de velocidades. La primera expresión de la distri- 
bución fuc deducida por Maxwell antes del desarrollo de los métodos esta¬ 
dlsticos y posteriormente por Boltzmann; por elio, suele denominarse distri¬ 
bución de Maxwell-Boltzmann. 

Como en la sección anterior, expresaremos la distribución en función del 
nùmero medio de ocupación de un macronivel, incluyendo un intervalo de 
energia entre e,- y e,- + Ae,-. Sea jY el nùmero total de moléculas con energlas 
hasta Ej inclusive. El nùmero medio de moléculas incluidas en el macronivel 
o el nùmero de ocupación medio del macronivel es, por tanto, t\JY s . Las mag¬ 
nitudes Ari-) - y !\Yj se corresponden con el nùmero de ocupación N } y el orden 
de degeneración g f de un solo nivel de energia, y tanto la función de distri¬ 
bución M-B, asl corno la clàsica, pueden escribirse en la forma 


A.yU. = -ASf 
5 Z 


' exp (lf)- 


(12-16) 


* Otto Sackur, qulmico alemàn (1880-1914). 

** Hugo M. Tetrodo, fisico holandés (1895-1931). 
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Como se trata de obtener la distribución de velocidades y no de energias, 
expresaremos el orden de degeneración A2? 3 -en función de la velocidad v, en 
lugar del nùmero cuàntico jq. De las ecuaciones (12-1) y (12-3), resulta 

nW- 2/3 1 , 


= -n! An,.. 


De estas ecuaciones se obtiene 


(12-17) 


Por simplicidad, hemos eliminado el subindice j de v y hemos escrito 
A ( S V para indicar que el orden de degeneración se expresa en función de v. 
Finalmente, considerando la expresión de Z dada por la ecuación (12-6), resulta 


ajjar* 

/V\ 2/i 77 


(12-18) 


La magnitud representa el nùmero total medio de moléculas con todas 
las velocidades hasta v inclusive y Ljf v el nùmero medio con velocidades com- 
prendidas entre v y v + Ay. 

Es ùtil considerar la distribución en función del «espacio de velocidades». 
Imaginemos que en cierto instante a cada molécula asociamos un vector v 
que represente su velocidad en magnitud y sentido y que todos estos vectores 
se trasladan a un origen comùn. La velocidad de cada molécula se halla re- 
presentada por el punto extremo del correspondiente vector velocidad. La 
fig. 12-3 muestra un octante de este espacio de velocidades. Geomètricamente 
hablando, la magnitud representa el nùmero total medio de los puntos 
representativos dentro de una esfera de radio v, y A./1 el nùmero compren- 
dido dentro de una capa esférica de radio v y espesor Ay. 

El coeficiente de Au en la ecuación (12-18), igual a la relación A./1'„'/Ar, 
depende sólo de la magnitud de v. Se denomina función de distribución de 
velocidades de Maxwell-Boltzrnann y se representa en función de v en la fig. 12-4. 
El nùmero de vectores velocidad que terminali entre u y v + Ad està 
representado en este gràfico por el circa de una banda vertical estrecha, tal 
corno la sombreada, ya que la altura de la banda es A./VjAv y su ancho Av. 
(Obsérvese que la ordenada de la función de distribución de velocidades no 
representa A'.A'f.) La función de distribución es cero cuando v = 0, ya que 
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v 2 = 0 y el término exponencial es igual a la unidad. Esto significa que no 
existen moléculas (o muy pocas) en reposo. La función crece hasta un mà- 
ximo y después disminuye, porque el término exponencial decrece con màs 
rapidez que la de crecimiento de v 2 . 

Si el espacio de velocidades se subdivide en capas esféricas de igual espe- 
sor, la velocidad v m a la cual la función de distribución es un màximo, es 
el radio de aquella capa esférica que incluye el mayor nùmero de puntos 
representativos. La velocidad v m se llama la velocidad màs probable. Para 
determinar su valor, tomaremos la primera derivada de la función de dis¬ 
tribución respecto a v y la igualaremos a cero. Despreciando los términos 
constantes de la ecuación (12-18), està operación nos da: 



Se deja corno ejercicio demostrar que 


V m = V 2/cT / m • (12-19) 

La función de distribución puede expresarse ahora de un modo màs orde- 
nado en función de v m : 


A 

A» 



( 12 - 20 ) 


La función de distribución depende de la temperatura del gas a través 
de la magni tud v m , que aparece en la función exponencial y en el coeficiente. 
La fig. 12-5 cs una gràfica de la función de distribución a tres temperaturas 
dif cren ics. La velocidad màs probable decrece cuando la temperatura dismi¬ 
nuye y la «dispersión» de las velocidades se hace menor. Las àreas compren- 
didas bajo las tres curvas son iguales, ya que cada àrea corresponde al nù¬ 
mero total de moléculas. 

Como virnos en la sección 9-3 el promedio o media aritmètica en las velo- 
cidadcs es 


d = -IdA^. 
N 


Teniendo en cuenta la ecuación (12-20) y aproximando la suma por la inte¬ 
grai, resulta 
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Fig. 12-5 Gràfica de la función de distribución de velocidades M-B a 
tres temperaturas distintas, r 3 >7’ 2 >r i . 


La integrai definida, segùn la tabla 12-1, es v m /2, de modo que 



Como la integrai definida es igual a 


3 ifn 

- y 5 , resulta que 


( 12 - 22 ) 

que concuerda con la ecuación (9-19) obtenida por la teoria cinètica. El mè¬ 
todo utilizado aqui es mucho màs generai que el empleado para deducir la 
ecuación (9-19). El mètodo puede aplicarse a sistemas màs complicados que 
un gas ideal modificando la dependencia de e, y g } de la velocidad de las par- 
tfculas. 
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En resumen, tenemos 



Las tres velocidades se indican en la fig. 12-6. Las magnitudes relativas de las 
tres, a una temperatura determinada, son 

v em = 1:1,128:1,224. 


La magnitud A,4 0 ìcprescnta cl numero de veclorcs vclocidad que tcrmi- 
nan en una capa esférica del espacio de velocidades de «volumen» 4?ry 2 A v, 
comprendido enti e a y v -f A v. E1 nùmero de puntos representativos por 
unidad de «volumen» dentro de la capa o «densidad» p v en el cspacio de 
velocidades es 


A./!' „ 

4irv 2 Ay 


= N 




(12-23) 


La magnitud p„ se denomina función de distribución de velocidades de Max- 
well-Boltzmann. Es màxima en el origen, donde v — 0, y disminuye cxponcn- 
cialmente con y 2 corno indica la fig. 12-7. 

Obsérvese que aunque la densidad es màxima en el origen, la capa esfé¬ 
rica que contiene cl màxime nùmero de puntos representativos es la de 



Fig. 12-6 Vclocidad mas probable (y,„), vclocidad media (/;-) y veloci- 
dad cuadràlica media (y cm ). 
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radio v m . La razón de està aparente discrepancia es que a medida que nos 
alejamos del origen, los volùmenes de las sucesivas capas esféricas de igual 
espesor A a crecen continuamente, en tanto que el nùmero de puntos repre¬ 
sentativos por unidad de volumen disminuye continuamente. El volumen de 
la capa màs interna (que en realidad es una pequena estera de radio Ali) es 
pràcticamente cero, de modo que aunque la densidad sea màxima en està 
capa, el nùmero de puntos que encierra es pràcticamente cero debido a que 
el volumen es tan pequeno. En otras palabras, pràcticamente ninguna de las 
moléculas se halla en reposo. Màs allà de la esfera de radio v m , la densidad 
decrece màs ràpidamente que lo que se incrementa el volumen de la capa 
y por elio disminuye el nùmero de puntos contenidos en una capa. 


Pi. 



Fig. 12-7 Gràfica de la función de distribución de velocidades vedo- 
riales de Maxwell-Boltzmann. 


El nùmero de moléculas », con valores especificos de las tres com- 

ponentes de vclocidad corresponde, en la fig. 12-3, al nùmero de puntos re¬ 
presentativos que existen dentro de un pequeno elemento de volumen rec- 
tangular del espacio de velocidades de lados de longitud Av x , Av y y Av z , loca- 
lizado en el punto v x , v u , v z . El volumen del elemento es Av x Ay„ Ay 2 y el nù¬ 
mero de puntos representativos en su interior es el producto de su volumen 
por la densidad p„. Asi, 


Pv A e* At)„ Av z . 

)exp - 
\JttvJ L 


+ vi + vi) 


àv x Av v Av z , 


pues i’ 2 = y 2 + v 2 + y 2 . 

El nùmero de moléculas que poscen una componente x, y o z de la velo- 
cidad en un intentalo especifico, prescindendo de los valores de las demàs 
componentes, se representa en la fig. 12-3 por el nùmero de puntos repre- 
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sentativos comprendidos en las estrechas rebanadas perpendiculares a los 
ejes de velocidad. (E1 diagrama muestra sólo la intersección de estas reba¬ 
nadas con los planos perpendiculares a los ejes.) Asl, para determinar el 
nùmero de moléculas A.AQ ^ con componentes de velocidad comprendidos entre 
v x y v x + Ar x , sumaremos à^ x „ Vt para todos los valores de v v y v t . Cuando 
la suma se reemplaza por una integrai, resulta 


- N (^)’[L eip (■* ) dv ’Lr ? (ii) *■] exp U') Av - 

Cada una de las integrales, segun la tabla 12-1, es igual a </7F v mi y, por tanto, 



(12-24) 


con expresiones semejantcs para v v y v z . Estas son las funciones de distribu- 
ción de Maxwell-Boltzmann para una componente de la velocidad y en la 
fig. 12-8 se representa la correspondiente a la componente x. La rebanada de 
la fig. 12-8 que contiene cl mayor nùmero de puntos representativos es, por 
tanto, la que corrcsponde a v x = 0 y la componente de velocidad mas pro- 
bable a lo largo de cualquier eje es cero. 

La distribución rcpresentada por la ecuación (12-24) y la fig. 12-8 se co- 
noce con el nombrc de distribución gausiana* y es tipica no sólo de las com¬ 
ponentes de las vclocidades moleculares, sino de muchas clases de distribu- 
ciones aleatorias, lo cual es lògico, ya que el tratamiento que nos llevó a la 
ecuación (12-24) es muy generai. 

Demostrareinos a continuación que el uso de la función de distribución 
clàsica es apropiado para describir un gas ideal monoatòmico. Debe recor- 
dtirso que tanto la función de distribución de Bose-Einstein corno la de 
Formi-Dirac, se reducen ambas a la función de distribución clàsica, siempre 
que los nùmeros de ocupación sean mucbo menores que el nùmero de 
cstados A C S Ì en el macronivel /. En otras palabras, la función de distribución 
clàsica es aplicable siempre que Aù^/A^ 1. Segùn la ecuación (12-16) la 
cxpresión generai para en este caso es 



J. Cari. F. Gauss, matemàtico alcmàn (1777-1855). 
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Fig. 12-8 Función de distribución de velocidades vectoriales de Maxwell- 
Boltzmann para una sola componente. 


y para un gas ideal, 

Z = j / ^ 2TrmkT ^j n 

Por tanto. 



Tomcmos corno ejemplo gas helio en condiciones normales. En una distri¬ 
bución de velocidades de Maxwell-Boltzmann, las energias Cj se agrupan alre- 
dedor del valor medio 3kT/2. Por tanto, e^/kT es del orden de la unidad y lo 
mismo ocurre con exp (— Cj /kT ). El nùmero de moléculas por unidad de vo- 
lumen, N/V, es aproximadamente 3 x IO 25 moléculas m- 3 y, para el helio, 
m = 6,7 x IO- 22 kg. Introduciendó los valores de h, k, m y T en la ecuación 
anterior, resulta 


AyV j 

A2? 5 . 


= 4 x IO- 6 , 


que es «ertamente mucho menor que la unidad. (jSólo cuatro estados de 
cada millón estàn ocupados!) Sin embargo, a medida que la temperatura dis- 
minuye, el valor de A./IÓ/Af'q se incrementa y siempre que el gas pueda en- 
friarse hasta muy bajas temperaturas sin condensarse, la estadfstica clàsica 
deja de ser aplicable. Inversamente, la condensación puede ajustarse en el mo¬ 
mento en que la estadistica clàsica deja de aplicarse y esto refleja la natura- 
leza csencialmciili" mecànico-cuànlica del helio liquido. 
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12-3 COMPROBACIÓN EXPERIMENTAL DE LA DISTRIBUCIÓN DE VELOCIDADES 
DE MAXWELL-BOLTZMANN 

Una tècnica importante, en fisica atòmica, es la producción de un haz colima- 
do de particulas neutras, llamado haz molecular. Un haz de particulas car- 
gadas, electrones o iones, puede acelerarse o retardarse mediante un campo 
eléctrico y ser guiado y enfocado por un campo eléctrico o por un campo mag¬ 
nètico. No pueden usarse estos métodos si las particulas estàn descargadas. 
Pueden producirse haces moleculares, permitiendo a las moléculas de 
un gas salir por una pequena abertura practicada en la pared de un 
recipiente, hacia una región en que la presión se mantiene baja por per¬ 
manente acción de una bomba de vado. Una serie de diafragmas, corno se 
indica en la fig. 12-9, limita el haz a una pequena sección recta. Como fre- 
cuentemente se desea trabajar con moléculas de un material tal corno piata, 
que es sòlido a temperatura ambiente, la temperatura del recipiente debe 
ser lo bastante alta corno para producir una presión de vapor suficiente- 
mente grande. Por eso, el recipiente es, a menudo, un pequeno homo eléc¬ 
trico o estufa. 

Hemos demostrado en la sección 9-3 que el nùmero de moléculas con 
velocidad v, que chocan contra la superficie de un recipiente, por unidad de 
superficie en unidad de tiempo, es 

~ v An„ (12-25) 

en la que An„ es el nùmero de moléculas por unidad de volumen con velo¬ 
cidad v. 

Si las moléculas tienen una distribución de velocidades Maxwell-Boltzmann, 
el nùmero por unidad de volumen con velocidad v se expresara por la ecua- 
ción (12-18), 



Si existe un orificio en la pared de la estufa, suficientemente pequeno 
corno para que la salida del gas por él no ai'ecLc apreciablemente al estado 
de equilibrio del gas en la estufa, la ecuación (12-25) da el nùmero de molé¬ 
culas con velocidad v que sale por el orificio, por unidad de superficie en 
unidad de tiempo. Queremos calcular la velocidad cuadràtica media (vom) 
de las moléculas que escapan. Siguiendo el mètodo corriente, se halla el 
valor medio del cuadrado de la velocidad multiplicando por v 2 el nùmero 
de las moléculas que escapan con velocidad v, integrando para todos los 
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Homo Diatragmas 

Flg. 12-9 Producción de un haz de particulas neutras. 


valores de v y dividiendo por el nùmero total. La velocidad Van es la raiz 
cuadrada de està cantidad. Se deja corno ejercicio demostrar que 



La velocidad v^ de las moléculas en el interior de la estufa es 


(12-26) 



de modo que las que salen tienen una velocidad algo mayor que las de la 
estufa. 

La distribución en dirección de las moléculas que escapan por el orificio 
viene dada por la ecuación (9-14): 


Aco 


— vn cos 6. 
4v 


Es decir, el nùmero por unidad de àngulo sòlido en el haz emergente es mà- 
ximo en la dirección de la normal al plano de la abertura y disminuye hasta 
anularse en la dirección tangencial. 

Se han hecho mediciones de la distribución de velocidades de un haz mo¬ 
lecular por diversos métodos. La fig. 12-10 es un esquema del aparato em- 
pleado por Zartman y Ko en 1930-1934, que es una modificación de la tècnica 
desarrollada por Stern en 1920. En la fig. 12-10, O es una estufa y S! y S 2 
ranuras que delimitan un haz molecular. C es un cilindro que puede girar a 
aproximadamente 6000 rpm alrededor del eje A. Si el cilindro se halla en 
reposo, el haz molecular penetra en el cilindro a través de la ranura S 3 y las 
moléculas chocan contra una placa curva de vidrio G. Las moléculas se ad- 
hieren a la placa de vidrio y el nùmero de las que chocan contra cualquier 
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parte de la placa, puede determinarse sacando està y midiendo con un mi- 
crofotómetro registrador el ennegrecimiento producido. 



Fig. 12-10 Aparato utilizado por Zartman y Ko para el estudio de la 
distribución de velocidades. 

Supongamos ahora que se hace girar el cilindro. Las moléculas pueden 
penetrar en él unicamente en los cortos intervalos de tiempo durante los 
cuales la ranura S 3 pasa ante el haz molecular. Si la rotación se realiza en 
el sentido de las agujas del reloj, corno se indica, la placa de vidrio se mueve 
hacia la derecha mientras las moléculas cruzan el diàmetro del cilindro. Por 
lo tanto, éstas golpean la placa a la izquierda del punto del impacto corres- 
pondiente al cilindro en reposo y cuanto mas lentamente se mueven, mas 
lejos de este punto se produce el impacto. El ennegrecimiento de la placa 
es, por lo tanto, una medida del «espectro de velocidades» del haz molecular. 

Una experiencia mas reciente y mas precisa que se basa en la calda libre 
de las moléculas del haz, fue realizada por Estermann, Simpson y Stern, 
en 1947. La fig. 12-11 es un esquema simplificado del aparato. Un haz mole¬ 
cular de cesio sale por la rendija O de la estufa, pasa a través de la ranura 
colimadora S y choca contra un alambre de tungsteno caliente D. La presión 
del gas residuai en el aparato es del orden de IO -8 Tor. Tanto las ranuras 
corno el alambre detector estàn horizontales. Los àtomos de cesio, al chocar 
contra el alambre de tungsteno se ionizan, se reevaporan y se recogen en un 
cilindro cargado negativamente, que rodca al alambre y que no està indi- 
cado en el esquema. La corricnlc de iones en el cilindro coleclor da entonccs, 



>£>" 


Fig. 12-11 Esquema del aparato de Estermann, Simpson y Stern. 

directamente, el nùmero de àtomos de cesio que chocan, por segundo, contra 
el alambre. 

En ausencia de campo gravitatorio, ùnicamente los àtomos que emergen 
en dirección horizontal pueden pasar por la ranura S y todos éstos golpea- 
ràn el colector en la posición D cualquiera que sea su velocidad. Pero, en 
realidad, el camino de cada àtomo es una paràbola y un àtomo que emerge 
de la ranura O en dirección horizontal, segùn se indica con una linea de 
puntos y rayas (con la escala vcrtical muy exagerada), no debe pasar por la 
ranura S. La linea de rayas y la de puntos representan las trayectorias de 
dos àtomos que pueden pasar por la ranura S, siendo mayor la velocidad 
de la trayectoria de rayas que la de puntos. Por esto, cuando el detector se 
mueve hacia abajo de la posición D, aquellos àtomos con velocidades co- 
rrespondientes a la trayectoria de rayas alcanzaràn al colector en &; los 
de menor velocidad, correspondientes a la linea punteada, en D", etc. Las 
medidas de la corriente iònica en función de la altura vertical del colector 
daràn entonces la distribución de velocidades. 

En 1955 Miller y Kusch realizaron medidas todavia màs precisas de la 
distribución de velocidades en un haz de àtomos de talio. Sus datos se 
indican en la fig. 12-12. La estufa, que fue controlada a 0,25°C, era de cobre 
para asegurar una distribución uniforme de temperaturas. Los àtomos de 
talio pasaban a través de una ranura cuya dimensión paratela al haz era 
de 0,003 cm para evitar la difusión en las proximidades de la misma. El 
detector era semejante al del experimento anterior. Cuando los àtomos emer- 
gian de la ranura tenian que pasar a través de una de las 702 ranuras heli- 
coidales dispucstas a lo largo de la superficie del cilindro de 20 cm de 





420 APLICACIONES DE LA ESTADtSTICA A LOS GASES 



Fig. 12-12 Comprobación experimental de la función de distribución 
de velocidades de Maxwell-Boltzmann. Està es la fig. 7 del articulo de 
R. C. Miller y P. Kusch, "Velocity Distribution in Potassium and Thal- 
lium Atomic Beams”, Physical Review, 99 (1955): 1314. Reproducido 
con autorización. 

diàmetro' y 25,4 cm de longitud. Cada ranura era de 0,04 cm de ancho y 
0,318 cm de profundidad. Al girar el cilindro, sólo aquellos àtomos que po- 
seyeran la velocidad apropiada pasarfan a través de la ranura sin ser dil'un- 
didos. Con estas precauciones Miller y Kusch demostraron que la distribu¬ 
ción de velocidades de los àtomos de talio concordaba con la distribución de 
velocidades de Maxwell-Boltzmann dentro del 1% para 0,2 < * <0,8, cn 
donde x= v/v m . Este acuerdo puede verse en la fig. 12-12, en donde los 
puntos son los datos para dos experimcntos diferenlcs y la linea continua 
es la curva teòrica calculada a partir de la distribución de velocidades de 
Maxwell-Boltzmann. . 

12-4 GAS IDEAL EN UN CAMPO GRAVITATORIO 

En las secciones anteriores la energia de una molécula gaseosa se conside- 
raba totalmente cinetica, es decir, se despreciaba toda energia potencial 
gravitatoria de la molécula. A conlinuación, tendremos en cuenta està ener¬ 
gia potencial, de modo que el gas sirve corno cjemplo de un sistema multi- 
variable. 
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Fig. 12-13 Gas ideal en un cilindro sometido a un campo gravitatorio. 

Consideremos corno sistema un gas ideal situado en un cilindro vertical 
de àrea transversai A, corno indica la fig. 12-13. El extremo inferior del cilin¬ 
dro està fijo y el superior dotado de un pistón móvil. Si el pistón se encuen- 
tra a una altura L por encima del fondo del cilindro, el volumen V ocupado 
por el gas es V — AL. El origen de las coordenadas espaciales està en el 
fondo del cilindro, con el eje y vertical hacia arriba. El sistema se encuentra 
en un campo gravitatorio uniforme de intensidad g, de dirección vertical 
hacia abajo, pero el valor de g puede modificarse trasladando, por ejemplo, 
el sistema a otro lugar donde g tenga un valor diferente. La temperatura T 
se supone uniforme. 

El gas es, por tanto, un sistema multivariable, descrito por tres variables 
independientes, T, L y g, y posee una energia potencial gravitatoria E v , asi 
conio una energia interna V. La función de energia apropiada es, por tanto, 
la energia total E, dada por 

E — U + 

y segun la ccuación (7-31), 

Tc!S = ciE + Yy dXi - X.pdY z . 

La variable extensiva X, es la longitud L y la variable intensiva Y 2 es la inten¬ 
sidad del campo gravitatorio g. Representemos la variable Y { por n y la 
variable X 2 por V. Por tanto, 

T cIS = il E + IT iìL - T dg. (12-27) 

Utilizaremos métodos estadisticos para determinar las magnitudes TT y r. La 
primera etapa sera determinar la función de partición Z. 
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Una molécula cuya coordenada vertical es y posee una energia potencial 
gravitatoria mgy, ademàs de su energia cinètica mv 2 / 2, y su energia total e es 

e = mv 2 /2 + mgy. 

Un intervalo de energia entre e y e + Ae incluye un intervalo de energia 
cinètica correspondiente a velocidades comprendidas entre v y u + Ar y un 
intervalo de energia potencial que corresponde a alturas comprendidas entre 
y e y + Ay. E1 orden de degeneración del intervalo de velocidades, corno 
V = AL, viene dado por la ecuación (12-17), 


A0„ = 


Attui 3 AL 


(12-28) 


La energia potencial no està cuantificada; una molécula puede tener cual- 
quier altura arbitraria y y cualquier energia potencial mgy. Pero la distri- 
bución en energia potencial se expresa por la misma ecuación que la de los 
niveles cuantificados si hacemos el orden de degeneración A5? u del intervalo 
de energia potencial igual a A y/L: 


A^ v = 


(12-29) 


Para cualquiera de los posibles estados de energia cinètica, una molécula 
puede tener cualquiera de los posibles estados de energia potencial. EI nume¬ 
ro total de estados posibles A2? en el intervalo de energia considerado es, 
por tanto, el producto de A^„ por A^„: 


A^ = AS?„A0 v . 


La función de partición Z es 


- 2AS? ' exp (is 


2 A & y exp 


1 -mgy Y 
l kT /_’ 


( 12 - 30 ) 


Si designamos las sumas por Z„ y Z v , respectivamente, resulta 
Z = Z„Z V , In Z = In Z„ -H In Z v . 
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La primera suina de la ecuación (12-30) debe extenderse a todos los valores 
de v desde 0 a oc y la segunda a todos los valores de y desde 0 a L. Cuando 
se introducen las expresiones de A % y A% y las sumas se reemplazan por 
integrales, resulta 


Por tanto, 


In Z = - In T — In g + In 1 — exp 


(2irmkTf 2 

\ h 2 ì ’ 

■" [‘ - - {=^)] 


( 12 - 31 ) 


(12-32) 


+ constante. (12-33) 


La función F* viene dada por la ecuación (11-75), 


-NkT(ln Z - In N + 1) 


y F* es función de N, T, g y L. 
Si N es constante, 


n = ) - N/ct( 

\ dL Ìt.„ \ 

r = (t”) = - NkT ( 

\ Og ÌT.L ' 


d In Z \ 
dL )t,„ 


/ ainz \ 

V dg Ìt.l 


Efectuando las derivaciones, resulta 


exp ( mgL/kT ) — 1 


g exp ( mgL/kT ) — 1 


(12-34) 


(12-35) 


El sistema posee, por tanto, dos ecuaciones de estado, una que expresa n en 
función de T, L y g y otra que expresa r en función de estas variables. 

El significado fisico de r puede verse del modo siguiente. La energia 
potencial gravitatoria E p es 


£ p = y 2 z a - g r 
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Una vez introducidas las expresiones de y Z„, resulta de las tres 
ecuaciones anteriores 


Nmg exp ( — mgyjkT) 

A 1 — exp ( — mgL/kT) 


En el fondo del recinto, y — 0, y la presión P 0 es 

Nmg 1 

Al— exp ( — mgL/kT) 

La presión P„ puede escribirse, por tanto, de un modo mas condensado en 
la forma 



(12-39) 


y la presión disminuye exponcncialmente con la altura. La ecuación (12-39) 
se denomina ecuación baromètrica o ley de las atmósferas. Puede también 
deducirse de los principios de la hidrostàtica y de la ecuación de estado de 
un gas ideal. 

En la parte mas alta del recinto, y = L, y 

P _ Nm s _i_ = n 

L A exp (/ngL/feT) — 1 A 

Por tanto, 

II = P L A (12-40) 

y la magnitud II representa la fuerza ejercida contra el pistón en la parte 
mas alta del recinto. El trabajo realizado cuando el pistón se desplaza hacia 
arriba una distancia dL es 

dW = n dL = P l A dL = P L dV 

y el producto n dL es el trabajo de expansión del gas. 

En 1909, Perrin*, empieo la ecuación (12-39) para obtener una de las pri- 
meras determinaciones de precisión del nùmero de Avogadro N k . En vez de 
contar las moléculas de un gas, empieo particulas de tamano microscòpico 
suspendidas en un liquido de densidad ligeramente menor, reduciendo asi el 
valor efectivo de «g». El nùmero de particulas a diferentes niveles se obtuvo 
contàndolas con un microscopio. 


Jean Perrin, fisico francós (1870-1942). 
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Si A J/[ y tsJf 2 son los numeros medios correspondientes a las alturas y, 
e y 2 , resulta 


A Jt x 

A^F 2 


exp 



mg(yi - y%T 

kT 


(12-41) 


Todas las magnitudes de està ecuación pueden medirse experimental- 
mente a excepción de la constante de Boltzmann k, de modo que la ecua¬ 
ción puede resolverse para k. Asi puede determinarse N hl ya que k es igual 
a la constante universal de los gases R dividida por Af A , y R se conoce de 
otros experimentos. Perrin llegó a la conclusión de que el valor de IV A esta- 
ba comprendido entre 6,5 X IO 26 y 7,2 X IO 26 , que puede compararse con el 
mejor valor experimental actual de 6,022 X IO 26 moléculas kilomol -1 . 


12-5 PRINCIPIO DE EQUIPARTICIÓN DE LA ENERGIA 

Debe recordarse que el principio de equipartición de la energia se introdujo 
en la sección 9-6 sólo corno una inferencia que podia extraerse de algunos 
de los resultados de la teoria cinètica de un gas ideal. Mostraremos ahora 
còrno se deduce este principio de la función de distribución clàsica o de M-B 
y cuàles son sus limitaciones. 

La energia de una particula es, en generai, función de cierto nùmero de 
paràmetros diferentes. Estos pueden ser las componentes de la velocidad, 
la elevación vertical de las particulas en un campo gravitatorio, el àngulo 
que forma un dipolo molecular con un campo eléctrico, etc. Cada uno de 
estos paràmetros constituye un grado de libertad. Supongamos que z repre¬ 
senta uno de los paràmetros y e(z) la energia asociada al mismo. Si la ener¬ 
gia puede cxpresarse corno función continua de los paràmetros, corno en las 
seccioncs anteriores, la función de distribución clàsica y la de M-B conducen 
al rcsultado de que el nùmero mèdio de particulas dentro de un intervalo 
Az del paràmetro viene dado por una expresión de la forma 



en donde A es una constante independiente de z. Como ejemplo, véase la 
ecuación (12-24) para el caso en que z represcnta una de las componentes 
rectangulares de la velocidad o la ecuación (12-38) cn la cual z represcnta 
la coordcnada vertical y. 
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Cuando la suma se reemplaza por una integrai, el nùmero total de par¬ 
ticulas N viene dado por 


f* 

N = A exp 


en donde los limites de integración se extienden a todos los valores de z. 
La energia total E( z), asociada al paràmetro z, es 

E(z) — je(z) d^V z — Aje(z) exp ~ ^ z • 

La energia media é(z) de una sola particula es 


En el caso de que la energia c(z) sea función cuadràtica de z, es decir, si 
tiene la forma e(z) = az 2 , en donde a es una constante, y si los limites de z 
se extienden de 0 a oc o de —oo a + oc, resulta, de acuerdo con la tabla 12-1, 


az 2 exp ( — az 2 lkT) dz 
fexp ( — az 2 fkT) dz 


(12-42) 


Es decir, para cada grado de libertad que cumpla las condiciones anteriores, 
la energia media por particula, en un conjunto en equilibrio a la tempera¬ 
tura T es kT/ 2. Este es el enunciado generai del principio de equipartición. 

Las condiciones anteriores se cumplen para las componentes de la veloci¬ 
dad de traslación, v x , v v , v z , ya que la energia asociada a cada una de ellas es 
mv 2 J2, mv 2 J2, mv 2 J2, respectivamente y el intervalo correspondiente es de 
— oo a + oc. También se cumplen en el caso del desplazamiento x de un 
oscilador armònico, ya que la energia potencial asociada a x es Kx 2 / 2, siendo 
K la constante de la fuerza. 

Las condiciones no se cumplen para la coordenada vertical y de un gas 
en un campo gravitatorio, en donde la energia potencial es mgy; la energia 
potencial media gravitatoria no es kTj2. Tampoco se cumplen para la ener¬ 
gia asociada a la rotación molecular, vibración y excitación electrónica debido 
al caràcter cuàntico de estas energias, que pueden tornar sólo ciertos valo- 
.rcs discretos y no pueden expresarse corno función continua de alguna coor- 
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denada. La energia asociada que les corresponde no es una simple función 
lineai de la temperatura. 

12-6 OSCILADOR LINEAL CUANTIFICADO 

Consideremos a continuación un conjunto de N osciladores lineales idén- 
ticos, supuestos discernibles, de modo que podemos utilizar la estadistica 
de Maxwell-Boltzmann. Las propiedades de tal conjunto forman la base de 
la teoria del calor especifico de los gases poliatómicos y de los sólidos. 

Un oscilador lineai es una particula limitada a moverse a lo largo de una 
linea recta y sobre la cual actua una fuerza restauradora F — — Kx, propor- 
cional a su desplazamiento x respecto de un punto fijo y de sentido opuesto. 
La ecuación del movimiento de la particula es 

d*x „ 

F = m— r = —Kx, 
dr 

en donde m es la masa de la particula. Si se desplaza de su posición de 
equilibrio y se deja en libertad, la particula oscila con movimiento armònico 
simple de frecuencia v, dada por 

v = — sjKhn. 

2rr 

.La frecuencia depende sólo de K y m y es independiente de la amplitud x m . 

La energia e del oscilador es igual a la surna de su energia cinètica mv 1 /2 
y su energia potencial Kx 2 / 2. Como la energia total es constante y la energia 
cinètica es cero cuando el desplazamiento alcanza su valor màximo x m , la 
energia potencial correspondiente a este desplazamiento es igual a la energia 
(otal e y, por tanto. 



Luego, la energia total es proporcional al cuadrado de la amplitud, x m . 

Si los osciladores fueran completamente independientes, no existiria inter¬ 
cambio de energia entre cllos y permanecerian indefinidamente en cualquier 
microestado del conjunto. Supondremos, por tanto, que las interacciones 
entre las particulas son suficientemente intensas para que los intercambios 
de energia permitan todos los microestados posibles compatibles con una 
energia total determinada, pero lo bastante dèbiles para que cada particula 
pueda osciiar casi independientcmente de las restantes. 
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En mecànica clàsica, una particula puede osciiar con cualquier amplitud 
y energia, pero los principios de mecànica cuàntica restringen la energia a 
alguno de los valores de la serie 



(12-43) 


en donde n, — 0, 1, 2, ..., y h es la constante' de Planck. Un resultado inespe- 
rado es que el oscilador no puede estar nunca en un estado de energia cero, 
sino que en el nivel mas bajo la energia es /tv/2, en el siguiente 3/zv/2, etc. 
Los niveles no son degenerados; existe un sólo estado de energia en cada 
nivel y gj = 1 en cada nivel. 

La condición cuàntica de que la energia sólo puede tener algun valor de 
la serie [(«,• + 1/2 )hv] es equivalente a la condición de que la amplitud sólo 
puede alcanzar alguno de los valores de la serie 


- Vi /Km. 


Utilizando la ecuación (12-43), la función de partición del conjunto es 

z= ? cxp (tf ì )"?“ p 

Para determinar la suma hagamos para simplificar z — hv/kT. Desarrollando 
los primeros términos resulta 

Z = exp(-ì) + exp(-!) +ex p(-!)+..■ 

= ex P + exp(-z) + [exp ( —z)f + •■•}. 

La suma de la ecuación anterior tiene la forma de la serie geomètrica infinita 

1 + P + p 2 + ' ' ' > 

que es igual a 1/(1— p), corno se comprueba experimentalmente desarro¬ 
llando el producto (1 — p) X (1 + p + p 2 + ...). Por tanto, 


Z = exp 


exp ( —z) 
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o sea, 


exp (— hv/2l<T) 

1 — exp ( — hv/kT) 


(12-44) 


La temperatura a la cual kT = hv se denomina temperatura caracterlstica 
del conjunto y se representa por 6. Asl pues, 


Por tanto, 


kO = hv, o sea 0 = 

hv _ 0 
kT ~ T 


(12-45) 


y en términos de 9 la función de partición toma la forma 

Z = exp(-Q/2T) 

1 - exp ( — 0/T) ' 


(12-46) 


E1 valor de la función de partición a cualquier temperatura para un con¬ 
junto determinado depende, por tanto, de la rclación que existe entro la 
temperatura reai T y la temperatura caracterlstica 0, la cual proporciona 
asl una temperatura de referencia para el conjunto. Cuanto mayor es la fre- 
cuencia naturai v de los osciladorcs, màs clcvada cs la temperatura caractc- 
rlstica. Asl, si la frecuencia naturai cs del orden de frecuencias de la región 
infrarroja del espectro elcctromagnético, es decir, IO 13 Hz*, resulta 


0 = hv = 6,62 x KT 34 Js x IO 13 s" 1 
le 1,38 x IO -23 J K- 1 


500 K. 


Una temperatura reai T de 50 K es, por tanto, aproximadamente igual 
a 0 /10 y una temperatura de 5000 K equivale a unos 10 9. 

El nùmero relativo medio de osciladores en el nivel de energia /, segun 
las ecuaciones (12-16) y (12-43), es 


(”' + lì 1 " 


* Heinrich R. Hertz, fisico aleinàn (1857-1894). 
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Sustituyendo la ccuación (12-46) para Z y la (12-45) para 0, resulta 


1 — exp 


exp -n j~ 


(12-47) 


Para cualquier temperatura T el nùmero de ocupación disminuye exponen- 
cialmente con el nùmero cuàntico /q y disminuye màs ràpidamente cuanto 
màs baja es la temperatura. 

A aquella temperatura en la cual T = 9, 


(0/r) = 1, 1 - exp — =0,632 


~ = 0,632 exp (-«,). 

Asl, para los cuatro niveles de energia màs bajos, en los cuales n t = 0, 1, 2 y 3, 
tenemos 


= 0,632, 


0,232, ^ = 0,085, ' ~ = 0,032. 


Aproximadamente un 63 % de los osciladores se encuentran en el nivel màs 
bajo de energia, un 23 % en el siguiente, etc. En los cuatro niveles màs bajos 
juntos se hallan aproximadamente el 98 % de los osciladores. 

Se deja conio ejercicio demostrar que cuando T = 9/2, 

F = 0 ’ 865 ’ ^ =0 ’ 117 ’ W ==0 ’ 016 ’ f =0 ’ 002 - 

A està temperatura, aproximadamente el 87 % de los osciladores se encuentran 
en el nivel màs bajo, un 12 % en el nivel siguiente, etc. y casi todas las partl- 
culas estàn en los primeros cuatro niveles. 

A una temperatura T = 29, 


= 0,394, = 0,239, 


IV? TV? 

= 0,145, = 0.088. 

TV TV 


En los pnmeros cuatro niveles se hallan el 86 % aproximadamente de los osci¬ 
ladores, estando el resto distribuido entre los niveles de energia màs elevados. 

Las longitudcs de las h'neas verticales de la fig. 12-14 representan los nù- 
mcFOs de ocupación modios relativos a las temperaturas T = 6/2, T = $ y T = 29. 
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7 = 0 T- 0 T= 20 

7 


Fig. 12-14 Dependencia con 6/T de los numeros de ocupación relativos 
medios de los primeros cuatro niveles de un oscilador lineai. 


La energia total del conjunto, que es en este caso su energia interna U, es 

U = Af/<T 2 ^ / iIL? 

dT 

= NkO --- -f-H. n? 4Rt 

Lexp (0/T) - 1 2J (12_48) 

Asi, para un conjunto determinado de osciladores lineales, la energia interna 
es función sólo de la temperatura. La capacidad calorifica C v del conjunto es 


Cy 


dU 

dT 


/q \ 2 cx P (orn 

\t) [exp (0/7') - lf ' 


(12-49) 


Las curvas de la fig. 12-15 representan la energia interna U y la capacidad 
calorifica C v (ambas divididas por Nk) en función de T/6. La ordenada de 
la segunda es proporcional a la pendiente de la primera. 

Cuando T se aproxima a 0 K casi todos los osciladores se encuentran en 
su nivel mas bajo de energia, hv/2, y la energia total U se aproxima a la ener¬ 
gia del punto cero, Nhv/2, o U/Nk-> 0,5. La energia interna cambia sólo 
ligeramentc con el cambio de temperatura y la capacidad calorifica tiende 
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Fig. 12-15 Energia interna y capacidad calorifica de un conjunto de 
osciladores lineales. 

.a cero. La entropia de un conjunto de osciladores lineales se aproxima tam- 
bién a cero cuando T tiende a cero. 

Si T 6, 6/T 1, exp {6/T) — 1 c^O/T, el término 1/2 es despreciable 
comparado con T/6 y U se aproxima a NkT. La energia media por partlcula 
U/N se aproxima a kT que es el valor previsto por la equipartición para un 
oscilador con dos grados de libertad (su posición y su velocidad). La energia 
interna crece casi linealmente con la temperatura y C v se aproxima al valor 
constante Nk. 

12-7 CALOR ESPEC1F1CO DE UN GAS DIATÒMICO 

Ya vimos en la sección 12-1 corno la ecuación de estado de un gas ideal 
monoatòmico y su ecuación de energia podlan deducirse por métodos de la 
termodinàmica estadlstica. Consideremos a continuación un gas cuyas mo- 
léculas son poliatómicas. Si la energia de una molécula no depende de las 
coordenadas espaciales x, y y z de su centro de masas y no existe energia 
potencial mutua entre las moléculas, la función de partición sera directa- 
mcnte proporcional al volumen V, corno en la ecuación (12-6) para un gas 
monoatòmico. La función de Helmholtz F = — NkT(ln Z — In N + 1) posee 
la misma dependencia de V que en el caso de un gas monoatòmico y el 
gas posee la misma ecuación de estado PV = nRT. 

Sin embargo, el calor especlfico difiere del correspondiente a un gas 
monoatòmico, porque una molécula poliatòmica puede tener una «energia 
interna» propia formada por energia de rotación, vibración y excitación 
electrónica. 
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De acuerdo con el principio clàsico de equipartición, cada grado de liber- 
tad asociado a la rotación y la vibración contribuye del mismo modo que los 
tres grados de libertad de traslación, siendo kT/2 la energia media de cada 
uno de ellos. El calor especifico molar a volumen constante seria R/2 por 
cada grado de libertad y para una molécula con / grados de libertad ten- 
driamos c„ = fR/2, que seria constante e independiente de la temperatura. 

Està predicción concuerda bien con la experiencia para los gases monoa- 
tómicos, que poseen sólo tres grados de libertad de traslación y para los 
cuales c„ es casi igual a 3R/2. Sin embargo, a temperatura ambiente, los 
calores molares de los gases diatómicos son pràcticamente iguales a 5R/2, 
corno si las moléculas tuvieran dos grados de libertad adicionales. Ademàs, 
los calores especificos no son constantes, sino que varian con la tempera¬ 
tura y no corresponden a valores enteros de /. 

Una molécula diatòmica puede considerarse que posee la estructura tipo 
pesa de gimnasia de la fig. 9-5. Ademàs de la energia cinètica de traslación 
de su centro de masas, posee energia de rotación alrededor del mismo centro 
y puesto que no se trata de una estructura completamente rigida, sus àtomos 
pueden oscilar segun la linea que los une. Ambas energias, de rotación y 
de vibración, estàn cuantificadas y r a cada forma de la energia, lo mismo 
que en un oscilador armònico, puede asociarse una temperatura caracteris- 
tica i9 rot para la rotación y # Tib para la vibración. La magnitud de la pobla- 
ción de los niveles de energia de rotación y vibración viene determinada 
por la relación entre la temperatura reai T y la correspondiente temperatura 
caracteristica. Es decir, las energias internas de rotación y vibración y los 
correspondientes calores especificos c rot y c vlb son funciones de los cocientes 
T/0 I<tt , y T/6 yih . No daremos la forma precisa de està dependencia, sino que 
indicaremos simplemente que las gràficas de los calores especificos c rot y 
c vib poseen la misma forma generai que la gràfica de c v para el oscilador 
armònico indicado en la fig. 12-15. A muy bajas temperaturas, ambos calores 
especificos se aproximan a cero; a temperaturas altas, comparadas con las 
temperaturas caracteristicas, ambos se aproximan al valor clàsico Nk. Asi, 
a temperaturas suficientemente altas, los calores molares correspondientes 
se aproximan al valor clàsico R, corno en el caso de una particula con dos 
grados de libertad. 

tQué debemos considerar corno temperatura «suficientemente» alta? Esto 
depende de las temperaturas caracteristicas 0 TOt y 0, ih . La tabla 12-2 relaciona 
algunos valores de 6 Iot . Està temperatura es inversamente proporcional al 
momento de inercia de la molécula: cuanto mayor es el momento de inercia 
menor es el valor de 9 I0t . El valor màs alto, aproximadamente 86 K, es el del 
hidrógeno, H 2 , pues su momento de inercia es menor que el de cualquier otra 
molécula diatòmica. Las moléculas con un àtomo de hidrógeno forman otro 
grupo con valores de 0 rotl de aproximadamente 20 K. Para las restantcs, la 
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temperatura caracteristica es del orden de unos pocos grados o menos. Asi, 
la «temperatura ambiente», por ejemplo, 300 K es mucho mayor que la tem¬ 
peratura caracteristica de rotación y el calor molar asociado a la rotación se 
aproxima al valor R. 


Tabla 12-2 Temperaturas caracteristicas 
de rotación y vibración de las moléculas 
diatómicas. 


Sustancia 

6 rot, (K) 

0 Vlb . (K) 

h 2 

85,5 

6140 

OH 

27,5 

5360 

HC1 

15,3 

4300 

CH 

20,7 

4100 

CO 

2,77 

3120 

NO 

2,47 

2740 

0 2 

2,09 

2260 

Cl 2 

0,347 

810 

Br 2 

0,117 

470 

Na 2 

0,224 

230 

Ka 

0,081 

140 


La tabla 12-2 también consigna las temperaturas caracteristicas 6 ^ b para 
las mismas moléculas y corno puede verse, son mucho màs altas que las 
temperaturas caracteristicas de rotación, lo cual significa que a temperatura 
ambiente, en donde T pràcticamente todas las moléculas se encuen- 

tran en su nivel de energia de vibración màs bajo y el calor especifico aso¬ 
ciado a la vibración es pràcticamente cero. Sólo a temperaturas mucho màs 
altas, los niveles de energia de vibración comienzan a estar poblados. 

Asi, a temperatura ambiente, los calores molares de la mayor parte de las 
moléculas diatómicas liencn una contribución de 3R/2 para la traslación y 
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de R para la rotación, lo que hace un total de 5R/2, corno se observa real- 
mente. 

La fig. 12-16 es una gràfica de los valores experimentales de cJR para el 
hidrógeno, representados en función de la temperatura. (El hidrógeno es el 
ùnico gas diatòmico que permanece gaseoso a temperaturas del orden de 
25 K.) A temperaturas muy bajas, c„/R es igual a 3/2, que es el valor corres- 
pondiente a un gas monoatomico. Al crecer la temperatura, crece también c„ 
y en un intervalo considerable próximo a la temperatura ambiente c„/R es 
aproximadamente igual a 5/2, que es el valor (de acuerdo con el principio 
de equipartición) que corresponderia al caso en que dos grados de libertad 
de rotación o vibración, pero no ambos, se sumaran a los grados de li- 
bertad de traslación. Sólo a temperaturas muy altas c„/R se aproxima a 7/2, 
valor previsto por la equipartición. 

Ahora podemos comprender en lineas generales las caracteristicas de 
està gràfica. Las temperaturas caracteristicas de rotación y de vibración 
para el hidrógeno son, 0 rot = 85,5 K y 6„ ih = 6140 K. Por debajo aproximada¬ 
mente de 50 K, la temperatura T es mucho menor que cualquiera de las dos 
temperaturas caracteristicas y pràcticamente todas las moléculas permane- 
cen en sus estados mas bajos de energia de rotación y de vibración. El calor 
molar es, por tanto, el mismo que el de un gas monoatòmico, 3R/2. 

En el intervalo de 50 K a unos 250 K, la temperatura T es del orden de 
magnitud de 0 rot y los estados rotacionales de energia superior comienzan a 
poblarse. Por encima de los 250 K, las moléculas se comportan corno rotores 
clàsicos y contribuyen en R al calor molar, el cual en este intervalo es igual 



Flg. 12-16 Valores experimentales de cJR para el hidrógeno en fun¬ 
ción de la temperatura representada en escala logaritmica. 


APLICACIONES DE LA ESTADfSTICA A LOS GASES 


437 


a 5R/2. A partir de unos 500 K, algunas moléculas se desplazan a estados 
de mayor energia de vibración y c v se aproxima al valor limite clàsico de 
7R/2. 

En el tratamiento relativamente sencillo del problema que aqui hemos 
expuesto, no hemos tenido en cuenta muchas caracteristicas importantes de 
la teoria generai. Entre ellas podemos citar: (a) la diferencia entre el com- 
portamiento de moléculas corno el H 2 , cuyos àtomos son iguales y aquellas 
otras corno el NO, formadas por àtomos "distintosi (b) la degeneración de 
los niveles de energia de rotación, corno resultado de la cuantificación espa- 
cial; (c) la energia asociada a la excitación electrónica a altas temperaturas; 
(d) el acoplamiento entre estados de rotación y de vibración y (e), el hecho 
de que las vibraciones no son precisamente armónicas simples. Sin embargo, 
la teoria exacta està en apariencia tan firmemente establecida que los calo- 
res especificos de los gases pueden calcularse teòricamente a partir de me- 
diciones ópticas con mayor exactitud que por medidas experimentales si- 
guiendo métodos calorimétricos. 

PROBLEMAS 

12-1 En la sección 12-1 se calcularon las propiedades de un gas ideal monoatòmico 
a partir de la función de distribución clàsica. (a) Deducir la ecuación de estado 
y el calor especifico de un gas ideal utilizando en su lugar la función de distribu¬ 
ción de M-B. (b) Demostrar que la función de distribución de M-B conduce a una 
expresión de la entropia de un gas ideal que no es extensiva. 

12-2 En un gas bidimensional las moléculas pueden moverse libremente en un 
plano, pero eslàn confinadas dentro de un àrea A. (a) Demostrar que la función 
de partición para un gas bidimensional monoatòmico de N particulas se expresa 
mediante la ecuación 


Al-nmkT 



(b) Determinar la ecuación de estado del gas a partir de su función de Helmholtz. 
12-3 Utilizar la función de partición del problema anterior para deducir el calor 
especifico y la entropia de un gas monoatòmico bidimensional. 

12-4 En la fig. 12-3 sean v x = v u = v z = v m y Av x = Av y = Av z = 0,01 v m . Si N = nu¬ 
mero de Avogadro = 6,02 X IO 26 moléculas, calcular el nùmero medio de particulas 
en cada uno de los siguientes elementos del espacio de velocidades: (a) la rebanada 
de espesor Av y , (b) el paralelepipedo rectangular comun a dos rebanadas, (c) el 
elemento de volumen (d) la cascarilla esférica de radio v m y espesor 

0,01 «V 

12-5 (a) iCuàl es la "distancia" v y , en la fig. 12-3, de una rebanada normal al eje 
v y si la rebanada contiene la mitad de los puntos representativos de una rebanada 
paralela del mismo espesor, que pasa por el origen? Expresar la respuesta en fun- 
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ción de v m . (b) <;A qué "distancia” radiai v del origen del espacio de velocidades la 
densidad p v de puntos representativos es un medio de la del origen? 

12-6 Hallar la fracción de moléculas de un gas que tiene: (a) velocidades con com- 
ponentes x comprendidas entre v m y 1,01 v m \ (b) velocidades entre v m y 1,01 v m ; 
(c) velocidades con componentes x, y y z comprendidas cada una entre v m y 1,01 v m . 
12-7 Demostrar que v m = k/ 2kT/m. 

12-8 (a) Calcular con tres cifras significativas la velocidad media, la cuadràtica 
media y la mas probable de una molécula de oxigeno a 300 K. (b) Calcular la velo¬ 
cidad mas probable de una molécula de oxfgeno a las siguientes temperaturas: 
100 K, 1000 K, 10 000 K. 

12-9 Demostrar que ( 6 2 ) — (ù) 2 >0. Està diferencia desempena un papel impor¬ 
tante en la teoria de fluctuaciones y es la desviación cuadràtica media de la velo¬ 
cidad respecto a la velocidad media. 

12-10 Demostrar que la velocidad reciproca media (T/v) viene dada por 2/t/T v m = 
kJ 2 m/jrkT. 

12-11 (a) Expresar la ecuación (12-18) en función de la energia cinètica e(= mi> 2 /2) 
de las moléculas. (b) Determinar la energia mas probable y la energia media de 
las moléculas que poseen una distribución de velocidades dada por la ecuación (12-18) 
y comparar los resultados respectivamente con mv 2 /2 y m\fl/2. 

m 

12-12 Demostrar que el nùmero de moléculas con componentes x positivas de la 


velocidad inferiores a cierto valor arbitrario 


v es — — fer (x), en donde 


* = v / v m y f er (*) es la función de errores definida por 


2 r 

fer (x) = —— e~ x2 dx. 

VrrJo 

(b) Demostrar que el nùmero de moléculas con componentes x positivas de la velo- 
,, N 

cidad superiores a v es .ri(^ >co = — [1 —fer (*)]. Calcular la fracción de moléculas 

con componentes x de velocidad comprendidos entre (c) 0 y v m , (d) v n e <x>, (e) Oe», 
(f) —” m y + 11 m - El valor de fer (1) = 0,8427. (g) Ilustrar gràficamente las res- 
pucstas, teniendo en cuenta la función de distribución de velocidades. 

12-13 Demostrar que el nùmero de moléculas con velocidades inferiores a cierto 
valor arbitrario v viene dado por 


r 2i- 

jV o_, x = N fer (x) -— x e ~ x2 , 

L V 77 

con x y fer (x) definidos en el problema anterior. (b) Demostrar que el nùmero 
de moléculas con velocidades superiores al valor arbitrario viene dado por 
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Calcular la fracción de moléculas con velocidades comprendidas entre (c) 0 y v m , 
(d) c m e » y (e) 0 e m. (f) Ilustrar las respuestas gràficamente, teniendo en cuenta 
la función de distribución de velocidades. 

12-14 Demostrar que la v cm de las particulas que emergen por un pequeno orificio 
practicado en un homo viene dada por j/4 kT/m. 

12-15 Demostrar que el nùmero de moléculas que chocan contra una superficie 
de àrea unidad por unidad de tiempo, con componentes de velocidad normales a 
la superficie y superiores a cierto valor arbitrario v = xv m , es [nu m exp (— x 2 )]/2»fn. 
12-16 El homo de la fig. 12-10 contiene bismuto a temperatura de 830 K, el tambor 
tiene 10 cm de diàmetro y gira a 6000 rpm. Hallar la distancia en la placa de vi- 
drio G entre los puntos de los impactos de las moléculas Bi y Bi 2 . Suponer que 
todas las moléculas de cada especie escapan del homo con la velocidad v ^ apro- 
piada a cada especie. 

12-17 Una ampolla esférica de 10 cm de radio se mantiene a una temperatura de 
27°C, excepto en un centimetro cuadrado, que se mantiene a muy baja temperatura. 
La ampolla contiene vapor de agua originalmente a una presión de 10 Tor. Suponer 
que cada molécula de agua que choca contra la superficie fria se condensa y se 
adhiere a la superficie, ^cuànto tiempo se requiere para que la presión decrezca 
hasta IO- 4 Tor? 

12-18 Una ampolla de 10 cm de radio se evacua continuamente a alto vacio. En la 
ampolla hay un pequeno recipiente cerrado en el cual se ha practicado un orifi¬ 
cio circular de 0,2 mm de diàmetro, situado en el centro de la ampolla. El recipiente 
contiene mercurio a 100°C, a cuya temperatura su presión de vapor es 0,28 
Tor. (a) Calcular la velocidad media r de las moléculas de vapor de mercurio 
en el pequeno recipiente, (b) Calcular la velocidad de efusión del mercurio a través 
del orificio, en miligramos hora -1 . (c) tCuànto tiempo se requiere para que se 
deposito un microgramo de mercurio en un centimetro cuadrado de la superficie 
interior de la ampolla, en una dirección que forma un àngulo de 45° con la normal 
al orificio? (Véase la fig. 12-17.) 



Figura 12-17 

12-19 En una expcricncia de haz molecular, la fuente es un tubo que contiene hidró- 
gcno a presión l\ = 0,15 Tor y temperatura T = 400 K. En la pared del tubo hay 
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una' ranura de 30 mm x 0,025 mm, que comunica con una región de alto vario. 
Opuesto a la ranura fuente y a un metro de distancia hay una segunda ranura (detec- 
tora) paratela a la primera y del mismo tamano. Està ranura se halla en la pared 
de una pequena càmara en la cual puede medirse la presión P tl . Oliando se ha logrado 
el estado estacionario: (a) iCuàl es la velocidad de descarga de la ranura fuente, 
en microgramos s- 1 ? (b) iCon qué velocidad bega el hidrógeno a la ranura detec- 
tora, en microgramos s -1 y en moléculas s _l ? (c) ^Cuàntas moléculas que even¬ 
tualmente alcanzaràn la ranura detectora se hallan en el espacio entre fuente y 
detector en cada instante? (d) jCuàl es la presión de equilibrio P,, en la càmara 
detectora? 

12-20 Las distancias OS y SD del aparato de Estermann, Simpson y Stern, de la 
fig. 12-11, son de 1 metro cada una. Calcular la distancia del detector, debajo de la 
posición centrai D, para àtomos de cesio que tengan una velocidad igual a la velo¬ 
cidad v an en un haz que emerge de un homo a 460 K. Calcular tanibién el "àngulo 
de elevación" de la trayectoria. El peso atomico del cesio es 133. 

12-21 El flujo de neutrones a través de un àrea en el centro de la pila de Brook- 
haven es de alrededor de 4 x IO 16 neutrones m- 2 s _l , Suponer que los neutrones tie- 
nen una distribución de velocidades vectoriales Maxwell-Boltzmann correspondiente 
a una temperatura de 300 K (neutrones "térmicos”). (a) Hallar el nùmero de neu¬ 
trones por metro cùbico, (b) Hallar la “presión parcial" del gas neutrónico. 

12-22 Deducir la ecuación (12-27) a partir de la ecuación (7-31), suponiendo que 

£ p = r g , y, = ri y x, = l. 

12-23 (a) Obtener las expresiones de Z„ y 2„ dadas en las ecuaciones (12-31) y (12-32). 
(b) Deducir las expresiones de 11 y F dadas por las ecuaciones (12-34) y (12-35). 

12-24 Para el gas contenido en un cilindro en un campo gravitatorio, corno el ex- 
puesto en la sección 12-4, demostrar que cuando g -*• 0, el nùmero de moléculas por 
unidad de volumen se aproxima al valor constante N/V y, por tanto, es el mismo 
a todas las alturas. Dicho de otro modo, en ausencia de campo gravitatorio, las 
moléculas de un gas se distribuyen uniformemente en lodo el volumen de un 
recinto. 

12-25 Demostrar que la fuerza neta hacia abajo ejercida por el gas sobre el re¬ 
cinto, corno en la sección 12-4 (fig. 12-13), cs igual al peso del gas contenido en el 
mismo. 

12-26 Si la altura de la atmosfera es muy grande, demostrar que: (a) n = 0, (b) 
5 

V = NkT/g, (c) E — ~Nk'T, (d) dS = Nk[_{5/2){dT/T) — {dg/g)\ y (e) que los esta- 

dos a entropia constante estàn relacionados por la expresión T^ 2 /g = constante. 
12-27 (a) Calcular la fracción de àtomos de hidrógeno que pueden ionizarse tèr¬ 
micamente a temperatura ambiente, (b) ?A qué temperatura se ionizarà la frac¬ 
ción e- 1 de los àtomos? 

12-28 Cuando se hace girar un gas en una centrifugadora, sus moléculas pueden 
considerarse sometidas a una fuerza centrifuga de magnitud m<u 2 r. Demostrar que 
la densidad del gas corno función de r varia segun la fòrmula exp ( mw 2 r 2 /2kT ). 
12-29 Hallar la energia potencial media de gravitación de una molécula en una 
atmosfera isoterma infinitamente elevada. 
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12-30 (a) Utilizar el principio de equipartición de la energia para determinar la 
energia total, la energia por particula y la capacidad calorifica de un sistema de 
N osciladores armónicos discernibles, en equilibrio con un bario a una tempera¬ 
tura T. La energia cinètica de cada oscilador es m(ri + ri + v 2 )/2 y la energia po¬ 
tencial es K(x 2 + y 2 + Z 2 )/2, en donde x, y y z son los desplazamientos desde una 
posición de equilibrio, (b) Demostrar que la dilatación de este sistema es cero, 
pues x = y = z = 0. 

12-31 Una molécula està constituida por cuatro àtomos en los vértices de un te¬ 
traedro. (a) tCuàl es el nùmero de grados de libertad para traslación, rotación y 
vibración, de està molécula? (b) Basàndose en el principio de equipartición, eque 
valores tienen c„ y y en un gas compuesto de estas moléculas? 

12-32 Utilizando la ecuación (11-62) deducir: (a) la ecuación (12-48) y (b) la ecua¬ 
ción (12-49). (c) Demostrar que cuando T > 6, Cy se aproxima a Nk y cuando 
T « 6, C v se aproxima a cero siguiendo la expresión e~ 6 / T . 

12-33 Calcular el nùmero relativo medio de osciladores en el nivel j-é simo de 
energia, Nj/N, para los cuatro niveles de energia màs bajos cuando: (a) T - 6/2 

y (b) T =26. . ^ , 

12-34 Hacer esquemas del nùmero relativo medio de osciladores en: (a) el estado 
fundamental y (b) el primer estado excitado y (c) el segundo estado excitado en 
función de T/6. 

12-35 Por medio de la ecuación (11-66), demostrar que la entropia de un conjunto 
de osciladores lineales cuantificados es 

s ~ Nk j ò ' p m -1 ~ ln 11 —Pt-H- 

en donde 6 = hv/k. (b) Demostrar que S se aproxima a cero cuando T tiende a 
cero, (c) ^Por Qué se utiliza la ecuación (11-66) y no la (11-63)? 

12-36 Considerar 1000 moléculas diatómicas a una temperatura 6 y J2. (a) Deter¬ 
minar èl nùmero existente en cada uno de los tres estados de vibración màs bajos. 
(b) Determinar la energia de vibración del sistema. 
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13-1 TEORIA DE EINSTEIN DEL CALOR ESPECÌFICO DE UN SÒLIDO 

En la sección 9-8 y en la fig. 3-10 vimos que el calor esperisco de muchos 
sólidos a volumen constante se aproxima al valor de Dulong y Petit de 3 R 
a temperaturas elevadas, pero tiende a cero a temperaturas muy bajas. La 
primera explicación satisfactoria a està conducta la dio Einstein, conside¬ 
rando los àtomos de un sòlido en primera aproximación corno un conjunto 
de osciladores cuantificados que vibran todos con la misma frecuencia v. Los 
principios de la mecànica cuàntica no se habian desarrollado aun lo sufi- 
ciente en la època en que se hizo està hipótesis y el articulo originai de 
Einstein suponfa que la energia de un oscilador venia dada por 

= lìjllV. 

El factor adicional 1/2 que introdujimos en la ecuación (12-43) no afecta 
al mètodo y utilizaremos las expresiones ya deducidas en la sección 12-6. 
No obstante, haremos un cambio. Los àtomos de un sòlido poseen libertad 
de movimiento en tres dimensiones y no en una sola, de tal modo que un 
conjunto de N àtomos es equivalente a 3 N osciladores. Por tanto, segun la 
ecuación (12-48) la energia interna U de un sòlido formado por N àtomos es 



y el calor especifico a volumen constante 


3 ^ /0|,A “ cxp (OyJT) 
\ 7y [exp (Ok/T) — 


(13-3) 


La fig. 13-1 muestra las gràl'icas de los cocientes adimensionales c/kO E y 
cJR, representados conio funciones de T/0 R . La ordenada de està ùltima 
curva, a cualquier temperatura, e 1 -' proporcional a la pendiente de la primera. 


APLICACIONES DE LA ESTADfSTICA CUANTICA A OTROS SISTEMAS 


445 


La forma generai de la gràfica de c„ concuerda con la curva experimental 
indicada en la fig. 3-10. El valor de 0 E (y, por tanto, de v) para una sustancia 
particular se elige de modo que se obtenga el mejor ajuste entre las curvas 
teòrica y experimental. Sin embargo, no es posible hallar un valor de 0 E que 
ofrezea una buena concordancia a temperaturas altas y bajas simultànea¬ 
mente. 

Cuando T 0 E , 8JT es pequeno y c v se aproxima al valor de Dulong y 
Petit, 


c 


V 


= 3 R. 



0 0,5 1,0 1,5 

T/0 e 


Fig. 13-1 Energia interna y calor especifico de un oscilador armònico. 


Cuando T 0 E , el término exponencial es grande y despreciando el 1 del 
denominador, resulta 

c. = 3i?^) 2 exp(-0 E /T). 


(Vèasc problema 12-32.) 

Si T se aproxima a cero, el termino exponencial tiende a cero con mayor 
rapide/ que \/'P a infinito y c„ se aproxima a cero, de acuerdo con la expe- 
riencia y con el tercer principio. Sin embargo, a causa del ràpido decreci- 
miento del termino exponencial, los valores teóricos de c„ a muy bajas 
temperaturas disminuyen mucho màs ràpidamente que los valores experi- 
mentales. Por elio, la teoria de Einstein, que parece ser el enfoque correcto 
del problema, no es evidentemente el lodo de la cuestión. 
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13-2 TEORIA DE DEBYE DEL CALOR ESPECIFICO DE UN SÒLIDO 

La simple teoria de Einstein supone que todos los àtomos de un sòlido osci- 
lan a la misma frecuencia. Nernst y Lindemann* encontraron empiricamente 
que el acuerdo entre la teoria y la experiencia podia mejorarse suponiendo 
que existian dos grupos de àtomos, uno oscilando a la frecuencia » y el otro 
a la frecuencia 2v. La idea fue ampliada por Borni, von Karmann+ y Debye, 
quienes consideraban los àtomos, no corno osciladores aislados que vibran 
todos con la misma frecuencia, sino corno un sistema de osciladores acopla- 
dos que poseen un espectro continuo de frecuencias naturales. 

Como ej empio sencillo de osciladores acoplados, supongamos que tene- 
mos dos particulas idénticas unidas por resortes idénticos, corno indica la 
fig. 13-2. Si ambas particulas poseen velocidades iniciales iguales en el mismo 
sentido, corno indican las flechas superiores, las particulas oscilaràn en fase 
con una cierta frecuencia v l . Si las velocidades iniciales son iguales y opues- 
tas, corno indican las flechas inferiores, las particulas oscilaràn defasadas, 
pero con una frecuencia diferente v 2 . Si las velocidades iniciales poseen va- 
lores arbitrarios, el movimiento resultante es la superposición de dos osci- 
laciones de frecuencias v, y v 2 . Se dice que el sistema posee dos frecuencias 
naturales. 



Fig. 13-2 Osciladores acoplados. 


Supongamos allora que crece el nùmero de particulas (y resortes). Si 
uste nùmero es pequeno, no es dificil calcular las frecuencias naturales, 
pero si el nùmero crece, existen demasiadas ecuaciones simultàneas para 
resolver. Resulta, no obstante, que si existen N particulas en la cadena, el 
sistema tendrà N frecuencias naturales, cualquiera que sea el valor de N.' 

Ampliemos allora estas ideas a tres dimensiones. Un modelo simple de 
cristal consiste en una distribución tridimensional de particulas unidas por 
resortes y està distribución posee 3N frecuencias naturales. Debido a la 
imposibilidad de calcular estas frecuencias cuando N es igual al nùmero de 
moléculas de un cristal macroscòpico, Debye supuso que las frecuencias 


* Frederick A. Lindemann, primer vriconde de Cherwell, fisico britànico (1886-1957). 
t Max Bom, fisico alcmàn (1882-1970). 
t Theodor von Kàrmàn, ingeniero hungaro (1881-1963). 
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naturales de los àtomos de un cristal serian las mismas que las frecuen¬ 
cias de las posibles ondas estacionarias en el cristal, suponiendo que òste 
fuera un sòlido elàstico continuo. Este es un problema tipico de la teoria 
de la elasticidad y expondremos su solución sin entrar en detalles. El proce- 
dimiento es muy anàlogo al descrito en la sección 11-2, a excepción de que 
ahora tratamos con ondas elàsticas reales y no con ondas matemàticas de la 
mecànica ondulatoria. 

Como se explicó en la sección 11-2, una cuerda elàstica de longitud L 
fija por ambos extremos, puede oscilar en estado estacionario de cualquier 
modo, hallàndose la longitud de onda l por la fòrmula 



en donde n = 1, 2, 3, ..., etc. 

La ecuación fundamental de cualquier tipo de movimiento ondulatorio 
establece que la velocidad de propagación c es igual al producto de la fre¬ 
cuencia v por la longitud de onda A: 

c — vX. 

Asi resulta que, para cualquier frecuencia r, el nùmero n es 

2 L 

n = — v 
c 

y 


La teoria de la elasticidad nos dice que las frecuencias naturales de las 
ondas estacionarias en un sòlido elàstico en forma de cubo de arista L 
vienen dadas por la misma ecuación, excepto que los valores posibles de 
n 2 son 

n 2 = n 2 x + n 2 v + n\, 

en donde n x , n v y n z son nùmeros enteros positivos que pueden tornar los 
valores 1, 2, 3, ..., etc. 

Para determinar el nùmero de ondas en cualquier intervalo de frecuen¬ 
cias o espectro de frecuencias, procederemos del mismo modo que en la sec¬ 
ción 12-1 y fig. 12-1. Rcprescntcmos los nùmeros n x , n„, n z en tres ejes per- 
pcndiculares entro si. Cada triada de valores determina un punto en el 
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espacio-n con los valores corresponclientes de n y v. Sea ( S el nùmero total de 
frecuencias posibles hasta cierto valor n inclusive. Este nùmero es igual al 
de puntos dentro de un octante de una esfera de radio n, el volumen del 
cual es (?r/6)n 3 , y corno n = (2 L/c)v, 

3 c 3 

Ahora bien, V es el volumen V del cubo y puede demostrarse que prescin- 
diendo de la forma del sòlido podemos reemplazar U por V. Por tanto, 



Sin embargo, en un sòlido elàstico pueden propagarse tres tipos de ondas 
elàsticas: una onda de compresión o longitudinal (onda sonora) que se 
propaga con velocidad c, y dos ondas transversales polarizadas en direcciones 
mutuamente perpendiculares que se propagan con una velocidad diferente c t . 
El nùmero total de ondas estacionarias posibles con frecuencias hasta cierto 
valor v inclusive es, por tanto, 



(13-5) 


De acuerdo con la teoria de Debye, la ecuación (13-5) puede también inter- 
pretarse corno la expresión que describe el nùmero de osciladores lineales 
que poseen frecuencias hasta cierto valor v inclusive. Asi, para ir de acuerdo 
con la notación de la sección 12-2, en la ecuación (13-5) debe sustituirse ^ 
por jV\ quedando 



(13-6) 


Si no existiera limite superior para la frecuencia, el nùmero total de 
osciladores seria infinito. Pero un cristal que contiene N àtomos constituye 
un conjunto de 3N osciladores lineales. Por tanto, supondremos que el espec- 
tro de frecuencias posee una frecuencia màxima v m tal que el nùmero total 
de osciladores lineales es igual a 3N. Haciendo pues jV= 3N y v — v m , resulta 
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Las velocidades de las ondas c t y c t pueden calcularse a partir de las pro- 
piedades elàsticas de un material determinado y, por tanto, v m puede deter- 
minarse mediante està ecuación. En un material corno el plomo, fàcilmente 
deformable, las velocidades de las ondas son relativamente pequenas, mien- 
tras que en un material rigido corno el diamante, las velocidades son rela¬ 
tivamente grandes. Por tanto, el valor de r m para el plomo es mucho menor 
que para el diamante. 

La existencia de una frecuencia màxima de las ondas estacionarias en un 
sòlido reai puede comprobarse del modo siguiente. Para una serie simple 
de ondas de velocidad c la frecuencia màxima r m corresponde a una longi- 
tud de onda minima X min = c/v m y la ecuación (13-7) puede escribirse en la 
forma 


__ ( 4„r ( vr 

" in ~ \ 9 / \n) ' 


(13-8) 


Pero (V/N) es el volumen medio por àtomo y su raiz cùbica ( V/N) l/Ì es del 
orden del espaciado interatòmico medio. Por tanto, la estructura de un 
cristal reai (que no es un medio continuo) establece un limite a la longitud 
de onda minima, que es del orden del espaciado interatòmico, lo cual es 
lògico, ya que las longitudes de onda màs cortas no conducen a nuevos 
modos de movimiento atòmico. De las ecuaciones (13-6) y (13-7) resulta que 

-, 3 N , 

jV = —v. 
r m 

El nùmero de osciladores lineales con frecuencias comprendidas entre v 
y v + Av es, por tanto, 


(13-9) 


y el nùmero por unidad de intervalo de frecuencia es 


v'i 


(13-10) 


La fig. 13-3 es una gràfica de AjfjAv en función de v. El nùmero reai 
de osciladores de frecuencias comprendidas entre v y v + Av se halla repre- 
sentado por el area de la banda vertical sombreada, ya que la altura de la 
banda es AjfjAv y su ancho Av. Esto contrasta con el modelo de Einstein, 
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en el cual todos los osciladores poseen la misma frecuencia. E1 àrea total 
bajo la curva corresponde al nùmero total de osciladores lineales, 3N. 

Los osciladores de cualquier frecuencia v constituyen un subconjunto de 
osciladores lineales que poseen todos ellos la misma frecuencia, corno en el 
modelo de Einstein. Por tanto, si tenemos en cuenta la ecuación (12-48), la 
energia interna A U v del subconjunto, reemplazando 3 N por A./fC,es 

A r t 9iV hv 3 

àu, = —-- Av. SII ll\ 

v m exp (hv/kT) — 1 (13-11) 



Fig. 13-3 Espectro de frecuencias de Debye. 

Omitiinos la energia constante del punto cero, ya que no tiene efecto sobre 
la capacidad calorifica. 

Mas la ahora, el punto de vista de està sección y de la precedente, ha sido 
considerar los àtomos de un cristal corno particulas discernibles que cum- 
plen la estadistica M-B. Otro enfoque posible es considerar a las propias 
ondas elàsticas corno «particulas» de un conjunto. Cada onda puede consi- 
derarse también corno una particula llamada fonón y describirse el conjunto 
corno un gas de fonones. Como las ondas o fonones son indiscernibles y no 
hay restricción en el nùmero permitido por estado de energia, el conjunto 
cumple la estadistica de Bose-Einstein. 

Sin embargo, debemos hacer una modificación en la expresión deducida 
previamente para la función de distribución en està estadistica. Esto es 
debido a que el nùmero N de ondas o fonones, en contraste con el nùmero 
de àtomos de un gas en un recinto de volumen determinado no puede con- 
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sidcrarse conio una de las variables independientes que especifican el estado 
del conjunto. Si el conjunto es un gas, podemos fijar arbitrariamente'-tanto - 
el volumen V corno la temperatura T del recinto y continuar pudiendo'in- 
troducir cualquier nùmero arbitrario N de moléculas de gas en el recinto. Pero 
cuando se especifican el volumen y la temperatura de un cristal, éste, por 
decirlo asi, determina el nùmero de ondas diferentes o fonones que son 
equivalentes a las oscilaciones de sus moléculas. Asi, el cristal no puede con- 
siderarse corno un sistema abierto, para el cual N es una variable indepen- 
diente y el término pdN no aparece en la ecuación (11-22). Esto es equiva¬ 
lente a considerar p = 0 y, por tanto, exp ( jx/lcT) — 1. El nùmero de «par¬ 
ticulas» en un macronivel comprendido entre e y e + Ae es, por tanto, 


exp ( e/kT) 


(13-12) 


De acuerdo con los principios de la mecànica cuàntica, la energia de una 
onda (o fonón) de frecuencia v es 


en donde h es la constante de Planck. A diferencia de un osc.ilador lineai de 
frecuencia »• que puede tener ùna c.ualquiera de las energias (« ; . -f \)hv, con 
n i — 0, 1, 2, ..., etc., una onda de frecuencia v puede tener sólo la energia hv. 
Por tanto, si una gran cantidad de energia està asociada a una determinada 
frecuencia, esto significa simplemente que un gran nùmero de ondas o fo¬ 
nones, todos de la misma energia, estàn presentes en un conjunto. 

Un intervalo de energia comprendido entre e y e + Ae corresponde, por 
tanto, a un intervalo de frecuencia comprendido entre v y v + Ar. Asi, el nù¬ 
mero de fonones con frecuencias comprendidas entre v y v + dv es 


A g? v 
exp ( hv/kT ) 


(13-13) 


en donde Af# v es el nùmero de estados con frecuencias entre v y v + dv. 
La energia AU v de las ondas en este intervalo de frecuencia es 


ALL = hvA.-V 


hv A 3? v 

exp (hv/kT) — 1 


y la comparación con la ecuación (13-11) nos muestra que 


9N 2 


(13-14) 


452 


APLICACIONES DE LA ESTADfSTICA CUANTICA A OTROS SISTEMAS 


que coincide con la expresión del nùmero de osciladores discernibles en este 
intervalo de frecuencias. Es decir, el orden de degeneración A^ v de un ma- 
cronivel es igual al nùmero de osciladores discernibles en el mismo intervalo. 
La ecuación (13-13) puede, por tanto, escribirse en la forma 


v 3 m exp ( hv/kT ) 


(13-15) 


Asf, a primera vista, parece haber discrepancia entre la expresión de A 
de la ecuación precedente y la correspondiente de la ecuación (13-9). Sin 
embargo, el simbolo KÀC, no representa el mismo concepto en las dos ecua- 
ciones. En la ecuación (13-15), A./11 es el nùmero de ondas indiscernibles (o 
fonones) de frecuencias comprendidas entre v y v -)- Av en un sistema que 
sigue la estadlstica B-E. En cambio, en la ecuación (13-9), Hj//, es el nùmero 
de osciladores discernibles con frecuencias en el mismo intexvalo, en un sis¬ 
tema que sigue la estadlstica M-B. 

La energia total U del conjunto se obtiene ahora sumando la expresión 
de A(7 V para todos los valores de v desde cero basta r m y reemplazando des- 
pués la suma por una integrai: 


= — f' 

"" vi Jo 


exp (hv/kT) 


(13-16) 


La temperatura de Debye 0 D se define por 


(13-17) 


y 0 D es proporcional a la frecuencia de corte v m . En la tabla 13-1 se dan algu- 
nos valores de 8 D . 

Por conveniencia, introduciremos las cantidades adimensionales 


Por tanto, 


U = 9NkT 


l"’,n _ 0j> 

kT T ' 


T V' [ x "‘ x *dx 


OiJ J u exp (,v) — I 


(13-18) 


Esto corresponde a la ecuación (13-1) para la energia U de acuerdo con la 
teoria de Einstein. 
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derivando. 




La ecuación (13-19) se conoce corno ley T 3 de Debye. De acuerdo con està 
ley, el calor especffico en las proximidades del cero absoluto disminuye 
con el cubo de la temperatura y no exponencialmente corno en la teoria de 
Einstein. El decrecimiento es, por tanto, menos ràpido y el acuerdo con la 
experiencia es mucho mejor. Aunque la teoria de Debye està basada en el 
anàlisis de las ondas elàsticas en un medio continuo, homogéneo e isotró- 
pico, los valores experimentales de los calores especificos de muchos sólidos 
cristalinos concuerdan bien con la teoria de Debye a temperaturas inferio- 
res a (9 D /50 o cuando T /0 D < 0,02. A medida que crece la temperatura, el 
calor especffico se incrementa de un modo mucho màs ràpido que lo que 
predice la teoria. Existe una evidencia experimental reciente de que los ma- 
teriales amorfos no parecen seguir la ley T 3 de Debye, ni siquiera a tempera¬ 
turas por debajo de <9 D /100 o cuando T/8 D < 0,01. 

La capacidad calorifica a cualquier temperatura puede calcularse evaluan- 
do la integrai de la ecuación (13-18) que nos da la energia interna en función 
de T y derivando el resultado respecto a T. Lo mismo que en la teoria de 
Einstein el resultado es función exclusiva de T/6 D y, por tanto, un solo grà¬ 
fico representa la variación con la temperatura de c„ para todas las sustan- 
cias. La curva de la fig. 13-4 es una gràfica de c v /R en función de T/6 D y los 
puntos son valores experimentales para una variedad de sustancias. 



Fig. 13-4 Calores especificos de varios sólidos cn f'—’rión de T/0 n . 
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En la fig. 13-4 puede verse a primera vista que cuando T/6 D es mayor 
que 1 o cuando la temperatura reai excede a la temperatura de Debye, el 
sistema se comporta «clàsicamente» y c„ es casi igual al valor «clàsico» o «no 
cuàntico» 2>R. Cuando la temperatura reai es menor que la de Debye, los 
efectos cuànticos se hacen importantes y c„ disminuye hasta cero. Asi, para 
el plomo, con una temperatura de Debye de sólo 88 K, la «temperatura am¬ 
biente» es muy superior a la de Debye, mientras que el diamante, con una 
temperatura de Debye de 1860 K, es un «sòlido cuàntico» incluso a la tem¬ 
peratura ambiente. 

A temperaturas intermedias existe un buen acuerdo entre los valores del 
calor especifico calculado por las teorias de Einstein y de Debye. Este acuer¬ 
do es lògico, ya que la teoria de Dulong-Petit es una primera aproximación 
vàlida a altas temperaturas. La teoria de Einstein es una segunda aproxima¬ 
ción vàlida para temperaturas elevadas e intermedias. La teoria de Debye es 
una tercera aproximación que resulta correcta a bajas temperaturas cuando 
no dominan otros efectos. 

13-3 RADIACIÓN DEL CUERPO NEGRO 

En la sección 8-7 se expresó la termodinàmica de la radiación del cuerpo 
negro; ahora trataremos los aspectos estadisticos del problema. La energia 
radiante en un recinto vado, cuyas paredes estàn a la temperatura T, es una 
rnezcla de ondas clcctromagnéticas de todas las frecuencias posibles desde 
cero hasta infinito y fue precisamente la busqueda de una explicación teòrica 
de la dislribución de energia observada entro estas ondas lo que condujo a 
Planck a los postulados de la teoria cuàntica. 

Para aplicar los métodos estadisticos a la energia radiante, consideremos 
las propias ondas corno «particulas» de un conjunto. Cada onda puede con- 
sidcrarsc corno una particula llamada fotón y el conjunto puede describirse 
corno un gas de fotones. Como estos son indiscernibles y no hay limitación 
en el nùmero por cstado de energia, el conjunto sigue la estadistica de Bose- 
Einstein. 

El problema es muy semejante al del gas de fonones expuesto en la 
sección anterior. El nùmero de fotones en el recinto no puede considerarse 
corno variable independiente y la distribución B-E se reduce a la forma màs 
simple, 


exp {livjkT) - 1 ' 

Existe, sin embargo, una difcrcncia en la expresión del orden de degcnc- 
racióu Como vimos cn la sección anterior, la degeneración de un macro- 
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nivel en un conjunto de ondas (o fotones) es igual al nùmero posible A^ v 
de ondas estacionarias que existen en el intervalo de frecuencias de v a v + Av. 
Volvamos a la ecuación (13-5), 

4tt V a 

0 — -: V , 

3 C 3 

en donde ^ es el nùmero de ondas estacionarias con frecuencias que llegan 
hasta v inclusive. Las ondas electromagnéticas son puramente transversales 
y pueden existir en dos series, polarizadas en planos perpendiculares entre 
si, propagàndose ambas con la velocidad de la luz c. Ademàs, corno el espa- 
cio vado no posee estructura, no existe limite superior a la frecuencia mà¬ 
xima posible. Por tanto, interpretando g? corno el nùmero total de estados 
de energia posibles de todas las frecuencias hasta v inclusive, resulta 

g? = ^v 3 . 

3 c J 

La degeneración Ag? v es, por tanto, 

= —— v Av, 

c 

y el nùmero de ondas (o fotones) con frecuencias comprendidas entre v y 
v + Av es 


exp (hv/kT) — 1 


(13-20) 


La energia de cada onda es hv y dividiendo por el volti men V, resulta 
para la energia por unidad de volumen, en el intervalo de frecuencias de 
v a v + Av, 


exp ( hv/kT) 


(13-21) 


en donde Au v se llama también densidcul de energia espectral. Està ecuación 
tiene la misma forma que la ley experimenlal (ley de Planck) expuesta en la 
sección 8-7 y ahora vemos que las constantes experimentales Cj y c 2 de la 
ecuación (8-50) estàn relacionadas con las constantes fundamentales h, c y k, 
por las ecuaciones 


(13-22) 
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Cuando se introducen los valores numéricos de h, c y k en estas ecuaciones 
los valores calculados de c, y c 2 concuerdan exactamente con sus valores 
experimentales, dentro de los limites del error experimental. 

A una temperatura determinada T y a altas frecuencias, para las cuales 
hv kT, el término exponencial es grande; despreciando el 1, resulta 


Au v r 3 exp (—hv/kT) Av. 


(13-23) 


Una ecuación de està forma fue deducida por Wien* antes del advenimiento 
de la teoria cuàntica y se conoce con el nombre de ley de Wien. Està de 
acuerdo con la experiencia a altas frecuencias, pero la concordancia es mala 
a bajas frecuencias. 

Por otra parte, a bajas frecuencias, para las cuales hv kT, [exp 
(hv/kT) —1] es muy próxima a hv/kT y 


877 -kT 2 


(13-24) 


Està ecuación ha sido deducida por Rayleighf y Jeans £ , también con ante- 
rioridad a la teoria cuàntica, y resulta estar de acuerdo con la experiencia a 
frecuencias bajas y falla a frecuencias altas. El hecho de que no sea correcta 
de un modo generai, puede apreciarse si se tiene en cuenta que cuando la 
frecuencia es muy elevada, la densidad de energia prevista se aproxima a 
infinito. (Este resultado se denominò «la catàstrofe del ultravioleta».) 

Es interesante observar que el primer enfoque de Planck al problema fue 
puramente empirico. Planck buscaba una ecuación cuya forma matemàtica 
permitiese pasar a la ecuación de Wien cuando hv/kT fuese grande y a la 
ecuación de Rayleigh-Jeans cuando hv/kT fuese pequeno. Asi encontró que 
la ecuación (13-21) tenia està propiedad y su bùsqueda de una explicación 
teòrica de la ecuación condujo al desarrollo de la teoria cuàntica. 

Au v / c 3 /j 2 \ 

La fig. 13-5 muestra las gràficas de la cantidad adimensionai , 

representada corno función del cociente adimensionai hv/kT. La curva de 
trazo continuo representa la ley de Planck y las de trazos corresponden, res- 
pectivamente, a la ley de Rayleigh-Jeans, aplicable cuando hv kT, y a la 
ley de Wien, aplicatìe cuando hv kT. 


* Wilhelm Wien, fisico alemàn (1864-1928). 
t John W. Strutt, Lord Rayleigh, fisico inglés (1842-1919). 
•t Sir James LI. Jeans, matemàtico inglés (1877-1946). 
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La densidad total de energia u v , incluyendo todas las frecuencias, puede 
encontrarse allora sumando Au v para todos los valores de v desde cero a 
infinito, ya que no hay limite al valor maximo de v. Rcemplazando la sama 
por una integrai, resulta 

877/; f" v 3 

u v = —— - eh; 

c J Jt exp ( hv/lcT ) — 1 


Planck 



hv 

kT 


Flg. 13-5 Gràficos de las leyes de Planck, Wien y Rayleigh-Jeans. 


si dofinimos una variable adimensionai x = hr/kT, 

^ _ 8tt là f ” x 3 dx 

c 3 h 3 Jo exp (x) — 1 

E1 valor de la integrai definida es jt 4 / 15, de modo que 


en la cual, 


Uv = 


8t7 5 /c 4 

15c 3 /i 3 


T 4 = crT 4 , 


Htt'Vc 4 
1 5c 3 h* ' 


(13-25) 


et — 


(13-26) 
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La ccuación (13-25) es la misma que la ley de Stefan [ecuación (8-54)] y 
cuando los valores de k, c y h se introducen en la ecuación (13-26), los valo¬ 
res calculados y cxpcrimentalcs de <r concuerdan exactamente, dentro de los 
limites del error experimental. 

De este modo, la teoria cuàntica y los métodos estadisticos proporcionan 
una base teòrica a la ecuación que expresa la ley de Planck y relacionan 
las constantes experimentales c u c 2 y <r con las constantes fundamentales h, 
c y k. Las expresiones de la energia interna, la entropia y las funciones de 
Helmholtz y Gibbs de la energia radiante del cuerpo negro se dedujeron 
en la sección 8-7 de los principios termodinàmicos y no necesitan repetirse 
aqui. Debe recordarse la función de Gibbs G = 0, que podia también haberse 
tornado conio justificante para hacer /* = 0 en la función de distribución B-E. 

13-4 PARAMAGNETISMO 

Consideremos ahora la estadistica de un cristal paramagnètico. Las propie- 
dades de estos cristales son de especial interés en la región de tem- 
peraturas extremadamente bajas, en las proximidades del cero absoluto. 
Verificaremos cierto nùmero de hipótesis simplificadoras, pero el procedi- 
miento es el misrno que en casos mas complicados. 

Un cristal paramagnètico tipico es el sulfato de potasio y cromo, Cr 2 (S0 4 ) 3 - 
K 2 S(V24H20. Sus propiedades paramagnéticas son debidas solamente a los 
àtomos de cromo, presentes en el cristal en forma de iones, Cr + + + . Cada 
electron en un atomo posee no sólo una carga eléctrica, sino también un 
momento magnetico /i„ de 1 magnetón de Bohr*, igual (en unidades MKS) 
a 9,27 X IO -24 A in 2 , corno si el electron fuera una pequena esfera de carga 
eléctrica que girase alrededor de un eje. En la mayoria de los àtomos, el 
momento magnètico resultante del electron es cero, pero el ion cromo Cr+ + + 
posee tres espines electrónicos no compensados y un momento magnètico 
de 

Por cada ion cromo existen 2 àtomos de azufre, 1 àtomo de potasio, 20 
àtomos de oxigeno y 24 àtomos de hidrógeno, lo que hace un total de 47 par- 
ticulas que no son magnéticas. Los iones magnéticos se encuentran, por tanto, 
tan ampliamente separados que existe entre ellos sólo una pequena interac- 
ción magnètica. 

En la sección 8-8 se vio que las propiedades termodinàmicas de un cristal 
paramagnètico podian calcularse a partir del conocimiento de la magnitud 
F* = E — TS. Por métodos estadisticos puede deducirse la expresión de F* 
en función de la temperatura T y de los paràmetros que determinan los ni- 


* Niels H. D. Bohr, fisico danés (1885-1962). 
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veles de energia de los àtomos del cristal. Como los àtomos pueden recono- 
cerse de acuerdo con las posiciones que ocupan en la red del cristal, el sis¬ 
tema cumple la estadistica M-B y, corno de costumbre, la primera etapa 
consiste en determinar la función de partición Z definida por 

Z = ^A^exp-^i-. 


A causa de su movimiento oscilatorio, las moléculas poseen la misma 
serie de niveles de energia de vibración que cualquier sòlido y la energia 
total de vibración constituye la energia interna C ¥ib . Ademàs, la pequena inte- 
racción entre los iones magnéticos y sus interacciones con el campo eléc- 
trico establecido por el resto de la red, dan lugar a una energia interna adi- 
cional (de los iones ùnicamente) que llamaremos U int . Finalmente, si existe 
un campo magnètico en el cristal creado por una fuente externa, los iones 
poseen una energia potencial magnètica que, corno la energia potencial gra- 
vitatoria de las partlculas en un campo gravitatorio, es una propiedad con- 
junta de los iones y de la fuente del campo y no puede considerarse corno 
energia interna. La energia potencial magnètica total es 

Los niveles de energia de vibración, los niveles asociados a las interac¬ 
ciones internas eléctricas y magnéticas y los niveles de energia potencial, son 
todos independientes. La función de partición Z, corno ocurre en el caso de 
un gas en un campo gravitatorio, puede expresarse corno el producto 
de las funciones de partición independientes que llamaremos Z ylb , Z iat y Z^. 
Asl pues, 

Z — ZyibZint Zjj». 


Los iones magnéticos constituyen un subconjunto, caracterizado ùnica¬ 
mente por las funciones de partición Z int y Zy pueden considerarse inde- 
pendientemente del resto de la red que actuarla corno un recipiente del sub¬ 
conjunto. Aunque la energia U iul y la función de partición Z int juegan impor- 
tantes papeles en la teoria completa, prescindiremos de ellas y consideraremos 
que la energia total del subconjunto es su energia potencial £ p solamente. 
Consideraremos, pues, sólo la función de partición Z#. 

Como se indica en el apéndice E, la energia potencial de un ion en un 
campo magnètico de intensidad X es — fxJC cos 6, en donde fi es el momento 
magnètico del ion y 6 el àngulo comprendido entre su momento magnètico 
(vectorial) y la dirección del campo. Por simplicidad considcremos sólo un 
subconjunto de iones de momento magnètico igual a 1 magnetón de Bohr, /.i B . 
Los principios de la mecanica cuàntica reslringen los valores posibles de 0 
a cero o 180° para tales iones, de modo que el momento magnètico es para- 
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lelo o antiparalelo al campo. (Se permiten otros àngulos si el momento 
magnètico es mayor que y B .) Los valores correspondientes de cos 6 son, 
entonces, +1 y — 1, y los posibles niveles de energia — \x B X y + . Los 

niveles de energia son no degenerados; existe un solo estado en cada nivel, 
pero no hay restricción en el nùmero de iones por estado. La función de par¬ 
tición Z #, por tanto, se reduce a la suma de dos términos: 


/7<b^\ , /— /r B ^\ _ 

= Itf) + “ p \~ir) ~ 


2 cosh ■ 


(13-27) 


pues, por definición, el coseno hiperbólico se expresa por 

cosh x = f [exp (x) + exp(-x)]. 

Sean N y N , respectivamente, el nùmero de iones cuyos momentos 

estàn alineados paralela y antiparalelamente al campo X. Las energlas co¬ 
rrespondientes son t Y Los nùmeros de ocupación 

medios en las dos direcciones son, pues, 


N —e, 

N\ — — exp- 

Z kT 


-Ne, 
N\ — — exp — 
Z kT 


El exceso de iones en el alineamiento paralelo sobre el correspondiente 
antiparalelo es 


N\ - N[ 


z[ exp (“ f?) - exp (l?)] = 5 2Een ’ 1 


kT ’ 


que se reduce a 


N\ = N tanh 


(13-28) 


El momento magnètico neto M del cristal es igual al producto del mo¬ 
mento magnètico /j b de cada ion por el nùmero en exceso de iones alinea¬ 
dos paratamente al campo. Por tanto, 


Nf.i \ì tanh ■ 


(13-29) 
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Està es la ecuación magnètica de estado del cristal que expresa el momento 
magnètico M en función de X y T. Obsérvese que M depende sólo de la 
relación X/T. 

La ecuación de estado puede deducii'se también del modo siguicntc. La 
función F* es 


F* = —NkT In Z = -NkT In 2 cosh 


^r- 

kT - ' 


(13-30) 


El momento magnètico M, que en este caso corresponde a la variable ex- 
tensiva X, es 


N/qj tanh ■ 


(13-31) 


En campos intensos y a bajas temperab.iras, en cuyo caso /x B X kT, 
tanh (p. B X/kT) se aproxima a la unidad y el momento magnètico tiende al 
valor 


M = N/a ìu 


(13-32) 


que es simplementc el momento de saturación magnètica M sat , que resultarla 
si todos los imancs iónicos fueran paralelos al campo. 

En el otro ex tremo de campos débiles y alias temperaturas, kl > 

tanh {f^X/kT) tienile a ;/ B X/kT y la ecuación (13-31) se convierte en 




(13-33) 


l'ero eslo es justamente la ley de Curie observada experimentalmente, que 
estui ilocc que en campos dèbiles y alias temperaturas el momento magnètico 
es direclamente proporcional a (X/T) o sea, 


M = Ce¬ 


ti 3-34) 


en donde C c es la constante de Curie. Por tanto, los métodos estadisticos no 
sólo conducen a la ley de Curie, sino que proporcionan también un valor 
teòrico de la constante de Curie, a saber, 


(13-35) 
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Los investigadorcs en el campo del paramagnetismo suelen utilizar unida- 
des cgs. La unidad de intensidad magnètica es 1 oersted* [(1 Oe) que equivale 
a IO- 4 A m 2 ]. El magnetón de Bohr es 


// B = 0,927 x 10 20 ergOe 1 
y la constante de Boltzmann, 

k = 1,38 x IO- 111 erg K- 1 . 

Si el nùmero de parttculas es el nùmero de Avogadro N K , igual a 6,02 x IO 23 , 
la constante de Curie, segùn la ecuación (13-33), es 



0,376 cm 3 K mori 1 


La teoria completa nos lleva al resultado de que para los iones de cromo 
Cr +++ , de momento magnètico 3 ( u B , el valor de C c es 5 veces superior o sea, 


C c = 5 x 0,376 = 1,88 cm 3 K mori 1 


El valor experimental medido es 

C 0 = 1,84 cm 3 K mol-> 

que concuerda bien con las predicciones de la teoria cuàntica. 
La relación M/M mt es 



La fig. 13-6 es una gràfica de la curva de magnetización del sistema, en la 
cual la relación se representa en función de fi B X/kT. La curva de 

magnetización representa la posición de equilibrio del sistema entre el efecto 
de ordenamiento del campo externo X que tiende a alinear todos los ima- 
nes iónicos en la dirección del campo y el efecto de desordenamiento de 
agitación tèrmica que crece con la temperatura. En campos débiles, los 
valores de los dos niveles de energia son casi iguales, ambos poseen pràcti- 
camente la misma población y el momento magnètico resultante es muy 
pequeno. En campos intensos, la diferencia entre los niveles de energia es 
grande, predomina el efecto de ordenamiento y casi todos los imanes se 
alinean en el nivel de energia inferior, en donde tienen la misma dirección 
que X. 


* Hans C. Oersted, fisico danès (1777-1851). 
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En la fig. 13-6 puede verse que la saturación prevista por la teoria cuàn- 
tica se alcanza aproximadamente cuando /kT — 3 o sca, cuando 


JT _ 3 k 

T /<li 


45 kOe KT 1 . 


Por tanto, si T = 300 K, se requiere para la saturación un campo de 

13.5 X IO 6 Oe. Por otra parte, si la temperatura es tan baja corno 1 K, un 
campo de 4,5 X IO 4 Oe produciria la saturación y a una temperatura de 0,1 K 
se requeriria sólo un campo de 4,5 X IO 3 Oe. (Los electroimanes supercon- 
ductores modernos pueden producir intensidades magnéticas hasta de 

1.5 X IO 5 Oe.) 

Calculemos ahora las otras propiedades termodinàmicas del sistema. La 
energia total £, que en este caso es la energia potencial £„, es 


£ = £,,= 


d In Z* 


dT /•*" 


\ k / kT 


(13-37) 


La comparación con la ecuación (13-29) nos dice que la energia potencial es 


L„ = 


( 13-38) 
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La energia potencial es negativa a causa de nuestra elección del nivel de 
referencia, es decir, la energia potencial de un dipolo magnètico la hacemos 
igual a cero cuando el dipolo està en àngulo recto con el campo. 

La capacidad calorifica a 3C constante es 



La fig. 13-7 nos muestra las gràficas de £ p y C x (ambas divididas por Nk ) 
en función de kT/fx. Las curvas difieren de las correspondientes a la ener¬ 
gia interna y capacidad calorifica de un conjunto de osciladores armónicos 
porque existen sólo dos niveles de energia permitidos y la energia del sub- 
conjunto no puede crecer indefinidamente a medida que aumenta la tem¬ 
peratura. 



O 

Nk 


£ 

Nk 


Fig. 13-7 Energia potencial especifica y calor especifico a intensidad 
magnètica constante, divididas ambas magnitudes por Nk, para un 
cristal paramagnètico en función de kT/^H. 



Comparemos la capacidad calorifica C /r del subconjunto de iones magné- 
ticos con la capacidad calorifica C v del cristal entero. Sean T = 1 K y — IO 4 Oe. 


SEARS — 30 
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Suponiendo que existen 50 parti'culas no magnéticas por cada ion magnètico y 
tornando la temperatura de Debye de 300. K corno valor tipico, resulta, segun 
la ley T 3 de Debye, 


12 **/ 1 \ 3 
C^M(50)x — (-). 

.ci 0,5 x 10 Nk. 

A està temperatura, pues, la capacidad calorifica de los iones magnéticos es 
aproximadamente 100 000 veces mayor que la capacidad calorifica de vibración 
de la red cristalina. Para orientar los imanes iónicos se requiere mucha mas 
energia que para incrementar la energia de vibración de las moléculas de la 
red. Està energia de orientación es la que permite el enfriamiento de la red 
durante el proccso de desmagnetización adiabàtica descrito en la sección 8-8. 

La entropia del subconj unto puede calcularse ahora a partir de la ecua- 
ción F* = E — TS. Segun las ecuaciones (13-30) y (13-37) tenemos 


= Nk In 2 cosh 


—— tanh- 


(13-40) 


J,.a lig. 13-8 cs una gràfica de S/Nk, en función de kT/fi B X. A un valor deter- 
niinado de X, S se aproxima a cero cuando T tiende a cero. A està tempera¬ 
tura lodos los dipolos se encuentran en su estado de energia mas bajo; 
sólo bay un microestado posible y S = k In Q = k In 1 = 0. En el otro limite, 
cuando kT 1§> /x B X , 

cosh 0 iaje/kT) -> 1, (fii B JP/kT) -*• 0, tanh (j.i^jkT) -»■ 1 


y S-*-Nk In 2. La entropia es también función exclusiva de (X/T). En una 
desmagnetización adiabàtica reversiblc, S y, por tanto, {X/T), permanecen 
constantes. Asl, cuando X disminuye, T debe también decrecer de acuerdo 
con el rcsultado termodinàmico. 
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Fig. 13-8 Entropia de un cristal paramagnètico. 


13-5 TEMPERATURAS NEGATIVAS 

Consideremos de nuevo un sistema con dos posibles niveles de energia mag¬ 
néticos, en los cuales el momento magnètico /x B de una partlcula puede ser 
paralelo o antiparalelo a una intensidad magnètica X. La energia del nivel 
inferior, en el cual ji B es paralelo a X, es — —/%<?£ y la del nivel superior, 
en el cual /i B se opone a X, es e 2 = + Ab<^- En el estado de equilibrio a 
una temperatura T, los numeros de ocupación medios de los niveles son 





I 
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que podemos considerar corno la ecuación que define T en función de e„ e 2 , 
y W 2 . Si e 2 > e t y N l > N 2 , el segundo miembro de la ecuación es positivo 
y T es positivo. EI caso puede representarse gràficamente corno en la 
fig. 13-9(a), en la cual las longitudes de las lineas de trazo grueso corres- 
ponden a los numeros de ocupación medios N l y N 2 . 


N N 



(a) (b) 

Flg. 13-9 (a) En el estado de equilibrio estable el nùmero de ocupa¬ 
ción Aij jlel nivel de menor energia es mayor que el nùmero de ocu¬ 
pación N 2 del nivel de mayor energia, (b) Inversión de la población 
inmediatamente después de haber invertido la intensidad magnèti- 
ca 3C . 

Supongamos ahora que la dirección de la intensidad magnètica se invierte 
sùbitamente. Los momentos magnéticos que eran paralelos al campo origi¬ 
nai y en el estado de menor energia estàn opuestos al nuevo campo y se 
encuentran ahora en el estado de mayor energia, mientras que aquellos que 
eran opuestos al campo originai y en el estado de mayor energia e 2 son ahora 
paralelos al nuevo campo y se encuentran en el estado de menor energia. 
Eventualmente, los momentos correspondientes al estado de mayor energia 
cambiaràn sùbitamente al nuevo estado de menor energia, pero inmediata¬ 
mente después que el campo se ha invertido y antes de que tcngan lugar 
cambios en los nùmeros de ocupación la situación serà la rcpresentada en 
la fig. 13-9(b). El nùmero de_ocupación medio N 2 del nuevo estado superior 
es el mismo_que el nùmero A/, en el estado originai inferior y el nùmero de 
ocupación A/' del nuevo estado inferior es el mismo que el nùmero N 2 del 
estado originai superior. Se dice que se ha producido una inversión de 
población. Por tanto, si consideramos que la temperatura del sistema està 
definida por la ecuación (13-41) y que T' es la temperatura correspondiente 
a la fig. 13-9(b), 


T’ = 


1 fz ~ 
k Un N[ - In NL ’ 


(13-42) 


Como N’ 2 es mayor que N[, el denominador del segundo miembro de la 
ecuación es negativo y T' es negativa. 

Las temperaturas negativas pueden considerarse desde otro punto de 
vista. A una temperatura T = 0, todos los imanes se encuentran en sus esta- 
dos inferiores de energia. Cuando crece la temperatura, crece también el 
nùmero de imanes hacia el estado de mayor energia y cuando T = + oo, 
ambos estados estàn igualmente poblados. Por tanto, podria decirse que si 
el nùmero en el estado superior es aùn màs grande que en el estado inferior, 
corno ocurre en la inversión de población, la temperatura debe ser màs 
caliente que una temperatura infinita. Asi, tenemos el resultado paradójico 
de que un sistema a temperatura negativa se encuentra incluso màs caliente 
que a temperatura infinita. 

En las sustancias paramagnéticas, las interacciones entre los imanes 
iónicos y la red son tan grandes que la sustancia no puede existir en un 
estado de inversión de población durante un tiempo apreciable. Sin embargo, 
Pound, Purcell y Ramsey hallaron en 1951 que los momentos magnéticos 
nucleares de los àtomos de litio en el LiF experimentan interacciones tan 
lentas con la red que se requiere un intervalo de tiempo de varios minutos 
para alcanzar el equilibrio con la misma, lo cual es un tiempo suficiente- 
mente largo para permitir la realización de experimentos que muestren la 
existencia reai de una inversión de población. 


13-6 GAS DE ELECTRONES 

El cjemplo màs importante de conjunto que cumple la estadistica de Fermi- 
Dirac es el de los electrones libres en un conductor metàlico. Supongamos 
que cada àtomo de la red cristalina cede un nùmero (entero) de sus electro- 
ncs cxternos de valencia y que estos electrones pueden moverse libremente 
a través del metal. Naturalmente, existe un campo eléctrico dentro del metal 
debido a los iones positivos, el cual varia considerablemente de un punto a 
otro. Sin embargo, por termino medio, el efecto de este campo se anula, ex- 
cepto en la superficie del metal en la que existe un campo localizado intenso 
(barrerà de potencial) que rechaza y devuelve el electron hacia el metal cuan¬ 
do trata de escapar de la superficie. Los electrones libres estàn, por tanto, 
confinados al interior del metal, del mismo modo que las moléculas de un 
gas lo estàn en el interior de un recipiente. Podemos hablar de los electrones 
corno de un gas electrónico. 

Los órdenes de degeneración de los niveles de energia son los mismos 
que los de las particulas libres en una caja, con una excepción. Existen dos 
tipos de electrones en un metal, idénticos, pero con espines directamente 
opuestos. El principio de exclusión de Pauli, en lugar de afirmar que no 
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existe màs de una particula por estado, ahora permite dos electrones por 
estado, siempre que tengan espines opuestos. Esto equivale a duplicar el 
nùmero de estados en un macronivel o el orden de degeneración del ma- 
cronivel, permitiendo sólo un electron por estado. Por tanto, en lugar de 
la ecuación (12-17), tenemos 


Es màs util expresar el orden de degeneración en función de la energia 
cinètica e = }m» 2 . Por tanto, corno 


resulta que 


A3? e = 47rF(^) 3/ V /2 Ae. 


Si por brevedad hacemos 


, 3 4^(f!)“, 


resulta 


A3?, = Ae 1/2 Ae. 


(13-43) 


(13-44) 


(13-45) 


La degeneración, pues, crece con la raiz cuadrada de la energia. Segun la 
función de distribución F-D, ecuación (11-40), el nùmero medio A./Tde elec- 
ironcs cn un macronivel es 


K ir t 

A./1 = -- = A -Ae. H3-46) 

exp [( e - ft)lkT] + 1 exp [(e - fF)/kT] + 1 1 ' 

El potencial quimico p puede calcularse a partir del requisito de que 
X AJf= N, en donde N es el nùmero total de electrones. Recmplazando la 
suma por una integrai, resulta 


N = A\ —• .(/< • 

Ji) exp f(« 7 —■ /<)//< I j + I 
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La integrai no puede evaluarse en forma finita y el resultado sólo puede 
expresarse corno una serie infinita. El resultado, obtenido por vez primera 
por Sommerfeld*, es 



k T\ 2 + tt_ 4 
e F / 80 



(13-47) 


La magnitud e F es constante para un metal determinado y se denomina 
energia de Fermi. Como veremos, e F es función del nùmero de electrones por 
unidad de volumen, N/V, de modo que la ecuación anterior expresa p. en 
función de T y N/V. Cuando T = 0, p° = e F . La función de distribución para 
T = 0 es, entonces, 


A 


_Aj^_ 

exp [(e — e F )//cT] + 1 


(13-48) 


El significado de la energia de Fermi e F puede verse del modo siguiente. 
En todos los niveles para los cuales e < e F , la diferencia (e — e F ) es una 
magnitud negativa y para T = 0, 

g ~ fj f _ —co. 
kT 

El término exponencial de la ecuación (13-48) es, por tanto, cero y a todos 
los niveles en los cuales e < e F , 


A^r° = A 3? e = Ae w Ae. (13-49) 

Es decir, el nùmero medio de electrones en un macronivel es igual al nù¬ 
mero de estados en dicho nivel y todos los niveles con energias inferiores 
a e F estàn completos con su cupo de un electron en cada estado. 

En todos los niveles a los cuales e > c F , el término (e — e F ) es positivo. 
Por tanto, para T = 0 el termino exponencial es igual a + oo y A^V°= 0. Asi, 
no bay electrones en estos niveles y la energia de Fermi e F es la màxima 
energia de un electron en el cero absoluto. El nivel correspondiente se deno¬ 
mina nivel de Fermi. 

La curva continua de la fig. 13-10 representa el nùmero de electrones por 
unidad de intervalo de energia, A^V^/Ae — Aé' 2 , para T = 0. La curva se 
extiende de e = 0 a e = e F y es cero para todas las energias superiores a e F . 


Arnold J. W. Sommerfeld, fisico alemàn (1868-1951). 
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Fig. 13-10 Gràficas de la función de distribución de los electrones libres 
en un metal a T = 0 y a dos temperaturas mas elevadas T l y T r 


Puede obtenerse ahora una expresión para la energia de Fermi partiendo 
de la condición £ AyV°= N. Reemplazando la suma por una integrai, intro- 
duciendo la función de distribución para T = 0 e integrando para todos los 
niveles desde cero a e F , tenemos 


V® ck = - A e 3 ^" 
3 


o, después de introducir la expresión de A, 


(13-50) 


Asi, corno establecimos anteriomente, c F es función del nùmero de elec¬ 
trones por unidad de volumen, N/V, pero independiente de T. 

Como ejemplo numèrico, sea piata el metal y puesto que la piata es mono¬ 
valente, supondremos que existe un electron libre por àtomo. La densidad de 
la piata es 10,5 x IO 3 kg m -3 , su peso atomico es 107 y el nùmero de electrones 
libres por metro cùbico, N/V, es igual al nùmero de àtomos por metro cùbico, 
que es de 5,86 x IO 28 . La masa de un electron es 9,11 x 10~ 31 kg y h — 6,62 x 
IO- 34 J s. Por tanto, 

e F = 9,1 x IO- 19 J = 5,6 eV. 


La energia total U de los electrones es 

U = 2 « A./T 

y, reemplazando la suma por una integrai, 


(13-51) 


U = A 


o exp [(e — fi)/kT] + 1 
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Tampoco en este caso la integrai puede calcularse en forma definida y 
debe expresarse corno una serie infinita. El resultado es 


Para T = 0, 



(13-52) 

(13-53) 


Se deja corno ejercicio demostrar que se obtiene el mismo resultado si 
se introduce en la ecuación (13-51) la expresión de la función de distribución 
para T = 0 y se integra desde e = 0 a e = e F . 

La energia media por electron en el cero absoluto es 



La energia cinètica media de una molécula de gas a temperatura am- 
oiente es sólo de unos 0,03 eV y la temperatura a la cual la energia cinètica 
media de una molécula de gas es 3,5 eV es, aproximadamente, 28 000 K. 
Por tanto, la energia cinètica media de los electrones en un metal, incluso 
en el cero absoluto, es mucho mayor que la que poseen las moléculas de un 
gas ordinario a temperaturas de muchos miles de grados kelvin. 

A la temperatura de 300 K y para la piata, para la cual e F = 9,1 X IO- 19 J, 


k_T m 1,38 x IO,: 23 X 300 = 4>58 x 10 -a. 
e F 9,1 X IO- 19 

Asi, a està temperatura, los términos que son potencias de (fcT/e F ), en el 
desarrollo en serie de la ecuación (13-47), son todos muy pequenos y sin error 
apreciable puede considerarse que /x — e F a cualquier temperatura. 

Las curvas de trazos de la fig. 13-10 representan la función de distribu¬ 
ción AJf/Ae a temperaturas mas elevadas T, y T 2 , en donde T 2 > 2\. Como 
puede verse, los nùmeros de ocupación cambian apreciablemente al crecer 
la temperatura, sólo en aquellos niveles próximos al nivel de Fermi. La razón 
es la siguiente. Supongamos que la energia U del metal crece gradualmente 
desde su valor U° para T = 0, a medida que crece la temperatura. Para acep- 
tar una pequena cantidad de energia, un electron debe desplazarse desde su 
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nivel de energia a T = 0, hasta un nivcl de energia ligeramente superior. 
Pero, excepto para aquellos electrones próximos al nivel de Fermi, todos los 
estados de energia superior estàn completamente ocupados, de modo que 
sólo aquellos electrones próximos al nivel de Fermi pueden desplazarse a 
un nivel mas alto cuando crece la temperatura. Asi, al crecer la temperatura, 
aquellos niveles que se encuentran justamente por debajo del nivel de Fermi, 
gradualmente llegan a vaciarse; los electrones en niveles todavia mas bajos 
se desplazan hacia aquéllos que han quedado vacantes y asi sucesivamente. 

Para el nivel particular en el cual e = p, la magnitud (e — p) = 0 y para 
cualquier temperatura por encima de T = 0, el término exponencial de la 
función de distribución es igual a 1 y el nùmero de ocupación es 


A^ = èA^ £ . 

Si la temperatura no es demasiado grande, con una buena aproximación 
/-t = £ F y con està misma aproximación podemos decir que a cualquier tem¬ 
peratura por encima de T — 0 el nivel de Fermi està ocupado en un 50 %. 
La capacidad calorifica a volumen constante, C v , se expresa por 



y segun la ecuación (13-52), 



(13-54) 


Si la temperatura no es demasiado grande, pueden despreciarse los términos 
con potencias de ( kT/e r ) superiores a la primera y con està aproximación 



(13-55) 


Reemplazando Nk por nR, en donde n es el nùmero de moles y dividicndo 
ambos miembros por n, resulta para el calor especifico do los electrones 
libres en un metal, 



(13-56) 


que es igual a cero para T = 0 y que aumenta linealmente con la tempera¬ 
tura T. Para la piata a 300 K, utilizando el valor de (kT/c T .) previamente cal- 
culado, 


c„ = 2,25 X 10 ~R. 
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Por otra parte, cl calor molar de un gas ideal monoatòmico es 



Asi, aunque la energia cinètica media de los electrones en un metal es mucho 
mayor que la correspondiente a las moléculas de un gas ideal a la misma 
temperatura, la energia varia sólo muy ligeramente con los cambios de tem¬ 
peratura y, por tanto, su capacidad calorifica es extraordinariamente pe- 
quena. Este resultado sirvió para explicar lo que durante mucho tiempo 
habia sido un enigma en la teoria electrónica de la conducción metàlica. 
El calor molar observado de los conductores metàlicos no es muy diferente 
al de los no conductores, es decir, de acuerdo con la ley de Dulong y Petit, 
aproximadamente 3 R. Sin embargo, si los electrones libres se comportasen 
corno las moléculas de un gas ideal, contribuirian con una cantidad adicional 
de 3R/2 al calor molar, dando lugar a un valor muy superior al realmente 
observado. El hecho de que sólo aquellos electrones con energias próximas 
al nivel de Fermi pueden incrementar sus energias al aumentar la tempera¬ 
tura, conduce al resultado anterior, es decir, al hecho de que los electrones 
contribuyen sólo de un modo despreciable a la capacidad calorifica. 

Para calcular la entropia del gas electrónico, tendremos en cuenta que 
en un proccso revcrsible a volumen constante, el flujo de calor en el gas 
cuando su temperatura crece en dT es 

JQ r = C y dT = T dS 

y, por tanto, a una temperatura T la entropia es 



-Sustituycndo cl valor de C v cxprcsado por la ecuación (13-54) y realizando 
la intcgración, resulta 



(13-57) 


Por tanto, para T — 0, la entropia es cero, corno tiene que ser, pues sólo 
existe un posible microestado a T = 0 y a està temperatura Q = 1, S = 
k In Q = 0. 

La función de Helmholtz F es 


F = U - TS 
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y segun las expresiones deducidas antes para V y S, 


F = - Ne v 1 
5 L 


5 77-7 /c 7' 


+ • • • 


(13-58) 


La presión P del gas de electrones viene dada por 


y corno 


se deduce que 


_(dF\ 

[dV/r 


h 2 / 3 N' 


8 m\ Vi ’ 


2 Ne v r , 5rr 2 


fkTV _ - 


(13-59) 


Està es la ecuación de estado del gas de electrones, que expresa a P en fun- 
ción de V y T. 

La comparación con la ecuación (13-52) nos muestra que la presión es dos 
tercios de la densidad de energia 

p = 2 U 


Para la piata, N/V ^ 6 x IO 28 electrones por metro cùbico y e .-~ 10 x 10~ 19 J. 
Por tanto, en el cero absoluto, 


P =*!■ x 6 x IO 28 x 10 x IO- 19 =24 x 10°Nnr 2 
=* 240 000 atm ! 

A pesar de està tremenda presión, los electrones no se evaporan espontànea- 
mente del metal a causa de la barrerà de potencial de su superficie. 


PROBLEMAS 

13-1 (a) Demostrar que la entropia de un conjunto de N osciladores de Einstein 
viene dada por 

5 = 3M- _ , n t , _ exp (_ 0E/r)] J. 

(b) Demostrar que la entropia se aproxima a cero cuando T tiende a cero y (c) que 
la entiopia tiende a 3A/fc[ 1 + In(7/0 E )] cuando T es grande, (d) Hacer una gràfica 
de S/R en función de T/0 E . 
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13-2 (a) A partir de la fig. 3-10 determinar la temperatura caracteristica de Einstein 
6 e para el cobre, de tal modo que la ecuación de Einstein para c„ esté de acuerdo 
con la experiencia a una temperatura de 200 K. (b) Utilizando este valor de 0 E , 
calcular c v a 20 K y 1000 K y compararlo con los valores experimentales. (c) Repre¬ 
sentar 0 E en función de la temperatura, de modo que la ecuación de Einstein para 
c v dé los valores experimentales. 

13-3 La temperatura caraceristica de Debye para el diamante es 1860 K y la tem¬ 
peratura caracteristica de Einstein es 1450 K. El valor experimental de c„ para el 
diamante a una temperatura de 207 K es 2,68 X IO 3 J kilomol- 1 K _1 . Calcular c v a 
207 K a partir de las ecuaciones de Einstein y Debye y comparar con los resulta- 
dos experimentales. 

13-4 (a) Demostrar que la capacidad calorifica de una red unidimensional de N 
osciladores lineales acoplados viene dada por 



3 Nkx„} 



x 2 e x dx 
(e x - l) 2 ’ 


en donde x = hv/kT y se supone que ambas ondas, longitudinal y transversai, 
pueden propagarse a lo largo de la red. (b) Evaluar està expresión para C v en los 
Kmites superior e inferior de temperatura. 

13-5 Para demostrar que el calor especifico de Debye a baja temperatura puede 
determinarse a partir de mediciones de la velocidad del sonido: (a) comprobar que 


donde 



y (b) mostrar que el calor especifico por kilogramo, c„, es 


16t r 5 /c 4 T a 
5 h 3 pc 3 


T 3 

1,22 x IO 11 — , 


en donde p es la densidad del material, (c) Calcular el valor medio de la velo¬ 
cidad del sonido en el cobre. Para el cobre, p es aproximadamente igual a 9000 kg 
m ~ 3 y c„ = 0,15 J kg- 1 K- 1 a 5 K. (d) Calcular un valor de 6 D y de y m para el cobre. 
(e) Calcular el valor de À, ni „ y comparar con el espaciado interatòmico, suponiendo 
que el cobre posee estructura cùbica. 

13-6 Calcular los valores: (a) de c l y c 2 de la ecuación (13-22) y (b) de la constante 
le Stefan-Boltzmann. 
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13-7 Demostrar que para una radiación electromagnética la energia por unidad 
de volumen en el intervalo de longitudes de onda comprendido entre A y A + di 
viene dada por 

‘Unite dX 

A 6 exp ( hc/XkT ) — 1 

(b) Demostrar que el valor de A para el cual Au x es un màximo, se expresa por 
X m T = 2,9 X IO- 3 m K. Esto se conoce corno ley del desplazamiento de Wien. (c) Cal- 
cular X m para la tierra, suponiendo que ésta fuera un cuerpo negro. 

13-8 (a) Demostrar que la ley de Wien puede deducirse suponiendo que los foto- 
nes cumplen la estadlstica M-B. (b) Demostrar que de la ley de Wien resulta una 
densidad de energia total que es casi la misma que la deducida en la sección 13-3. 
13-9 Si el momento magnètico fi = g/i B de un àtomo es suficientemente grande, 
existiràn 27+1 àngulos posìbles 6 entre el momento magnètico y la intensidad mag¬ 
nètica aplicada X, correspondientes a los niveles magnéticos de energlas c, — mjp.X , 
en donde m y posee valores comprendidos entre —7 y +7. (a) Demostrar que la 
expresión para Z es 



[ Sugerencia: Vèasc la dcducción de la ecuación (12-44).] (b) Demostrar que el mo¬ 
mento magnètico noto del sistema se expresa por 


M = N/i 


(27+1) ujP 

---coth (27 + 1) ~ 

2 J 2kT 


/i.r~ 

2kT_ 


lista es la denominada función de Brillouin*. (c) Demostrar que el momento mag- 
nèlieo lieto sigue la ley de Curie en el limite de campos débiles y altas temperatu¬ 
ra,s. (d) Iìn el limite de bajas temperaturas y campos intensos, demostrar que todos 
los dipolos estàn alineados. (e) Demostrar que la expresión del momento mag- 
nèllco lieto deducido en la parte (b) se reduce a la ecuación (13-29) cuando 
27 |- 1 =2 y g = 2. 

13-10 Utilizar la ecuación (13-60) del problema anterior para calcular la entropia 
de N dipolos magnéticos discernibles. Evaluar la expresión en el limite de altas 
y bajas temperaturas y hacer una gràfica de la entropia en función de T y X. 
13-11 Una sai paramagnètica contiene IO 25 iones magnéticos por metro cùbico, 
cada uno de ellos con un momento magnètico de 1 magnetón de Bohr. Calcular la 
diferencia entre el nùmero de iones alineados paratamente a la intensidad apli¬ 
cada de 10 kOe y los alineados anliparalelamcnte a: (a) 300 K, (b) 4 K si el volu- 


I 

I 

[ 

i 


ì 

; 

\ 

; 

i 


1 


Leon N. Brillouin, fisico IVaiicés (1889- ). 
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mcn de la mucstra es de 100 cm 3 . Calcular el momento magnètico de la muestra 
a estas dos temperaturas. 

13-12 Utilizar las dcfiniciones estadisticas de trabajo, energia total y momento 
magnètico neto para demostrar que el trabajo de magnetización se expresa por 
dW = — X dM. [ Sugerencia: Véase la sección 3-13.] 

13-13 Deducir las expresiones de la contribución magnètica a la entropia y a la 
capacidad calorifica a intensidad magnètica X constante para el sistema expuesto 
en la sección 13-4. Representar las curvas de estas propiedades en función de X/T. 
13-14 Calcular la velocidad media, la velocidad cuadràtica media y la velocidad 
reciproca media en función de u F = (2e F //«) 1/2 para un gas electrónico a 0 K. 

13-15 (a) Demostrar que el nùmero medio de electrones con velocidades compren- 
didas entre v y v + dv viene dado por 

^ 8nm 3 y v 2 Av 

v A 3 exp [(%mv 2 - /i)/kT ] + 1 ' 


(b) Representar A^yjAu en función de v 2 para T = 0 K. 

13-16 (a) Calcular e F para el aluminio, suponiendo que existen 3 electrones por 
àtomo de aluminio. (b) Demostrar que para el aluminio a 1000 K, ^ difiere de e F 
en una cantidad inferior al 0,01 %. (c) Calcular la contribución electrónica al calor 
molar del aluminio a la temperatura ambiente y compararla con el valor ■ 3 R. 
(La densidad del aluminio es 2,7 x IO 3 kg m- 3 y su peso atòmico es 27.) 

13-17 La velocidad de Fermi se define por v v = {le^/myi 2 y la temperatura de 
Fermi por r F = e F /fc. (a) Calcular los valores de la velocidad, cantidad de movi- 
miento y temperatura de Fermi para los electrones de la piata, (b) Determinar la 
magnitud del segundo término de las ecuaciones (13-47), (13-52), (13-54), (13-57), 
(13-58) y (13-59) a la temperatura ambiente, (c) <^A qué temperatura contribuye el 
segundo termino con una corrección aproximada del 1 % en las ecuaciones ante- 
riores? 

13-18 Determinar la energia media por electron sustituyendo en la ecuación (13-51) 
AyK'°por su valor. 

13-19 Deducir las ecuaciones (13-57), (13-58) y (13-59). 

2 L _ 

13-20 En un gas de electrones unidimensional A ( S t — -y’2m/e Ae, en donde L 

h 

es la longitud de la muestra de N electrones. (a) Representar „A' °(e)en función de e. 
„ h 2 N 2 

(b) Demostrar que e F =-. (c) Determinar la energia media por electron a 0 K. 

32 mL 2 

13-21 (a) Utilizar los datos indicados en la fig. 7-7 para determinar la energia de 
Fermi del He 3 liquido, que puede considerarse también corno un gas de particulas 
que cumplen la estadistica de Fermi-Dirac. (b) Determinar la velocidad y la tem¬ 
peratura de Fermi del He 3 . (Véase el problema 13-17.) 


13-22 Los electrones libres de la piata pueden considerarse corno un gas de elec¬ 
trones. Calcular los coeficientes de compi-esibilidad y dilatación del gas y compa- 
rarlos con los valores cxperimentales obtenidos para la piata de 0,99 x IO- 11 m 2 N _1 
y 56,7 x 10 6 K *, rcspeclivamcntc. 
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Apéndice A 


Diferenciales seleccionadas de la 
colección condensada de fórmulas 
termodinamicas de P. W. Bridgman 


Toda derivada parcial de una variable de estado de un sistema termodinàmico, 
respecto a cualquier otra variable de estado, manteniendo constante una ter- 
cera variable [por ejemplo, (du/d y) r ], puede escribirse, segun la ecuación 
(4-20), en la forma 


(i dujdv) T 


(duldz) T 

(dvjdz) T 


en donde z es cualquier función de estado arbitraria. Por tanto, si se tabulali 
las derivadas parciales de todas las variables de estado respecto a una fun¬ 
ción arbitraria z, cualquier derivada parcial puede obtencrsc dividicndo una 
magnitud tabulada por otra. Para simplificar, las derivadas de la forma 
(du/dz) T se escriben en la tabla siguiente en la forma simbòlica (du) T . Asi, 
por ejemplo, 


3u\ _ (du)r _ T(dv!dT) P + P(dv/dP) T = TP 
dv/r (dv) T —(dvjdP) T k 


que concuerda con la ecuación (6-9). Las relaciones (no derivadas) del tipo 
d'q p /dvp pueden tratarse del mismo modo. Para una exposición mas amplia, 
véase A Condensed Collection of Thermodynamics Fórmulas, de P. W. Bridgman 
(Harvard University Press, 1925), de donde està tomada la tabla siguiente. 


P constante 

(3T) p = 1 
(dv) P = ( dvjdT) P 
(ds) r = Cp/T 
(dq) P = c r 


T constante 

(dP) T = -ì 
(dv) T = —(dv/dP) T 
(ds) T = (dvldT)p 
(dq) T = T(du/dT) P 


(dw)p = P(du/dT) P 
(dit) P = Cp — P(dv/dT) P 
(dh) P = c P 
(dg) p = -s 

Wp = s -P(dv/dT)p 
h constante 

(dP) h = -c P 
(dT\ = V - T(dv/dT)p 
(dv) A = —c P (dvjdP) T — T(dvldT) P 
+ v(dvjdT) P 

(ds) h = vc P /T 


(dq) h = vcp 

(dw) h = -P[c P (dv/dP) T + T(dv/dT) P 

— v(dvjdT) P ] 

s constante 
(dP) s = -cp/T 
(dT) s = -(dvldT)p 

(do). = ~~ [c P (dv/dP) T + T(dv/8T) 2 p] 

(3q) s = 0 

(d"), = - | [cp(dv/3P) T + T(dv!dTf P ] 

(du) s =-■ ^ [c P (dujdP) T -f- (T dv/dTfp ] 
(dh) s = —vcp/T 

(<AX, = - " [0Cp - sT(dvldT)p ] 

(df), = [Pcp(dvjdP) T + PT(dv/dTfp 

+ sT(dv/dT)p] 


(dw) T = —p(di>ldP) T 

(du) T = T(dv/dT) P + P(dv/dP) T 
(dh) T = -v + T(dvjdT) P 
(3g) T - -v 

(df) T = P(dv/dP) T 

g constante 

(dP) a = s 
(dT) s = v 

(dv) s — v(dvldT) P + s(dv/dP) r 

(3s) g = ^ [vc P - sT(dv/dT) r ] 

(3q\ = -sT(dvldT) P + vcp 

(dw) , = P[v(dvldT) P + s(dv/dP) T ] 

v constante 
0 dP) v = —(dvjdT)p 
(dT) v = (dv/dP) T 

(ds) v = i [cp(dv/dP) T + T(dv!dTfp ] 

(dq) v = c P (dvldP) T + T(dv/dT) 2 p 
(dw) v = 0 

(dii) v — c P (du/dP) T + T(dv/dT) P 

(dh)„ = Cp(dvjdP) T + T(dvjdTf P 
— v(dvjdT) P 

(dg\ = —v(dv/dT)p - s(dv/dP) T 
(dfX = ^ s(dv/dP) T 
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Apéndice B 


Mètodo de 
multiplicadores 

En una ecuación algebraica tal corno 

ax + by = 0, (B-l) 

cs costumbre considerar una de las variables, por ejemplo, x, corno la va- 
riable independiente y la otra variable, y, corno la variable dependiente. La 
ecuación se considera, por tanto, corno una relación entre las variables 
dependiente e independiente en función de los coeficientes a y b ; en este 
caso, y = —( a/b)x. 

Supongamos, sin embargo, que ambas, x e y, son variables independientes. 
Es decir, y puede tornar cualquier valor independientemente del valor de x 
y no puede ya exigirse que y — —( a/b)x . La ecuación ax + by — 0 puede 
satisfacerse para lodo par de variables x e y sólo si a — 0, 6 = 0. 

Supongamos ahora que x e y no son completamente independientes, sino 
que satisfacen también una ecuación condicional, por ejemplo, 

x + 2y = 0. (B-2) 

cQué podemos decir respecto a los coeficientes a y 6 de la ecuación (B-l)? 
Un procedimiento es considerar la ecuación (B-l) y la ecuación condicional 
(B-2) corno un sistema de dos ecuaciones Iineales simultàneas. Despejando a 
en la ecuación (B-2) y sustituyendo en la ecuación (B-l), resulta 

x = —2 y 
a(—2y) + by — 0, 

b = 2 a. (B-3) 

Por tanto, la ecuación (B-l) se satisface para cualquier par de valores de a 
y 6 que emplean la ecuación (B-3), siempre que los valores de x e y satis- 
fagan la ecuación condicional (B-2). 


Lagrange de los 
indeterminados 
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Si el nùmero de variables independientes y ecuaciones de condición es 
pequeno, el procedimiento anterior es adecuado, pero cuando estos nume- 
ros son muy grandes, son demasiadas ecuaciones simultàneas a l'esolver. 
En ese caso utilizaremos el mètodo de Lagrange* de los multiplicadores in- 
determinados. Cada ecuación de condición se multiplica por una constante 
indeterminada A. Si existen k ecuaciones de condición, tendremos el mismo 
nùmero k de multiplicadores: X u X 2 , ..., X k . En nuestro problema hay una 
ecuación y un multiplicador X solamente. Por tanto, segùn la ecuación (B-2), 

Ax -j- 2 Ay = 0. (B—4) 

Sumando ésta a la ecuación (B-l), resulta 

(a + A)x + (2 A + b)y = 0. (B-5) 

Asignemos ahora a A un valor tal que el coeficiente de x o de y sea cero. 
Si elegimos x, resulta 

(a + A) = 0; A = a. (B-6) 

La ecuación (B-5) se reduce a 

(22 + % = 0, (B-7) 

que contiene sólo una de las variables. Pero corno cualquiera de las varia¬ 
bles puede considerarse independiente, la ecuación (B-7) se satisface sólo si 

(2A + b) = 0; b = -2 A. (B-8) 

Por tanto, de las ecuaciones (B-6) y (B-8) resulta 

b=2a, (B-9) 

que coincide con la ecuación (B-3). 

lin efecto, el uso de los multiplicadores de Lagrange conduce a la ecua- 
ciùn (B-5), que tiene la misma propiedad respecto a x e y independientes, 
ya que el coeficiente respectivo es cero. 

A continuación utilizaremos el mètodo de Lagrange de los multiplica¬ 
dores indeterminados para explicar còrno las ecuaciones del equilibrio de fa¬ 
ses (8-29), son una consecuencia necesaria de la ecuación (8-27), que ex¬ 
presa la condición de minimo de la función de Gibbs, sujeta a las ecuaciones 
de condición (8-28). Si los valores de las dn (l) de la ecuación (8-27) fueran 

* Joseph L. Lagrange, matemàtico l'rancés (1736-1813). 
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completamente independientes, la ecuación podria satisfacerse para una serie 
arbitraria de las dn ll) , sólo si el coeficiente de cada una de ellas fuera cero. 
El mètodo de los multiplicadores indeterminados, temendo en cuenta las 
ecuaciones de condición, elimina alguno de los términos de la ecuación (8-27) 
y obtiene una ecuación en la cual las restantes dn w son independientes y el 
coeficiente de cada una de ellas puede hacerse igual a cero. El procedimiento 
es el siguiente. 

Multiplicamos la primera de las ecuaciones de condición (8-28) por una 
constante X,, cuyo valor de momento queda indeterminado. La segunda ecua¬ 
ción se multiplica por una segunda constante X 2 , la siguiente por X 3 , etc. 
Estas ecuaciones se suman luego a la (8-27). El resultado es la ecuación 

(a! 11 + Aj) dn[ 11 + (/4 2> + AjJ c//j[ 2) + • • • + Cui' 1 + Aj.) dn[ v) 

+ + A 2 ) dn 2 l> + (t4 2> + A 2 ) dn ( 2 2ì + • • • + 2 ir) + A 2 ) dn 2 n) 


+ Cu* 1 » + A k ) dn? + (/4 2) + 4) dn'*' + ■••'+ + A k ) dn^ = 0. (B-10) 

El nùmero total de dn (1) en està ecuación es la r, es decir, uno por cada 
uno de los k constituyentes en cada una de las n fases. Para cualquier cons- 
tituyente i, pueden asignarse valores arbitrarios a cada una de las dn ( en 
todas las fases, exccpto una, lo que hace un total de (rr—1) valores arbi¬ 
trarios. La restante dn, queda determinada, ya que 

fW' 1 = 

ì — 1 

Por tanto, corno hay k constituyentes, el nùmero total de las dn < J1 que pueden 
tornar valores arbitrarios, o sea, el nùmero que son independientes, es 
k(x ■—■ 1) = kn — k. Asignemos, pues, valores a los multiplicadores (hasta 
ahora) indeterminados, de tal modo que para cada constituyente i en alguna 
de las fases ;, la suma (/ij. 11 + A,-) = 0. Por ejemplo, seleccionemos la fase 1 
y asignemos un valor a A, tal que en la fase 1 

(7*1° + A0 = 0 o /4 1 ’ = -4. 


En consecuencia, el producto (/A 1 ’ + Aj) dnj 11 es cero independientemente 
del valor de dn aì y este término se elimina de la suma en la ecuación (B-10). 
Del mismo modo, sea 



o 



488 


APÉNDICE B 


y Io mismo para cada uno de los k constituyentes. Esto reduce en k el nù¬ 
mero de las dn l t n de la ecuación (B-l), dando un total de ki r — k. Pero corno 
éste es el nùmero de las dn { ‘ ] que pueden considerarse independientes, resùlta 
que el coeficiente de cada una de las restantes dn (,) debe ser cero. Por tanto, 
para cualquìer constituyente i en cualquier fase ;, 

f4 j) = -K- 

Es decir, el potencial quimico de cualquier constituyente i tiene el mismo 
valor —A< en todas las fases, lo que conduce a las ecuaciones (8-29) del equi¬ 
librio de fases. Obsérvese que los valores de las propias A f no necesitan ser 
conocidas; el ùnico aspecto significativo es que los valores de los potencia- 
les quimicos de cada fase son iguales para cualesquiera valores que éstas 
puedan tener. 

Puede considerarse que, en efecto, el mètodo de los multiplicadores de 
Lagrange hace independientes todas las dn^ de la ecuación (B-10), ya que 
el coeficiente de cada una es cero y son nulos por diferentes razones. En 
la fase 1, los coeficientes son nulos porque asignamos valores tales a las X que 
cumplan està condición. En las otras fases, los coeficientes son nulos porque 
las restantes dn { - ] son independientes. 

La elección de la fase 1 en el argumento precedente no es esencial; po- 
dlamos igualmente haber comenzado con otra fase y seleccionar distintas 
fases para cada constituyente. En cualquier caso, eliminariamos el mismo 
nùmero k de dn^ de la ecuación (B-10) y el resto seria independiente. 


Apéndice C 


Propiedades de los factoriales 


Al deducir las funciones de distribución de particulas que siguen las di- 
versas estadfsticas, se utilizaron muchas propiedades del factorial. En este 
apéndice deduciremos estas propiedades investigando la función gamma r(s) x . 
También se desarrolla la aproximación de Stirling para el càlculo de facto¬ 
riales de nùmeros grandes. 

El factorial de un nùmero positivo entero n se escribe en la forma n\ y 
se define por 

ni = n{n — 1 )(n — 2) • • • 1. (C-l) 

De està definición resulta que 

(// + 1)! = (n + !)«!. (C-2) 

La ecuación (C-2) puede utilizarsc para definir 0! y (— n)\ 

Si n = 0, la ecuación (C-2) da 1! = (0! ) y 

0 ! = 1. (C—3) 

Si — — 1, la ecuación (C-2) da lugar a la expresión 0! =0(—1)!. Como 
0! =1, podemos tornar (— 1)! igual a oo, es decir, 

(_!)!= oo. (C-4) 
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Sin embargo, esto supone la división por cero, no definida matemàtica- 
mente. La función gamma es una expresión de los valores de n que pueden 
no ser enteros y que da lugar a las ecuaciones (C-l) a (C-3) para valores 
enteros de n. En el limite en que n se aproxima a — 1, la función gamma 
tiende a oo. 

Las integrales de la forma 


/(s)= a(t)e~ st dt 

J o 


se denominan transformadas de Laplace*. Son muy utiles en muchas ramas 
de la ciencia e ingenieria. La función gamma es una transformada de 
Laplace, en la cual s = 1 y a(t) = t n , en donde n no es necesariamente un 
nùmero entero. Asi, 


/(l) = r(n + 1) = f t n e-*dt. 

J o 


Para n ^ — 1, la integración por partes nos da 


f* co oo /»oo 

! t n é~ l dt — — t n e~* -f ni 
•JO 0 Jo 


El primer término del segundo miembro es cero en ambos limites, ya que 
e _t se aproxima a cero màs ràpidamente que t n lo hace a infinito en el 
limite superior. Por tanto, 


o sea, 


r»oo f» oo 

t n e~ l dt = ni t n ~ l e~ l dt 
J 0 J 0 


T(n + 1) = nT(n). 


La función gamma puede integrarse sucesivamente por partes, de modo que 
. IX» + 1) == n(n - 1)(« - 2) • • ■ 1, 


y si n es un nùmero entero 


T(n + 1) = 7i !. 


* Marqués de Pierre S. Laplace, matemàtico francés (1749-1827), 
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Si n = 0, la función gamma puede integrarse directamente y 

i 

nco 

E(l) = e- l dt= 1. 

J 0 

Como segùn la ecuación (C-7), r( 1 ) = 0!, 

0 ! = 1 . (C- 8 ) 

de acuerdo con la ecuación (C-3). 

La integrai de la ecuación (C-5) diverge si n ^—1, pero escribiendo de 
nuevo la ecuación (C-6) en la forma 

n _ 1 r(n + 1 ) = r(«), (C- 9 ) 

, la definición de r(n) puede extenderse a los nùmeros enteros negativos. 

Si 0 < n < 1, r(n) puede determinarse de la ecuación (C-9). Utilizando otra 
vez està fòrmula recurrente, pueden encontrarse los valores de T(n) para 
— 1 < n < 0 a partir de los correspondientes a P(n) para 0 < n < 1 y asl 
sucesivamente. De este modo, F(n) està determinada para todos los valores 
no enteros de n. 

Sin embargo, corno P(l) = 1, el mètodo falla para n — 0, ya que la divi¬ 
sión por cero no està definida. Asi, 

| ‘ lim I» = lim n"T(n + 1) = ±co. (C-10) 

n-+ 0 7i-+0 

Para todos los enteros negativos se encuentra un comportamiento semejante. 

Para pequenos valores de n el factorial puede determinarse por càlculo 
directo. Sin embargo, con frecuencia es necesario calcular n\ para valores 
grandes de n. El factorial de un nùmero grande puede determinarse con 
prccisión suficiente mediante la aproximación de Stirling que deduciremos a 
continuación. 

j El logaritmo neperiano del factorial n es 

In (n !) = In 2 + In 3 + • • • + In n. 

; Està expresión equivale exactamente al àrea comprendida bajo la curva 

escalonada indicada por las lineas de trazos de la fig. C-l, entre n = 1 y 
n = n, ya que cada rectàngulo es de espesor unidad y la altura del primero 
es In 2, la del segundo In 3, etc. Està superficie es aproximadamente igual 
a la comprendida bajo la curva continua y — In n entre los mismos limites, 
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Fig. C-l Gràfica del logaritmo neperiano n corno función de n. 


siempre que n sea grande. Para valores pequenos de n, la curva escalonada 
difiere apreciablemente de la curva continua, pero està ùltima se hace cada 
vez mas horizontal cuando n crece. Por tanto, aproximadamente, para valo¬ 
res grandes de n, 

In (/?!) = r In n dn. 


Integrando por partes resulta 

In (n !) = n In n — n + 1, 

y si n es grande, podemos despreciar el 1, de modo que finalmente 

In (/? !) = n In n — n. 

Està es la aproximación de Stirling. 

Un anàlisis exacto nos conduce a la siguiente serie infinita. 


(C-1I) 


«! = V 


\ + J_ + _J _I39_ 

12n 288/t 2 51840 /i 3 + 


(C-l 2) 


Si despreciamos todos los lérminos de la serie excepto el primero 


In ("'■) = i In 2tt -f \ In /? + n In n — n. 


(C-l 3) 


Si n es muy grande comparado con la unidad, los dos primeros términos de 
està expresión son tambicn despreciables y obtenemos la ecuación (C-ll). 


Apéndice D 

Otra deducción de las 
funciones de distribución 

Al final de la sección 11-5 vimos que cuando el nùmero de partfculas de un 
conjunto se hacia grande, los nùmeros de ocupación de los niveles en el 
macroestado mas probable eran aproximadamente los mismos que los nù¬ 
meros de ocupación medios del conjunto. Esto no sólo es cierto para las 
partfculas que siguen la estadfstica B-E, sino que es igualmente vàlido para 
las restantes estadfsticas. Asf, cuando el sistema està en equilibrio, la distri¬ 
bución de partfculas entre los niveles puede también determinarse a partir 
de los nùmeros de ocupación del macroestado con la màxima probabilidad 
termodinàmica, sujeta a la restricción de que la energia total y el nùmero 
total de partfculas del conjunto sea constante. 

Cuando se considera un gran nùmero de conjuntos idénticos, un ma¬ 
croestado se presenta con la màxima frecuencia. Suponemos que este 
macroestado corresponde a la distribución de las partfculas entre los ni¬ 
veles del sistema en equilibrio. Por tanto, las propiedades del sistema estàn 
determinadas por aquella distribución de partfculas entre los niveles que 
posee la màxima probabilidad termodinàmica. En el texto se supone que 
las propiedades del sistema estàn determinadas por los nùmeros de ocupa¬ 
ción medios de los niveles. En los lfmites de grandes nùmeros de partfcu¬ 
las, ambos niveles llevan a las mismas funciones de distribución, corno vere- 
mos a continuación. 

Describiremos ahora el procedimiento convencional para calcular los nù¬ 
meros de ocupación en el macroestado màs probable, o sea, los nùmeros de 
ocupación màs probables. Si if* representa la probabilidad termodinàmica 
del macroestado màs probable, la entropia S es proporcional al logaritmo de 
in, es decir, 

S = /<„ In if*. 

Para determinar el macroestado màs probable utilizaremos el criterio 
usuai para el valor màximo de una función, a saber, que su primera varia- 
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ción es igual a cero. (Estrictamente hablando, deberia demostrarse también 
que esto conduce a un màximo y no a un minimo.) Como ilustración, consi- 
deraremos la estadistica de Maxwell-Boltzmann, aunque puede seguirse tam¬ 
bién el mismo procedimiento en las otras estadisticas. 

En la estadistica M-B la probabilidad termodinàmica de un macroestado 
viene dada por la ecuación (11-21), 

/m-b = ivinln- (D - 1} 

i Nj\ 

En lugar de hallar el màximo de , es màs sencillo determinar el mà¬ 
ximo de In W, ya que *si W es un màximo, también lo es su logaritmo. 
Por tanto, considerando la probabilidad termodinàmica del macroestado màs 
probable, 

In in == In JV! + 2 N t ^ Zi - 2 In N,l (D-2) 

3 3 

Se supone que N 1 y que en cualquier nivel Nj^>ì, de modo que 
podemos utilizar la aproximación de Stirling (véase apéndice C) y 

In NI - IV In N - N, 

In N,l = JV, In N, - N,. 

Por tanto, 

In UT* = N In N - JV + 2 Nj In gj - 2 N, In N, + 2 N 

3 3 3 

Pero 2 Nj — N, de modo que 

In yr* = N In N + 2 N, In gj - 2 N, In N, = N In JV - 2 N > In — . (D-3) 

3 i Nj 

Comparemos ahora este macroestado con otro próximo, cuyos numeros 
de ocupación sean ligeramente diferentes. Supongamos que el numero de 
ocupación de un nivel ; difiera de su valor màs probable en SNj. Como 
SNj^N,, podemos utilizar los métodos del càlculo diferencial consideran¬ 
do òN } corno una diferencial matemàtica. Por tanto, al ser N y g, constantes, 
la diferencial de In if* serà, 

d In IV* = 2 In Zi àNj - 2 dN, - 2 In JV, <5JV,. 

) ) 3 


(D-4) 
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Como el nùmero total de particulas es el mismo en los dos macroesta- 
dos, todo incremento en los numeros de ocupación de algun nivel debe equi- 
librarse con una disminución en los numeros de ocupación de los restantes 
niveles y, por tanto, 2, SN, = 0. Como In if* ha de ser un màximo, hare- 
mos ò In ÌV* — 0. Entonces, 

2lnff<5 JV, = 0, 

i Nj 

o sea, 

( In ^)^ i + ( ln ^)<5iV 2 +’"= 0 . (D-5) 

Si las Nj fueran independientes, entonces, corno se explicó en el apén¬ 
dice B, està ecuación seria satisfecha sólo si cl confidente de cada 4JV,'fuera 
cero. Sin embargo, las <W ; no son independientes. Ya vimos anteriormente 
que 

àN — 2 ÒN i = 0 (D-6) 

y al ser la energia total U = 2, CjNj la misma en ambos macroestados, cual¬ 
quier incremento de energia que resuite de un incremento en el nùmero de 
ocupación de un nivel, debe equilibrarse con una disminución en la energia 
de otros niveles; por tanto, una segunda ecuación condicional es 

ÒU = 2 e, ÒNj = 0. (D-7) 

3 , ‘ 

Usaremos, por tanto, el mètodo de Lagrange de los multiplicadores inde- 
teiminados desciitos en el apéndice B. Multiplicando la primera ecuación de 
condición, (D-6), por una constante, que por conveniencia llamaremos In a, 
2 se g unc Ja por una constante, — j3, y sumando estos productos a la ecua¬ 
ción (D-5), se obtiene 

2 ( ln + In a - /?€, j ÒNj = 0. 

En efecto, las son ahora independientes y el coeficiente de cada una 
debe ser cero. Por tanto, para cualquier nivel j, 

o sea, + (D-8) 

Nj = a gj exp (-/?£,), ( D _ 9 ) 


i, 
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que es la función de distribución para los numeros de ocupación mas pro¬ 
bables, expresada en función de las constantes oc y /3. 

Sumemos ahora la ecuación precedente para todos los valores de j y sea 

Z = 2 gj exp (-/?£,•) 

3 

en donde Z es la función de particióri descrita en la sección 11-14. Por tanto, 
corno Nj = N, resulta que 


y segun la ecuación (D-9), 


AL N 


exp (— 


(D-10) 


(D—11) 


Para evaluar la constante fi sustituyamos en la ecuación (D-3) la expre- 
sión de In (gj/Nj) por la deducida de la ecuación (D-ll) y teniendo en 
cuenta que S = k B In ÌV*, resulta 


o sea. 


S - l< u AMn N — 2 N, In Al + J N, In Z + /S J 

* i i 


S = Nk D In Z + Pk B U. 


(D-12) 


Si los niveles de energia son funciones del volumen V (o de algun otro 
paràmetro extensivo), Z es función de fi y V y tiene el mismo valor en dos 
estados de equilibrio, en los cuales los valores de fi y V sean los mismos. 
La diferencia de entropia S entre los estados, puesto que In Z es una cons¬ 
tante, es 


A S = /JJk„ AL. 


(D-13) 


Segun los principios de la termodinàmica, la diferencia de entropia entre 
dos estados de equilibrio a la misma temperatura y volumen es 


Por tanto, fik B = 1/T, es decir, 


(D-14) 
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Ni X7 f* - 6 ,- 

La comparación con la ecuación (11-44) nos dice que la función de distribu¬ 
ción para los numeros de ocupación mas probables viene dada por la misma 
ecuación que corresponde a los numeros de ocupación medios. 

Una objeción al procedimiento convencional es que si se calcula un valor 
de Nj de la ecuación anterior, el valor obtenido no es necesariamente un 
nùmero entero, mientras que el nùmero reai de ocupación de un nivel es 
necesariamente entero. Si consideramos que el segundo miembro de la ecua¬ 
ción (D-19) da los valores correctos de los nùmeros de ocupación medios, 
està ecuación puede interpretarse en el sentido de que estos nùmeros en el 
macroestado màs probable son los enteros màs próximos a sus valores pro- 
mediados en todos los macroestados. Como los nùmeros de ocupación son- 
todos muy grandes, el «entero màs próximo» diferirà sólo en una cantidad 
relativamente pequena del valor medio. 

Y otra objeción màs seria es la siguiente. Uno de los términos de la ex- 
prcsión de la probabilidad termodinàmica de un macroestado en la esta- 
distica de Fermi-Dirac es (gj — Nj)\. Si evaluamos In (g y — N/)\ mediante la 
aproximación de Stirling y se sigue el procedimiento anterior, se obtiene 
la misma expresión para los nùmeros de ocupación màs probables que para 
los valores medios. Sin embargo, en la estadistica F-D la diferencia (g y — N } ) 
no es necesariamente un nùmero grande y puede, en efecto, ser cero si 
un nivel està completamente ocupado. El uso de la aproximación de Stirling 
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para evaluar el In (g t — N,)\ es, por tanto, discutible, incluso aunque pro¬ 
porcene la respuesta correcta. Pero el procedimiento seguido en la sec- 
ción 11-10 no requiere el uso de la. aproximación de Stirling y es vàlido 
siempre que las A/, sean numeros grandes. 


Apéndice E 


Energìa potencial magnetica 



; Cada ion magnètico en un cristal paramagnètico se puede considerar corno 

; un pequeno iman permanente, equivalente a una minuscula espira de co- 

mente, corno indica la fig. E-l. El ion posee un momento magnètico fi, el 
cual, si el ion consistiera realmente en una corriente I a lo largo de una 
espira de àrea A, seria igual (en el sistema de unidades que estamos usando) 
al producto IA. El momento puede representarse por un vector perpendi- 
j cular al plano de la espira. 

Si el vector momento forma un àngulo 0 con la dirección de un campo 
magnètico externo de intensidad X, se ejerce sobre la espira un par x de 
magnitud /xX sen 0 en una dirección que tiende a alinear el momento mag¬ 
nètico en la misma dirección que X. En la fig. E-l este par tiene el mismo 
sentido que las agujas del reloj. En la convención usuai de signos, el 
àngulo 0 se considera positivo cuando su sentido es contrario a la dirección 
de las agujas del reloj, de tal modo que podemos escribir 

j r = — send. (E-l) 

i 

Si se da a la espira un pequeno desplazamiento en sentido contrario 
a las agujas del reloj, de modo que el àngulo 0 se incrementa en dd, el tra- 
bajo de este par es 

dW ~ t dO — —/ayfsenO dO. 


El incremento en energia potencial magnètica de la espira de p se define 
corno el valor negativo de este trabajo, del mismo modo que el incremento 
de energia potencial gravitatoria de un cuerpo de masa m que se eleva ver¬ 
ticalmente en un campo gravitatorio de intensidad g es el trabajo, cambiado 
de signo, realizado por la fuerza gravitatoria dirigida hacia abajo, — mg, 
ejercida sobre él. 

de v = juJ^senO dO. (E-2) 
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E1 cambio total de energia potencial que tiene lugar cuando el àngulo 6 
se incrementa de 9^ a 0 2 es 

ep 2 — e Pi = /uJfì sen 6 dO = cos Q x — cos 0 2 ). 

Tomemos corno nivel de referencia de energia potencial aquél en el cual 
el momento se halla en àngulo recto con el campo, en donde 6 = 90° y 
cos 6 = 0. Por tanto, si hacemos 6, = 90° y e = 0, y referimos e y 6, a un 
àngulo arbitrario 6, 

fijf(0 — cos 6 ) 

-juJfcos 6. (E-3) 


jf 


Flg. E-l Un ion magnètico de momento magnètico /x es equivalente a 
una minuscula espira de corriente. 

Cuando el àngulo 6 es menor de 90°, corno en la fig. E-l, cos 9 es positivo 
y la energia potencial c p es negativa. Es decir, la energia potencial es menor 
que en el nivel de referencia. Cuando 6 es mayor de 90°, cos 6 es negativo 
y € p es positivo. 

Sea A^el nùmero de imanes atómicos cuyos momentos forman àngulos 
con el campo entre 6 y 6 + b.0. Cada uno de estos posee un momento compo¬ 
nente en la dirección del campo de valor /( cos 6 y el momento total debido 
a estos es 

A M = A 0 n cos 6. 

El momento total M del cristal completo es 




M = 2 Au/T ,e ^ cos 0. 


(E-4) 
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Del mismo modo, la energia potencial total E p del cristal es 

E p = —2 cos 6. 

De las dos ecuaciones precedentes resulta que 

£ P = -JfM. (E-5) 
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Soluciones a los problemas 

Capitolo 1 

1-1 (a) no; (d) si. 

1-2 (a) extensiva; (d) intensiva. 

1-3 (a) 10 3 kgm” 3 ; (b) 10 -3 m 3 kg _1 ; (c) 18 x IO -3 ni 3 kilomol -1 ; (d) 1,29 kg m -3 , 

0,775 m 3 kg -1 , 22,4 m 3 kilomol” 1 . 

1-4 Unos 100 Tor. 

1-5 (b) 1,01 x IO 5 N irr 2 . 

1-6 (a) 4. 

1-7 (c) decrece. 

1-8 153 K, 185 K, 193 K, 197 K. 

1-9 (a) 328 K; (b) 6,84 cm; (c) no. 

1-10 (a) a = 1,55 x IO” 3 , b — —115; (b) 112 ■ grados.(c) 5,97 cm. 

1-11 (a) 73,3; (b) 26,7 grados; 

1-12 (a) 672; (b) 180 grados. 

1-13 (a) A = 3,66 x 10” 4 atm K” 1 , B = 321 grados; C = 3,66 x IO” 3 K -1 ; (b) 130 
grados, (c) 0,12 atm; (d) - co. 


1-14 (a) 


(b) a = 


(c) 


1-15 (a) — 195,80°C; (b) 139,23 R; (c) -320,44°F. 

1—16 (a) 14,20 kelvin;; (b) 14,20 grad C; (c) 25,56 rankin; (d) 25,56 grad'lR 
1-17 (a) no; (b) si. 

1— 21 (a) proceso isobàrico rcversible; (b) proceso isotèrmico cuasiestàtico; (c) 
compresión (adiabàtica) irrevcrsible; (d) proceso isócoro irreversible; (e) proceso 
isotèrmico reversible; (f) proceso adiabàtico irreversible. 

Capitalo 2 

2- 2 (a) 5,7 x 10” 2 m 3 kilomol” 1 ; (b) 8,8 kilomol ; (c) 5,3 kilomol . 

2-3 (a) A = P'ilRTi ; (c) 800 K. V 

2-4 (a) 0,25 m; (b) 500 Tor. 

2-5 (a) 456 K. 


2,5 grados m V *, b — 0; 


t(°C) 

-100 

0 

200 

400 

500 

l*(grad) 

-150 

0 

150 

100 

0 


<(°C) 

-100 

0 

200 

400 

500 

%V) 

-60 

0 

60 

40 

0 
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SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS 

2-6 0,18 m. 

2-7 8,66d. 

2-9 (a) 300 K; (b) 6,24 m 3 kilomol -1 ; (c) 750 K, 120 K; (d) 10 m 3 ; (e) 8 kg. 

2-10 (a) 0,308 kilomoles; (b) 9,86 kg; (c) 3,96 x IO 6 N m -2 ; (d) 0,277 kilomol . 

2-11 (a) 1 m 3 ; (b) 150 K; (c) 200 K, 0,67 m 3 ; (d) 225 K, 0,75 m 3 . 

2-13 (b) 0,06, 0,22, 0,51. 

2-14 (a) 4,87 x IO 7 N m -2 ; (b) 5,.10 x IO 7 N m -2 ; (c) 8,31 x IO 3 y 8,70 x IO 3 J kilo¬ 
mol -1 K -1 . 

2-19 6,5 x IO 7 N rrr 2 . 

2-23 (a) 0 = (v — b)/vT, k = (v - bfjRl'v. 

2-25 v = u 0 exp (aT 3 /P), a/b = J. 

2-26 (a) L 0 a; (b) A 0 (Y,.l) -1 ; (c) -A^/aYA 
2-27 (a) 2,88 x 10 5 N; (b) 6 m. 

2-29 (a) 0,031 m 3 kilomol -1 ; (b) 0,042 m 3 kilomol -1 . 

2-30 (b) 0,270. 

2-32 [(» - b)(vRT + a)]lT[a(v - b) - v 2 RT], 

2-33 (a) R/iv - b); (b) R/(v - b); (c) [exp (-a/vRT)](v - b)~\R + a/vT). 

2- 35 (b) 10 -12 (6,4 +3,3 x 10 -3 D m 2 N -1 ; (c) -3,3 x IO -15 m 2 N -1 K -1 ; 

(d) 5.2 x IO -3 . 

Capitalo 3 

3- 1 1,69 x IO 6 J. 

3-2 1,91 x IO 5 J. 

3-3 —3nRT 1 j8. 

3-4 2,03 J. 

3-5 1,13 J. 

3-6 (b) trabajo en el gas; ( c ) 8,15 x IO 4 J, 0,434 J; (d) 0,4 m 3 , 1,44 x IO -0 m 3 . 

3-7 (a) W = RT In [(r 2 - b)ì(v 1 - b )] + £7[( 1 /t> 2 ) - (l/»i)]; fb) 4,26 x 10« J; 

(c) 4,3 x IO 6 J. 

3-8 (b) d'W — nR dT + nRTdPlP, 

3-9 (a) d' W = - AL 0 (dA/ YA + a dT) ; (b) W, = - +'/.,,«( r 2 - T x ) ; (c) W T = 

-I 0 (^i - *1)I2YA. 

3-10 (a) d'W = -C c 3f djf/T + C^dT/T 2 ; (b )Wjr = -C c Uf 2 (l/r, - 1/75) 

(c) W T = ~(C c llT){tf) -Jf% 

3-11 -30i o K+■ C 0 /7^fJ/2. 

3-13 -2,03 x IO 3 J. 

3-14 (a) -3,11 x IO 5 J ; (b) -4,32 x IO r, J;(c) !50K;(d) 1,25 x 10 5 Nm -2 . 

3-16 W a =0, W b = 11,2 x 10 5 J, W c - -8,08 x 10° J, W abm =3,12 x IO 5 J. 
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3-17 (a) 6 x IO 6 J; (b) en el sentido de las agujas del reloj. 

3-18 (a) 2.51 x IO -8 J; (b) en el sentido contrario a las agujas del reloj. 

3-19 C c jT 2 /r. 

3-22 2.8 x IO 4 J. 

3-26 (a) 60 J; (b) se liberan 70 J; ; (c) Q„. d = 50 J, Q b . d = 10 J. 

3-27 (a) A U a . b = Q a . b = 100 J, A U b . e = 900 J, -MJ c . a = 1000 J, W a b = Q c . a = 

A ^ciuo =0, Q dolo = = -500 J. 

3-28 (a) Q = n[a(T t - T x ) + b(TÌ - T\) + c(l/r 2 ‘- 1/r,)]; 

(b) c P = a + b(T 2 + T x ) - c/r l 7’ 2 ; (c) 24,0 x IO 3 y 26,0 x IO 3 J kilomol -1 K -1 . 

3-29 (a) 0,589 J kilomol' -1 K -1 ; (b) 73,6 J kilomol -1 K -1 ; (c) 1850 J; (d) 37,3 J kilo¬ 
mol -1 K -1 . 

3-30 (a) 118 J; (b) 124 J; (c) 118 J. 
dt 

3-31 (a) C = & — . 

3-32 (b) 1,39 x IO 4 J. 

3-33 (a) 1,24 x 10 5 J; (b) 4000 J; (c) 1,16 x IO 6 J. 

3-35 (a) -5,35 x IO 4 J; (b) IV c = -5,25 x IO 4 J; (c) I V d = -0,98 x IO 3 J. 

3- 36 (a) -3,6 x IO 5 J kg -1 ; (b) -4,22 x 10 5 Jkg -1 . 

Capitalo 4 

4- 2 (a) a. 

4-3 (b) 5/[3(7> + 7*,)]. 

4-4 (a) a = 24,0 J kilomol -1 K -1 , b = 6,9 x 10 -3 J kilomol -1 K -2 ; (b) 2,03 x 10 4 J 

kilomol -1 . 

4-7 (a) 27 x IO 3 : 4,02 x IO -2 ; (b) \R-.R-, (c) 0,60; (d) casi Loda. 

4-8 (b) a + R. 

4-11 (a) q a . c . b = 19 RTJ2, q a . a . b = 17 RTJ 2, q a . b = 9 RT X ; (b) 3 R. 

4-16 A T = (2n A n B - n\ - n%)a/c v V(n A + n ]s )2. 

4-18 (a) al(c v v 2 ); (b) c v T - 2 a/v - RTv/(v - b ); 

(c) [2av(v - b)~ - RTv 3 b]lc P [RTv 3 - 2 a(v - bf], 

4-21 (a) nc v T 0 / 2; (b) 37^/2; (c) 5,25 r o ; (d) 4,75 nc v T 0 . . 

4-22 885 K. 

4-23 (a) W T = -3-46 x IO 5 J, W s = -2,5 x IO 5 J; (b) W T = -3.46 x IO 5 J; W s = 
-4,43 x 10 5 J. ■ ' 
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4-25 (b) 


Proceso 

AT(K) 

A V (m 3 ) 

AP(atm) 

mi) 

G(J) 

T = const 

0 

22,4 

-0,5 

1,57 x IO 6 

1,57 x 10° 

P = const 

273 

44,8 

0 

2,27 x 10° 

5,68 x IO 6 

• V = const 

-438 

0 

-0,401 

0 

-5,45 x IO 6 

<2=0 

165 

-67,2 

0,901 

-2,04 x 10 a 

0 

Ciclo 

0 

0 

0 

1,8 x IO 6 

1,8 x IO 6 


Proceso 

At/(J) 

A/7(J) 

T = const 

0 

0 

P = const 

3,41 x IO 6 

5,68 x 10® 

V = const 

—5,45 x IO 6 

-9,09 x 10® 

<2=0 

2,04 x 10® 

3,41 x 10® 

Ciclo 

0 

0 


4-26 (a) T(v — b) c « /n =constante,(P + a/v 2 )(v — b) {c « +R)tR = constante, 

(b) W = c v (T ( - 7» + (ajvf - ajv ( ). 

4-30 (a) 900 calorias; (b) 1600 calorias; (c) 300 y 400 calorlas. 

4-31 (b) reducir T v 
4-32 V c - T.JT V 

4-33 73 K,230 K. 

4-34 (a) 0,25, 3; (b) 0,167, 5. 

4-36 (a) 2,34 x IO 5 watt; (b) 5,5; (c) 1,52 x IO 8 J; (d) 6,06 x IO 7 J. 

4-37 13,6 

4- 38 3,1 watt, aproximadamente 0,3 °/o. 

Capttulo 5 

5- 1 83,3 K y 166,6 K. 

5-3 (a) 12,2 JK' 1 ; (b) 6,06 x IO 3 JK" 1 . 

5-4 (a) Q a . b = 2192 J, Q„. c = 10 966 J, Q c . d = -6576 J, Q d . a = -5480 J; 

(b) 0,996 x IO 6 N nr 2 ; (c) S a . b = 5,54 J K" 1 , S b . c = 11.0JK" 1 , S c .„ = -5,54 JK" 1 , 
S d . a - -ll,0JK~ l . 


5-5 (a)0; (b) 0,167 JK- 1 . 

5-6 293 J K" 1 . 

5-7 (a) absorbe 1200 J a 300 K, cede 200 J a 200 K; (b) -3 J K“ l , -1 J K" 1 , 
4 JK" 1 ; (c) 0. 

5-8 (a) 777 J K- 1 ; (b) -777 J K -1 . 

5-9 (a) 0,171 J K- 1 ; (b) -0,171 J K' 1 . 

5-10 (a) am In (TJTJ + bm(T 2 - T t ); (b) 2,47 x IO 4 J kilomoK 1 K _1 . 

5-13 (a) corno màquina; (b) 250R J, —100R J; (c) 0,6; (d) 0,667. 


A$, uerP o(J K- 1 ) 

AS, uonte (J K- 1 ) 

AS U (J K- 1 ) 

(a) 

6.93 

-5,0 

1,93 

(b) 

11,0 

-6,67 

4,33 

(c) 

-6,93 

20,0 

13,1 


! 5-16 (a) AS Hi0 = 1300 J K" 1 , AS fuonte = — 1120 J K _1 , AS U = 180 J K -1 ; (b)'AS Hj0 = 

1300 J K -1 , AS Iuente = — 1210 J K- 1 , S u = 90 J K _1 . 

( 5-17 290 K, 190 JK" 1 . 

5-20 (c) T, del apartado (b). 

5-22 -0,555 RT X <, <, 0, 0 <; Au <, 0,555 RT V 0 <, AS <, 0,693 R. 

5- 27 No. 

Capitalo 6 

6- 1 {&)Pkv - TPv; (c) 0. 

6-2 (a) 3360 J kilomol- 1 K' 1 ; (b) 0,135. 

6-3 (a) R; (b) R In v/v 0 . 

i 1 

6-4 (a) AS = 3 aVT + - J P dV + constante;(c) «(T). 

6-7 (a) -(TP - 1)1 k; (c) 0. 

! 6-17 5,68 JK" 1 . 

6-18 (b) (c v + R)(T - r 0 ) + h 0 , c P (T - T 0 ) + h 0 . 

6-19 (a) a + bT - R\ (b) j = a In (TIT 0 ) + b(T - T 0 ) - R In R/R 0 + *o. 
h = a(T — T 0 ) + b(T 2 - Tl)l2 + K ; (c) (a - R)(T - T 0 ) + b(T 2 - Tj)/2 + u 0 . 

6-20 (a) 3,73 x IO 6 J; (b) 1,15 x 1Ò 4 J K _1 . 

6-22 (a) -4,6 J kg- 1 ; (b) -155 J kg- 1 ; (d) 0,394 K. 

6-25 (a) ~ -0,22 K; (b) 0; (c) ~ 3,5 K. 

6-26 (a) -253 J; (b) -253 J; (c) -91 J. 
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6-28 (a) r, = 0, p = -b/cpi (b) v = -b/c v , fi = 0. 

6-29 -2.1 K. 

6-30 (a) AT = 0, Aj = 1,91 x IO 4 J kilomor 1 K -1 ; (b) A T = -146 K, Aj = 6,1 x IO 3 
J kilomol -1 K- 1 . 

6-32 19,3 atm. 

6-33 (a) 0,02 K atm- 1 ; (b) 0,098 K atm- 1 ; (c) -0,27 K, 12,3 K. 

6-34 35,3 K. 

6- 38 (dV/dM)S'T = MV/C c nR 

Capitalo 7 

7- 6 (a) P(v + A) = RT,s = -R In (P/P 0 ) + A'P; (b) h = P(A'T - A), 

u = T(A'P -R), f = «T[In (PIP 0 ) -4]; (c) c p = PA“T, c v = 2 A'P + A"TP - 

P 2 A' 2 RT 

— - R; (d) * = - {KT ^ Ap) , fi = (R - A’P)I(RT - AP); (e),, = (A - AT)/PA"T. 

7-22 (b) — IO 3 J, -50 JK" 1 , -1,5 x IO 4 J, -1,48 x IO 4 J, —800 J, 3,6 J K -1 . 

7-23 (a) —1,35 x IO 7 N m~ 2 K _1 ; (b) 268 atm; (c) 1,31 x 10° N nr* K" 1 ; (d) 24,6 atm. 

7-25 (a) 200 K, 1,01 atm; (b) /, 3 = 0,492 J kilomol' 1 , / = 0,328 J kilomol- 1 , = 

0.164 J kilomol' 1 . 

7- 27 (a) -0,15 K. 

Capftulo 8 

8- 1 (a) ( n A + n B )R In 2. 

8 "2 (a) i, i, (b) i, -|, 1 atm; (c) -1,5 + IO 7 J; (d) 4-5 x IO 4 J K -1 . 

8-5 (a) 2; P y T. 

8-6 (c) K no es función de P y K = e~ A(1 ° IRT . 

8-7 2. 

8-8 (a) A — T, % Cd; B — T; C — T, % Cd ; £» - 0; E - T, / Cd ; (c) k = 22 000 K 

kg kilomol -1 . 

8-10 (a) 1,28 x IO -2 Tor; (b) 76,3 atm. 

8-12 (a) 0,146 J m -2 ; (b) 2 = 0,085 J m -2 , c A = 6,82. x IO -5 J m -2 K -1 s = 2 28 x 
IO -4 J m -2 K" 1 ; (c) 2,5 K. 

8-13 (a) da(A 2 - 40; (b) X(A Ì - AJ. 

8-15 (a) , r -c- 1JTU, « . 1 (^) v . - 1 (2L) r ; (b) ,,/c, - 

8-17 (a) 4,2 x IO" 2 J K" 1 ; (b) 12,6 J; (c) 20,3 J; (d) -7,7 J. 

8-18 (c) AG = -20,3 J, AH = -7.74 J. 

8-19 -228 x 10 6 J. 

. da 4 

8-20 (b) ~(V 2 - VJ; ( C ) - u(K, - VJ. 
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I 

8-22 (a) 378 K; (b) 2,04 X IO -6 y 5,14 x IO -6 N m" 2 . 

8-24 (a )bjT!T. 

8-25 (a) -0,815 J; (b) -1,63 J, -1,63 J, 0, -0,815 J; (c) 100 Oe; (d) 7,93 x IO 4 . 

8-28 (g) 8,00 x IO 5 J; (h) -2,02 x IO 5 J, -3,96; (i) 5,98 x IO 5 J; (j) 0,300; (k) 5,48 x 

IO 6 J, 0.275. 

8-29 (a) 511 720 J kg- 1 ; (b) 162 820 J kg- 1 . 

8- 30 (c) c = 8,7. 

Capitalo 9 

9- 1 (a) 3,2 x 10 19 moléculas;(b) 3,2 x IO 10 moléculas. 

9-2 3300 A. 

9-3 (a) 6,9 x IO -6 ; (b) igual que (a). 

9-4 (a) 1,7 x IO -5 ; (b) 2,8 x IO -3 . 

9-5 (a) 0,01; (b) 1,7 x IO- 7 , 2,8 x IO -5 ; (c) 1,64 x IO 18 u 0 moléculasm -2 s' 1 , 9,4 x 

IO 20 moléculas m- 2 s _1 . 

9-6 (a) 20 m s' 1 , 20 ms -1 ; (b) 12,5 ms" 1 , 14,6 ms _1 ; (c) lOms" 1 , 12,2 ms _1 ; (d) 

10 m s _1 , 14,1 m s -1 ; (e) 11,5 m s -1 , 12,7 m s -1 . 

9-7 (c) 2 t> 0 /3 ; (d) 0,707 v 0 . 

} 9-8 (b) 3,4 x 10 20 v 0 moléculas m -2 s _1 ; (c) 4,5 x IO 24 v 0 moléculas m -2 s _1 . 

9-10 Fuerza por unidad de longitud = n'mv 2 /2. 

9-11 (a) 1360 m s- 1 ; (b) 2400 K ; (c) 0,31 eV. 

9-12 (a). 2,9 x IO 23 impactos s _1 ; 8, 4; (d) 1 
9-13 (a) 7,2; (b) 1,22 x IO" 3 atm. 

9-14 (a) 2 x IO 19 moléculas cm- ! ; (b) 3,3 X IO 23 impactos s _1 ; (c) igual que (b); 
(d) la energia media es aproximadamente O,ldelcalor de vaporización por molécula. 
9-15 (a) 9,4 x IO -6 g cm -2 s -1 ; (b) aproximadamente igual. 

9-16 2,77 V[vA. 

9-17 (a) IO 17 moléculas;(b) 1,6 x 10“ 3 Tor. 

* 

9-18 Pi=^[ 1 +exp(-r4//2K)]. 

j. ' 2 

i 9-20 (b) v cm oc P x!b . 

9-21 (a) traslación 3, rotación 3 y vibración 2(3 N —'6); (b) 9 R, 1,11. 

9- 23 (a) 1,5 x IO 3 J; (b) 1,36 x 10 3 ms- 1 . 

! Capitalo 10 

I 10-3 (a) 3,2 x IO -19 ni 2 ; (b) 5,2 x 10- 8 m; (c) 9,6 x 10°s' 1 . 

10- 4 / oc P~ 2 , z oc P. 

10-5 (a) 5 x IO' 10 m; (b) 7,9 x 10- 1D m 2 ; (c) 7,9 x IO 5 m" 1 ; (d) 7,9 x IO 5 m _1 ; (e) 

0,45; (f)0,88 x 10-°m; (g) 1,3 x 10-° m. 
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10-6 4,4 x IO -5 s. 

10-7 (a) 3,2; (b) 0,05. 

10-8 (a) 3,7 x IO 3 ; (b) 1,35 x IO 3 ; (c) 1,8 x IO 2 ; (d) 1,8 x IO 3 ; (e) 7,4 x IO 2 ; 

(f) 1,5 x IO 2 ; (g) = 0. 

10-9 (a) 6; (b) 6; (c) 6. 

10-10 1 2 x IO -10 m. 

10-11 (a) 10 cm; (b) 61 /«A. 

10-12 (a) 4,9 x IO -10 m; (b) 160; (c) 2,7 m s -1 ; (d) 160; (e) 48. 

10-13 (a) 7,2 x IO" 14 s; (b) 7,78 x 10~ 9 m, 34 distancias atómicas; (c) 0,2; (d) 632 s. 
10-15 4 x IO- 4 . 

10-16 (a) ’llyjT^ = 9.6 x IO- 7 N s rrT 2 K~ 1/2 ; (b) 4,2 x 10- 10 m; (c) 2,8 x 10- 10 m, 
2,1 x 10- 10 m. 

10-17 (a) A oc r> /2 ; (b) 0,058 J K -1 m" 1 s" 1 . 

10-18 (a) 2,52 x 10“ 4 m 2 s -1 , 1,03 x 10- 4 m 2 s- 4 ; (b) D oc T 3l2 m 1,2 P~ l . 

10-19 (a) -1,22 x IO 25 moléculas mr 3 ) m -1 ; (b) (2,32 x IO 23 + 4,75 x IO 16 ) moléculas 
s — 1 ; ( c ) (2,32 x IO 23 - 4,75 x IO 15 ) moléculas s -1 ; (d) 9,50 x IO 15 moléculas s \ 
0,70 ng s" 1 . 

10- 20 (a) 1,26 x IO -6 N s m~ 2 ; (b) 0,98 x 10~ 6 m 2 s” 1 ; (c) 9,1 x IO -3 J in -1 s _1 K -1 . 

Capitulo 11 

11- 3 IO 8 . 

11-4 (b) 45, 50, 120, 75, 60, 100. 

11-5 ( (a) 5; (b) 5, 4, 3, 2, 1 ; (c) 16, 32, 24, 8, 4; (d) 15, 84. 

11-6 (a) 6,55 x IO 8 ; (b) 1,52 x IO 32 ; (c) 21. . 

11-8 (b) 2427; (c) 3,68, 1,79, 0,838, 0,394, 0,189, 0,078, 0,035; (d) 7,00. 

11-9 (a) 14 macroestados; (d) 2,584, 1,585, 0,877, 0, *85, 0,250, 0,135, 0,058, 0,027 

11-10 (b) 6; (c) 36. 

11-12 (a) 8 macroestados; (d) 2,278, 1,722, 1,056, 0,667, 0,222, 0,056. 

11-13 (d) 2,500, 1,591, 0,955, 0,530, 0,265, 0,114, 0,0378, 0.0075. 

11-14 (a) dN t = ÓN 2 = 1; (b) 5,55 x IO 12 , 4,13 x IO 12 . 

11-15 (a) 729; (b) 60; (c) 6*; (d) 126. 


Macroestados 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

B-E 

45 

50 

120 

75 

60 

100 

11-16 k F-D 

0 

0 

60 

0 

12 

6 

M-B 

4 500 

2,400 

10,800 

400 

_ 

3 840 

4 320 


j 

4 

3 

2 

1 

B-E 

0,744 

1,333 

2,100 

0,822 

F-D 

0,769 

1,385 

1,923 

0,923 

M-B 

0,861 

1,362 

1,694 

1,083 


11-17 0,423 k B , 0,797 k B , 0,539 k B . 

11-18 (b) 0,395 k B . 

11-19 (b) 3; (c) 195; (d) 2,923, 1,385, 0.462, 0.231 ; (f) -2.06 k B . 

11-21 (b) 12; (c) 2,75, 1,50, 0,75; (e) -1,81 k B . 

11-27 (b) 8505; (c) 2,86, 1,43, 0,571, 0,143; (d) -3,4 k B . 

11-29 (a) 4 x IO -3 eV, 6,51 k B , (b) 127 K; (c) 2 + exp (-23,2/7*); (d) 4 x 10- 3 eV, 
4,43 k B , 14,4 K, 1 + 2 exp ( -23,2/7). 

11-34 (a) 1 + exp ( — e/k B T); (b) [1 + exp (~<lk B T)]-\ [1 + exp (c/^Dr 1 ; 

(c) Wf[l + exp (e/A^r)]- 1 ; (d) Nk B In [1 + exp (-<# B F)] + A+{7*[1 + exp ((lk B T)]} *; 
(e) A% B (<# B r) 2 exp (*lk B T)l 1 + exp (<# B 7*)r 2 . 

11-35 (a) E = M = N/x/3 ; (b) A E = /uJ^ 0 NIÌ2, AM = 0; (c) AM = /xN/3. 

11-36 (b) U = 0, S = Nin-Zi? jlT) tanh (/*Jflk B T) + Nk B In 2 cosh (/ xJf/k B T ), F* = 
—Nk K T\n 2 cosh (fi-y?lk n T), M = -A f (/i/2) tanh {pJFl2k B T)\ (c) A 7 tanh {^j2k B T), 
7V[1 — tanh 0<df’/2A B 7')]. 


Capitulo 12 
12-1 S — Nk 


2 nrrtk 

In V + i In T + | In —+ 3 


h 2 


12-2 (b) ? = NkTjA. 

12-3 (a) Cy = Nk ; (b) S 


Nk 


2 + In- 


A2-rrmkT~\ 


Nh 2 


12-4 (a) 1,25 x IO 24 moléculas; (b) 2,6 x IO 21 moléculas; (c) 5,4 x IO 18 moléculas; ’ 

(d) 2,0 x IO 24 moléculas. 

12-5 (a) 0.83 v m ; (b) 0,83 v m . 

12-6 (a) 2,08 x IO -3 ; (b) 8,3 x 10~ 3 ; (c) 9 x 10~ 9 . 

12-8 (a) v m = 394 m s -1 ; v = 445 m s' 1 , v cm = 482 m s _1 ; (b) 227 m s -1 , 719 m s _1 , 
2270 m s" 1 . 


12-11 (b) e m = kTj2, i = 3kT/2. 

12-12 (c) 0.421 ; (d) 0,079; (e) 0,500; (f) 0,843. 
12-13 (c) 0.573; (d) 0,427; (e) 1,00. 

12-16 3,6 x IO -3 m. 

12-17 3,26 s. 

12-18 (a) 198 m s~ 4 ; (b) 13,5 mg h _1 ; (c) 118 s. 


11-16 iV'k 
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12-19 (a) 5,81 /(gs *; (b) 3,49 x IO 11 moléculas" 1 ; 1,17 w«gs -1 ; (c) 1,36 x IO 8 mole- 
culas (d) 3,26 x IO -8 Tor. 

12-20 0,086 mm, 2,5 x 10“ 3 grados. 

12-21 (a) 6,34 x IO 13 neutrones mr 3 ; (b) 2,63 x IO -7 N m" 2 . 

12-27 (a) IO' 228 ; (b) 1,57 x IO 4 K. 

12-29 kT. 

12-30 (a) 3 kT. 

12-31 (a) 12; (b) 9kT, 1,11. 

12-36 (a) 865, 117, 16; (b) 149 kd vih . 


Capitalo 13 

13-2 (a) 246 K; (b) 172 J kilomol " 1 K"\ 24,9 x IO 3 J kilomol" 4 K -1 . 

13-3 1,12 x IO 3 J kilomol" 1 K" 1 , 2,66 x IO" 3 J kilomol- 1 K" 1 . 

13-4 C v = ( 6Nk 2 /hv m )T. ; Cy = INk. 

13-5 (c) 2,24 x 10 3 m s -1 ; (d) 292 K, 6,1 x 10 12 Hz; (e) 3,69 x 10" 10 m, 2,27 x 

IO- 10 m. 

13-6 (a) 6,17 X IO -64 J s 4 m" 3 , 4,8 x IO- 11 K s; (b) 7,62 x IO- 10 J rrT 3 K" 4 . 

13-7 (c) IO" 5 m. 

13-11 (a) 2,24 x IO 18 àtomos; (b) 1,66 x IO 20 àtomos; (c) 2,08 x 10~ 2 Oecm 2 , 1,54 
Oe cm 2 . 

13-13 5 = Nii w y? tanh (fi B je/kT)/T - Nk In 2 cosh ( p B Jf/kT ), C v = Nk^^jkTf 
tanh (ji B 3T/kT). 

13-14 0,75 v F , 0,77 u F , 1,5 vj 1 . 

13-16 18,7 x IO" 19 J; (c) 1,09 x IO" 2 R. 

13-17 (a) 1,4 x 10 6 ms" 1 ,1,3 x IO" 24 kg m s -1 ,6,5 x 10 4 K;(b)8,9 x IO" 5 ,6,4 x IO" 5 , 
2,1 x IO" 5 , 8,9 x IO" 5 , 8,9 x IO" 5 ; (c) 3200 K. 

13-20 (c) e p /3. 

13-21 (a) 2,13 x IO" 5 eV; (b) 2,46 K, 116 m s" 1 . 

13-22 2,81 x 10" 11 m 2 N" 1 ; 3,4 x ÌQ-’K" 1 . 


Abierto, sistema, 3 
Absoluta, temperatura, 15, 301 
Absorbente perfecto, 261 
Adiabàtico, limite, 7, 87 
proceso, 20, 83, 116, 126, 151 
Agua, calores de transformación, 98 
ciclo de Carnot, 273 
de Rankine, 273 
constantes crlticas, 41 
de van der Waals, 33 
densidad, 22 

diagrama de fases, 37, 40 
de Mollier, 272 
punto de hielo, 14, 226 
triple, 11, 225, 249 
de vapor, 14 
Aislado, sistema, 3 
Alambre, tensión superficial, 253 
estirado, 46 
trabajo, 76 
Angulo sòlido, 296 
Aplicaciones a la ingenieria, 269 
Aproximación de Stirling, 491 
Autodifusión, 339 
coeficiente de, 340 

Bajas temperaturas, producción, 267 
Barrerà de potencial, 469 
Bcrnoulli, ecuación, 104 
Boltzmann, constante, 300 
Bomba de calor, 134 
Bose-Einstein, estadistica, 358 
función de distribución, 376 
Boyle, ley de, 31 
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Brillouin, función de, 478 

Btu (unidad tèrmica britànica), 91 

Calor, de fusión, 97 
de reacción, 227, 260 
de transformación, 96 
equivalente mecànico del, 90 
especffico, 93 

flujo de, 86, 154, 259, 336 

Calor especffico, 93 
a presión constante, 93 
a volumen constante, 93 
de los gases, 124 
de un gas de electrones, 474 
de un gas diatòmico, 433 
de un sòlido, 312 
de una pelicula superficial, 255 
del cobre, 95 
del mercurio, 95 
diferencias, 125, 188, 284 
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oscilador armònico, 445 
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del agua, 98 
fusión, 97 
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Caloria, 91 
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Calorimetria, 94 
Càmara de burbujas, 218 
de niebla de Wilson, 217 
Cambios de fase, 35, 96, 220 
de primer orden, 222 
de segundo orden, 222 
lambda, 223 
trabajo en, 97 
Campo gravitatorio, 420 
Cantidad de movimiento 
en choque con paredes, 298 
en transporte molecular, 333 
Capacidad calorifica, 93 
de peh'cula superficial, 255 
Capilaridad, 252 
Carga, flujo de, 47, 79 
pila voltaica, 259 
Carnot, ciclo de, 129, 273 
Catàstrofe del ultravioleta, 457 
Celsius, temperatura, 15 
Célula de punto triple, 11 
ecuación de estado, 47 
electrolitica, 258 
trabajo en, 78, 258 

Cero absoluto, inaccesibilidad, 231, 269 
Cerrado, sistema, 3 
Choques, elàsticos, 297 
intermoleculares, 321 , 

Ciclo de Carnot, 129 
para el agua, 273 
rendimiento tèrmico, 274 
Ciclo de Rankine, 273 
con recalentamiento, 276 
rendimiento tèrmico, 276 
Clausius, desigualdad de, 167 
enunciado del segundo principio, 160 
Clausius-Clapeyron, ecuaciones, 224 
Cobre, calor especifico, 95 
compresibilidad del, 52 
dilatación cubica del, 52 
Coeficiente, de autodifusión, 340 
de compresibilidad, 54 
de dilatación cùbica, 51 
de dilatación lineai, 52 
de eficiencia, 134, 162 
de Joule, 121 
de Joule-Thomson, 122 
de presión termomolecular, 315 
de viscosidad, 330 
Coeficientes del virial, 34 


Colisiones elàsticas, 297 
con pared estacionaria, 297 
con pared móvil, 302 
frecucncia de, 328 
y cantidad de movimiento, 298 
Compresibilidad, adiabàtica, 182 
coeficiente de, 54 
del cobre, 52 
del mercurio, 53 
isotèrmica, 54 
Conducción metàlica, 328 
Conservación de la energia, 101 
Constante, de Boltzmann, 300 
de equilibrio termodinàmico, 279 
de Planck, 348 
de Stefan-Boltzmann, 263 
universal de los gases, 29 
Constantes crlticas, 

de un gas de van der Waals, 56 
tabla, 41 

Constantes de un gas de van der Waals, 32 
Conversión, factores de (ver cubierta) 
Coordenadas polares, 291 
Cristales paramagnéticos, 264 
Cuasiestàtico, proceso, 19 
Cuerpo negro, 261 
entropia, 263 
función de Gibbs, 264 
función de Helmholtz, 263 
ley de Planck, 262 
radiación del, 261, 855 
Curie, constante de, 462 
ley de, 47, 267, 462 
Curva, de inversión, 124, 192 
de magnetización, 463 
isoentàlpica, 125 

Dalton, ley de, 66, 305 
Debye, ley T 3 de, 454 
temperatura de, 452 
teoria de los calores especlficos, 446 
Degeneración, de niveles energéticos, 349 
orden de, 351 

Denominador integrante, 196 
Densidad, 4 
de corriente, 329 
de energia cinètica, 300 
de energia espectral, 456 
de energia radiante, 261 
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Densidad molecular, 294, 296 
reducida, 175 

Derivadas, forma normal, 173 
parcialcs, 48 
de segundo orden, 61 
relaciones entre, 58 
Dcsigualdadcs de Clausius, 167 
Desmagnétización isoentrópica, 268 
Dewar, vaso, 9 
Diagrama de fases, 

de sustancia que se contrae al 
solidificarsc, 36 

de sustancia que se expande al 
solidificarsc, 37 

de un gas de van der Waals, 33 

de un gas ideal, 30 

de un liquido, 48 

de un solido, 48 

del agua, 40 

del hielo, 45 

Diagrama de flujo, màquina tèrmica, 133 
de Mollier, 271 
para el agua, 272 
Diagramas T-S, 153 
flujo de calor en, 154 
Diàmetro molecular, 289 
tabla, 335 

Diatèrmico, limite, 8 
Dieléctrico, trabajo en un, 78 
Dieterici, ecuación de estado, 68 
Diferencia entro calores especlficos, 125, 
188, 284 

Diferenciales, exactas, 60 
inexactas, 80, 89 
Difusión, 321, 338 

Dilatación cùbica, coeficiente de, 51, 52 
de un gas ideal, 51 
del cobre, 52 
del mercurio, 53 

Dilatación lineai, coeficiente de, 52 
Dióxido de carbono, temperatura de 
inversión, 193 

Distancia entre moléculas, 289 
Distribución de Maxwell-Boltzmann, 407 
de velocidades -moleculares, 407 
gausiana de velocidades, 414 
Drude, teoria de, 328 
Dulong-Petit, ley de, 94 

Ebullición, 43 
Ecuación, baromètrica, 425 


Ecuación, caracterlstica, 211 
de Bcrnoulli, 104 
de Gibbs-Duhcm, 278 
de Hirn, 320 
de Sackur-Tctrode, 407 
de supervivcncia, 324 
Ecuación de la energia, 114 
de un gas ideal, 122 
Ecuaciones condicionales, 247 
mètodo de Lagrange, 485 
de Clausius-Clapeyron, 224 
integración de las, 225 
de estado, 28 
de Dicterici, 68 
de la energia radiante, 263 
de un alambre estirado, 46 
de un gas de electrones, 476 
de un gas ideal, 28, 297, 390 
de un liquido, 55, 190 
de un sòlido, 190 

de una pellcula superficial, 47, 281 
de van der Waals, 32, 318 
del paramagnetismo, 47, 266 
en célula electrolitica, 47 
ley de Curie, 47, 267, 462 
virial, 34 

Ecuaciones de Gibbs-Helmholtz, 212 
ecuación generalizada, 214 
Tds, 180 

Einstein, temperatura de, 444 
teoria de los calores especlficos, 444 
Electrones, recorrido libre medio, 326 
gas de, 312, 469 ■ 

libres, 312, 469 ; ;.t 

ecuación de estado, 476 
propiedades termodinàmicas, 469 
Electronvolt, 302 ■ 

Energia, conservación de la, 101 
de Fermi, 471 
ecuación de la, 114 
estados de, 346 
interna, 85, 186, 389 
libre, 207 
niveles de, 346 
potencial de un sistema, 100 
potencial magnètica, 264, 499 
principio de equipartición, 305, 426 
radiante, 261 
superficial, 253 
superficie de, 114 
total de un sistema, 100, 103 . 
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Energia cinètica, 99 

de un sistema de particulas, 300, 306 
densidad de, 300 
molecular media, 301 
Energia interna, 85 

de un gas de van der Waals, 187 
de un gas ideal, 186 
de sistema de particulas, 308 
expresión estadistica, 389 
Energia radiante, 261 
ecuación de estado, 263 
Energia total, 100, 103 
de un sistema de particulas, 307 
en un sòlido, 312 
expresión estadistica, 392 
magnètica, 264 
molecular media, 307 
Entalpia, 96, 116 
de un gas ideal, 185 
expresión estadistica, 392 
magnètica, 265 
y punto triple, 97 
Entropia, 143, 371 
aumento de, 157 
de un gas de electrones, 475 
de un gas de van der Waals, 187 
de un gas ideal, 185 
de un liquido, 190 
.de un sòlido, 190 
de una pelicula superficial, 256 
del cuerpo negro, 263 
del universo, 153, 157 
en procesos reversibles, 151 
en procesos irreversibles, 154 
en sistema aislado, 158 
en sistema magnètico, 267 
en sistemas multivariables, 198 
.especifica, 150 

expresión estadistica, 389, 392 
interpretación estadistica, 371 
tercer principio, 229 
Enunciado de inaccesibilidad, 231 
Equilibrio, estable, 216 
mecànico, 19 
metastable, 216 
neutro, 222 
quimico, 19 
tèrmico, 19 

termodinàmico, 19, 279 
Equilibrio de fases, 243 

ecuaciones condicionales, 247 


Equilibrio, potencial quimico, 247 
Equiparación de la energia, 305, 426 
Equivalente mecànico del calor, 90 
Escala pràctica internacionad de 
temperaturas, 17 
Esfera de exclusión, 319 
Espacio de velocidades, 409 
Especifico, calor, 93 
valor de variable extensiva, 4 
Espectro, de frecuencias, 447 
de velocidades, 418 
Estadistica termodinàmica, 288 
de Bose-Einstein, 358 
de Fermi-Dirac, 364 
de Maxwell-Boltzmann, 368 
Estados, correspondientes, 58 
de energia, 346 
Expansión libre, 82 

Experimento, de Joule-Gay-Lussac, 121 
de Joule-Thomson, 122 
de Zartman y Ko, 417 
Extensiva, variable, 4 

Factores de conversión (ver cubierta) 
Factoriales, 489 
Fahrenheit, temperatura, 16 
Fases, equilibrio de, 243 
regia de las, 248 
transiciones, 35, 220 
Fenómenos de transporte, 330 
Fermi, energia de, 471 
nivel de, 471 

Fermi-Dirac, estadistica, 364 
función de distribución, 381 
Flujo, de calor, 86 , 154, 259, 336 
de carga, 47, 79, 260 
estacionario, 101, 123 
molecular, 292, 331, 339 
procesos de, 101 
Fonón, 450 
Fotón, 455 
Fracción molar, 238 
Frecuencia de colisión, 328 
naturai, 446 
Fuente termica, 96 
Fuerza motriz, 269 
Fuerzas intermoleculares, 318 
de van der Waals, 318 
Función clàsica, 383 
de Bose-Einstein, 376 
de Brillouin, 478 


Función de distribución, 376, 493 
de Fermi-Dirac, 381 
■ de gas bidimensional, 437 

’ de gas ideal monoatòmico, 405 

de Gibbs, 208 
de Helmholtz, 207 

; de Maxwell-Boltzmann, 384 

’* de partición, 387 

de trayectoria, 81, 89 
de un gas de electrones, 476 
de un gas de van der Waals, 210 
de un gas ideal, 209, 214 
de una pelicula superficial, 255, 282 
de velocidades, 408 
de velocidades vectoriales, 412 
del cuerpo negro, 263 
disminución de la, 207 
especifica de gas ideal, 209 
expresión estadistica, 390 
1 gamma, 490 

Fusión, calor de, 97 


Gas, calor especifico, 124 
( conductividad tèrmica, 336 

constante universal, 29 
de electrones, 312, 469 
de fonones, 450 
^ de fotones, 455 

de van der Waals, 32, 318 
diatòmico, 66 , 433 
difusión, 321, 338 
ideal, 30, 121, 297 
vapor, 42 ’ 
viscosidad, 330 
Gas de electrones, 312, 469 
barrerà de potencial, 469 
ecuación de estado, 476 
propiedades termodinàmicas, 469 
Gas de van der Waals, 

, coeficiente de compresibilidad, 67 

coeficiente de dilatación cubica, 68 
curva de inversión, 192 
diferencia entre calores especificos, 188 
ecuación de estado, 32, 318 
4 energia interna, 187 

entropia, 187 

función de Helmholtz, 210 

fuerzas intermoleculares, 318 

ley de los estados correspondientes, 58 

propiedades, 187 
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Gas ideal, 30, 121, 125 
compresibilidad de un, 54 
dilatación, cùbica de un, 51 
ecuación de estado, 28, 297, 390 
en màquina térrmica, 133 
energia interna, 187 
entalpia, 185 
entropia, 185 
función de Gibbs, 209 
función de Helmholtz, 209 
monoatòmico, 402 
propiedades, 185 
superficie P-v-T, 30 
temperatura termodinàmica, 195 
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y campo gravitatorio, 420 
Gay-Lussac, experimento de, 121 
Germanio, termòmetro de resistencia, 8 
Gibbs, función de, 208 
paradoja de, 278 
regia de las fases, 248 
Gibbs-Duhem, ecuación, 278 
Gibbs-Helmholtz, ecuaciones, 212 
Gota liquida,' presión de vapor, 256 
presión reai del vapor, 257 
Grados de libertad, 248, 426 


Haz molecular, 416 
Helio, constantes criticas, 41 
constantes de van der Waals, 33 
densidad reducida, 175 
punto lambda, 38 
superficie P-v-T, 45 
temperatura de inversión, 193 
transición lambda, 223 
viscosidad, 334 
Helmholtz, función de, 207 
Hielo, diagrama de fases, 40 
punto de, 14 
Hirn, ecuación de, 320 


Inaccesibilidad adiabàtica, 200 
Inalcanzabilidad del cero absoluto, 231, 269 
Incremento de entropia, 152 
Inflexión, punto de, 56 
lngenieria, aplicaciones, 269 
Intensiva, variable, 4 
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curva de, 124, 192 
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Irreversible, proceso, 20 
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Isobàrico, proceso, 20, 31, 115, 117, 152 
trabajo, 75 

Isocórico, proceso, 20, 31, 115, 118, 152 
trabajo, 75 

Isoentàlpica, curva, 125 
Isoentrópico, proceso, 151, 198 
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saturado, 39 
sobrecalentado, 218 
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Macroestados, 352 
Macronivel, 402 
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Magnetismo, 47, 264 
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Moléculas presión media, 297 
tipo dumbbell, 309 
velocidad, 290 
Mollier, diagrama, 271 
Momento de saturación magnètica, 462 
magnètico, 459, 499 
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expresiones del, 243 
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de vapor, 39, 42, 250 
recalentado, 42 
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parcial, 66, 305 
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adiabàtico, 20, 84, 116, 126, 151 
ciclico, 62, 81, 90 
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microscópicas, 2 
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energia total, 312 
entropia, 190 
gas de electrones, 312 
propiedades, 189 
superficie P-v-T, 48 
Stefan, ley de, 263, 459 
Stefan-Boltzmann, constante de, 263 
ley de, 263., 459 
Stirling, aproximación de, 491 
Sublimación, 44 
calor de, 97 
Stima de cstodos, 387 
Superficie de energia, 114 
de un gas ideal, 123 
Superficies, isoentrópicas, 198 
isotérmicas, 198 
Superficies P-v-T 
agua, 40 

gas de van der Waals, 33 
gas ideal, 30 
helio, 45 
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Superficies liquido, 48 
solido, 48 

sustancia que se contrae al solidificarse, 
36 

sustancia que se expande a! solidificarse, 
37 

Sustancia de trabajo, 131 
pura, propiedades, 183 

Tabla Internacional del vapor, 91 
Temperatura, absoluta, 15, 301 
caracteristica, 430 
Celsius, 15 
centigrada, 15 
critica, 40 
de Debye, 452 
de Einstein, 444 
de inversión, 192 
de rcferencia, 17 
del punto de hielo, 14 
del punto de vapor, 14 
del punto triple, 14 
empirica, 10, 193 
en puntos fijos, 17 
escala pràctica internacional, 17 
Fahrenheit, 16 
gradiente de, 336 
Kelvin, 15 
Rankine, 16 
reducida, 57 
termodinamica, 15, 144 
determinación, 193 
Temperaturas negativas, 467 
Tensión superficial, 252, 253 
Teorema de Nernst, 229 
Teoria, cinètica, 288 
clàsica de calores especificos, 307 
de Debye de los calores especificos, 446 
de Drude, 328 

de Einstein de los calores especificos, 
444 

Tcrcer principio de la Termodinamica, 227 
Termodinàmica, clàsica, 2 
estadistica, 2, 288 
probabilidad, 355 

Termometria, de gas a volumen constante, 9 
de gas ideal, 13 
de resistencia, 12 
termopar, 8 

Termòmetro, de gas a volumen constante, 9 
de resistencia de Germanio, 8 
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Termòmetro, de resistencia de Platino, 8, 17 
Termopar, 8 
Termoscopio, 7 
Tiempo libre medio, 328 
Tobera, 103 
Trabajo, adiabàtico, 84 
al eje, 101 
de configuración, 81 
dependiente de la trayectoria, 81 
disipativo, 81, 90 
en cambio de fase, 97 
en célula electrolitica, 78, 258 
en pelicula superficial, 79 
en proceso irreversible, 82 
en proceso reversible, 74, 83 
en un dieléctrico, 78 
expansión libre, 82 
externo, 73 
isobàrico, 75 
isocórico, 75 
isotèrmico, 75, 259 
magnètico, 76 

Transformadores de Laplace, 490 
Transición lambda, 223 
Turbina, 103, 275 

Valor molar especifico, 4 
Valores especificos de variables 
extensivas, 4 

Van der Waals, constantes, 32 
constantes criticas, 56 
ecuación de estado, 32, 318 
gas de, 32 
superficie P-p-T, 33 
Vapor, 42 
presión de, 39, 250 
punto de, 14 
recalentado, 42, 275 
saturado, 39, 42 
sobrenfriado, 216 
Vaporización, calor de, 97, 98 
Variable, de estado, 3 
especifica, 4 
extensiva, 4 
intensiva, 4 
Variables reducidas, 57 
Variación de entropia, tercer principio, 

229 

de la cantidad de movimiento, 298 
Varianza, 248 
Vaso Dewar, 9 
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Constantes y factores de conversión 


Velocidad, cuadràtica media, 301 
de un fluido, 101 
distribución gausiana, 414 
función de distribución, 408 
gradiente de, 331 
mas probable, 410 
media, 295 
molecular, 29 0 
relativa, 303 
Virial, coeficiente, 34 
ecuación de estado, 34 
Viscosidad, coeficiente de, 330 
de un gas, 330 


Volumen, critico, 40 
espccifico, 4 
rcducido, 57 

Wien, lcy de, 457 

ley de desplazamiento de, 478 

Wilson, càmara de niebla, 217 

Young, mòdulo de, 46 

Zartman y Ko, experimento, 417 

Zustandssumme, 387 


Las constantes expuestas a contmuacion estan basadas en los valores registrados 
por B. N. Taylor, W. H. Parker y D. N. Langenberg en Reviews of Modern Physics 41 
(1969); 375. Este artfculo contiene un mayor nùmero de digitos y las correspondien- 


tes incertidumbres de desviación norma]. 
Nùmero de Avogadro, W A 

Constante de Boltzmann, k 

Constante de los gases, R 

Temperatura del punto triple 
del agua, T 3 

Presión atmosfèrica normal, P 

Volumen especffico normal del gas ideal, v 

Carga electrónica, e 

Masa del electron, m 

Magnclón de Bohr, fi B 

Constante de Faraday 

Constante de permcabilidad, y 0 

Constante de pcrmitividad, e 0 

Velocidad de la luz, c 

Constante de Planck, h 

(TC 

Constante de Stefan-Boltzmann, - 

4 

Unidad de masa atòmica, urna 


6,0222 x IO 26 moléculas kilomol- 1 

1,3806 x 10-w j k-i 
8,6171 x IO- 5 eV K-i 

8,3143 x 103 j kilomol-' K-* 

8,2056 x IO- 2 m 3 atm kilomol -1 K -1 

273,16 K = 0,01°C 

1,01325 x IO 3 N m —2 
760 Torr 

22,4136 m 3 kilomol -1 
1,6022 x 10-w C 
9,1096 x IO -31 kg 
9,2741 x 10-24 A m 2 
9,6487 x IO 7 C kilomol- 1 
4ji x IO -7 H m -1 
8,8542 x IO- 12 C 2 N- 1 m -2 
2,9979 x 10» m s- 1 
6,6262 x IO -34 j s -i 
5,6696 x IO -8 w m -2 K~ 4 
1,6605 x IO- 27 kg 


Aceleración normal de la gravedad, g 


9,80665 m s -2 




1 ft = 0,3048 m 


1 lb = 4,4482 N 




f 



1 ft 3 = 0,028 m 3 


1 lb ft-3 = 16,02 kg m-2 


1 Caloria (Termoquìmica) = 4,1840 J 
1 Caloria (Tabla internacional del vapor) = 4,1868 J 
1 Blu = 1 055 J 1 ft-Ib = 1,356 J 

1 eV = 1,0622 x 10-» J 

1 Torr = 133,3 N m~ 2 1 lb in- 2 = 6,895 x IO 3 N m- 2 


e = 2,7183 

e-> = 0,3679 

e i r- 20 

* = 3,1416 

\U = 1,7725 

jt 2 = 9,8696 

In 2 = 0,6932 

In jc = 2,303 log x 
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